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摘 要: 基于退化分析方法提出一种判定准则,用于分析不确定分数阶时滞系统的稳定性. 介绍一种分数阶积分算

子的有理逼近方法,在此基础上采用整数阶系统逼近分数阶系统,从而将难以判定的分数阶系统稳定性问题转化为

由逼近偏差作为不确定项的整数阶系统稳定性问题进行处理. 利用积分不等式法研究逼近系统稳定性,得到LMI形

式的稳定性判据. 仿真结果表明,所提出方法能够有效分析这类系统的稳定性.
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Abstract: Based on model approximation, the problem of stability analysis for uncertain fractional order systems with

time-varying delay is proposed. Firstly, a rational approximation method is introduced for fractional order systems. Based

on the above method, the fractional order systems are transformed into the integer order systems whose uncertainties are

approximation error. Afterwards, integral inequality approach is used to analyze the stability of the approximation system,

obtaining a robust stability criteria denoted by LMI. Theoretic proof and numerical examples are provided to illustrate the

effectiveness and the availability of the proposed method.
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0 引引引 言言言

近年来,随着分数阶模型被证明能够更精确地描

述一些复杂系统 (如粘弹性材料、电子电路和热传导

等), 分数阶微积分理论便逐渐渗透到了更多的研究

领域[1-3]. 目前,它与控制理论的结合引起了人们对分

数阶系统的研究热情,相关研究加速发展,如系统建

模[4-5]、稳定性分析[6-7]和控制器设计[8]等.然而,在实

际的自然和工程系统中, 时滞现象普遍存在, 往往会

影响系统的性能, 甚至导致系统不稳定[9], 因此对于

分数阶时滞系统的研究得到了控制界的广泛关注.

Zhang[10]证明了线性分数阶时滞系统解的存在

惟一性,并给出了一类特殊系统有限时间稳定的充分

性条件. Shi等[11]研究了一类具有有理阶次的分数阶

时滞系统BIBO稳定的条件,并给出了稳定性判据.文

献 [12-13]指出解析算法变换公式复杂,计算量大,且

都针对特殊形式的系统,进一步介绍了线性分数阶时

滞微分方程稳定性分析的数值方法, 并讨论了渐近

稳定条件. 作为分数阶微积分算子的数值逼近方法,

Oustaloup滤波器具有较好的逼近性能[14], 但在逼近

频带端点处的逼近效果不理想. 文献 [15-16]对滤波

器进行了改进和优化, Trigeassou等[17]首次研究了利

用Oustaloup滤波器逼近分数阶系统. Wei等[18]提出

了一种分段逼近算法,并证明了该算法能实现整数阶

系统对分数阶系统的任意精度逼近,且两系统具有相

同的能控能观性. 在数值逼近的基础上,分数阶时滞

系统稳定性的判定可以退化为整数阶时滞系统进行

处理.

目前,针对分数阶时滞系统的研究还不深入,主
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要集中在同元次时不变领域,判定方法复杂, 难以直

接推广. 本文综合考虑上述研究成果,基于文献 [18-

19]的思想提出了基于模型逼近的不确定分数阶时变

时滞系统鲁棒稳定性判定方法, 所得判据为LMI形

式,判定简单有效.

1 基基基础础础知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述

1.1 分分分数数数阶阶阶微微微积积积分分分[1]

函数 𝑓(𝑡)的𝛼阶Riemann-Liouville积分定义为

ℐ𝛼(𝑓(𝑡)) = 1

Γ (𝛼)

w 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)

𝛼−1
𝑓(𝜏)d𝜏, (1)

其中 gamma函数Γ (𝛼) =
w ∞
0

𝑥𝛼−1e−𝑥d𝑥, 𝛼 > 0.

容易看出, ℐ𝛼(𝑓(𝑡))实际上是函数 𝑓(𝑡)与脉冲函

数ℎ𝛼(𝑡) = 𝑡𝛼−1Γ (𝛼)的卷积, 因此分数阶积分算子

ℐ𝛼(𝑠)即为ℎ𝛼(𝑡)的Laplace变换,有

ℐ𝛼(𝑠) = 𝑠−𝛼. (2)

分数阶微分是分数阶积分的对偶运算,假设 𝑦(𝑡)

是 𝑣(𝑡)的𝛼阶积分,则有

𝑦(𝑡) = ℐ𝛼(𝑣(𝑡)), 𝑣(𝑡) = 𝒟𝛼(𝑦(𝑡)). (3)

1.2 有有有理理理逼逼逼近近近方方方法法法[18]

已经证明[18],当零极点和静态增益选择如式 (4)

∼ (7)时, 正则有理传递函数 ℐ̂𝛼(𝑠)能够较好地逼近
ℐ𝛼(𝑠),即

𝜔̄𝑖 = 𝜆𝑖−1𝛾−0.5𝜔𝑙, 𝑖 ∈ 𝐾. (4)

𝜔0 =

⎧⎨⎩𝜆−𝛼𝛾−0.5𝜔𝑙, 0 < 𝛼 ⩽ 0.6;

0, 0.6 < 𝛼 < 1.
(5)

𝜔𝑖 = 𝜆𝑖−𝛼𝛾−0.5𝜔𝑙, 𝑖 ∈ 𝐾. (6)

𝐺𝛼 = argmin
𝐺𝛼

∣ℐ𝛼(j√𝜔𝑙𝜔ℎ)− ℐ̂𝛼(j√𝜔𝑙𝜔ℎ)∣. (7)

其中

ℐ̂𝛼(𝑠) = 𝐺𝛼

𝑠+𝜔0

𝑘∏
𝑖=1

𝑠+ 𝜔̄𝑖

𝑠+ 𝜔𝑖
,

𝐾
Δ
= {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘}, 𝜆 = (𝛾𝜔ℎ/𝜔𝑙)

1
𝑘−𝛼 .

根据叙述需要,令 ℐ̂𝛼(𝑠) =
𝑘∑

𝑖=0

𝑐𝑖
𝑠+ 𝜔𝑖

,由 ℐ̂𝛼(𝑠)的

两种形式等价可得⎧⎨⎩
𝑐0 = 𝐺𝛼

𝑘∏
𝑗=1

𝜔0 − 𝜔̄𝑗

𝜔0 − 𝜔𝑗
,

𝑐𝑖 = 𝐺𝛼
(𝜔𝑖 − 𝜔̄𝑖)

(𝜔𝑖 − 𝜔0)

𝑘∏
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜔𝑖 − 𝜔̄𝑗

𝜔𝑖 − 𝜔𝑗
, 𝑖 ∈ 𝐾.

(8)

1.3 问问问题题题描描描述述述

考虑如下具有时变时滞的不确定分数阶系统:

𝒟𝛼𝑥(𝑡) = (𝐴𝛼 +Δ𝐴𝛼)𝑥(𝑡)+

(𝐵𝛼 +Δ𝐵𝛼)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝑡 ⩾ 0,

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0). (9)

其中: 𝛼 = [𝛼1 𝛼2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑛]
T为系统阶次; 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛

为状态向量;常数矩阵𝐴𝛼, 𝐵𝛼 ∈ 𝑹𝑛×𝑛;滞后时间 𝜏(𝑡)

满足 0 ⩽ 𝜏(𝑡) ⩽ ℎ, 𝜏(𝑡) ⩽ 𝜇; 不确定项Δ𝐴𝛼, Δ𝐵𝛼满

足 [Δ𝐴𝛼 Δ𝐵𝛼] = 𝐻𝐹 (𝑡)[𝐸𝐴 𝐸𝐵 ], 𝐻,𝐸𝐴和𝐸𝐵为

已知的适当维数矩阵, 𝐹 (𝑡)为未知函数矩阵, 且

𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼 .

为了研究系统 (9)的鲁棒稳定性, 首先介绍以下

几个引理.

引理 1[19] 对于任意正定矩阵𝑀 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,标量

𝑐𝛼𝑗 ,𝑖,向量函数𝜔 : [0, 𝛾] → 𝑹𝑛,总有下式成立:w 𝛾

0
𝜔T(𝑠)d𝑠𝑀

w 𝛾

0
𝜔(𝑠)d𝑠 ⩽ 𝛾

w 𝛾

0
𝜔T(𝑠)𝑀𝜔(𝑠)d𝑠.

引理 2[20] 对于任意函数𝑊1(𝑡),𝑊2(𝑡) ∈ 𝑹, 若

𝑊1(𝑡) ⩾ 0, 𝑊2(𝑡) ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑑𝑚 ⩽ 𝑑(𝑡) ⩽ 𝑑𝑀 ,则有
𝑊1(𝑡)

𝑑(𝑡)− 𝑑𝑚
+

𝑊2(𝑡)

𝑑𝑀 − 𝑑(𝑡)
⩾ min(𝐴,𝐵)

𝑑𝑀 − 𝑑𝑚
.

其中: 𝐴 = 3𝑊1(𝑡) +𝑊2(𝑡), 𝐵 = 𝑊1(𝑡) + 3𝑊2(𝑡).

引理 3[21] 对于合适维数的对称矩阵Ω和矩阵

𝐻 , 𝐸, 𝐹 ,满足

Ω +𝐻𝐹𝐸 + (𝐻𝐹𝐸)T < 0

成立的充分必要条件是存在一个常量𝜆 > 0,使得

Ω + 𝜆𝐻𝐻T + 𝜆−1𝐸T𝐸 < 0.

2 主主主要要要结结结论论论

2.1 模模模型型型逼逼逼近近近

由文献 [17]可知, 分数阶系统 (9)的等价频率分

布模型为⎧⎨⎩
∂𝑧(𝜔, 𝑡)

∂𝑡
= −𝜔𝑧(𝜔, 𝑡) + (𝐴𝛼 +Δ𝐴𝛼)𝑥(𝑡)+

(𝐵𝛼 +Δ𝐵𝛼)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)),

𝑥(𝑡) =
w ∞
0

𝜂𝛼(𝜔)𝑧(𝜔, 𝑡)d𝜔.

(10)

其中: 𝑧(𝜔, 𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统 (14)的状态; 𝜂𝛼(𝜔)为相应

系数, 𝜂𝛼(𝜔) = diag(𝜂𝛼1(𝜔), 𝜂𝛼2(𝜔), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝛼𝑛(𝜔)), 𝑖 ∈
𝑁 , 𝜂𝛼𝑖(𝜔) = 𝜔−𝛼𝑖sin(𝛼𝑖π)/π.

模型 (10)是原系统的等价精确模型,通过离散化

连续频带,可以得到有限维逼近模型
d𝑧(𝜔𝑖, 𝑡)

d𝑡
= −𝜔𝑖𝑧(𝜔𝑖, 𝑡) + (𝐴𝛼 +Δ𝐴𝛼)𝑥(𝑡)+

(𝐵𝛼 +Δ𝐵𝛼)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝑖 ∈ 𝐾
∪{0},

𝑥̂(𝑡) =

𝑘∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑧(𝜔𝑖, 𝑡). (11)

其中: 𝑥(𝑡) = lim
𝑘→∞

𝑥̂(𝑡); 𝐶𝑖 = diag(𝑐𝛼1,𝑖, 𝑐𝛼2,𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑐𝛼𝑛,𝑖), 𝑐𝛼𝑗 ,𝑖为 ℐ𝛼𝑗 (𝑠)的离散频率分布模型在𝜔𝑖处的

系数 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝐾, 𝑗 ∈ 𝑁
Δ
= {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

令 𝑧(𝑡) = [𝑧T(𝜔0, 𝑡) 𝑧T(𝜔1, 𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧T(𝜔𝑘, 𝑡)]
T为

新的状态变量,系统矩阵𝐴 = 𝑀𝐴 +𝑀𝐵𝐴𝛼𝑀𝐶 , 𝐵 =
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𝑀𝐵𝐵𝛼𝑀𝐶 . 其中: 𝑀𝐴= diag(𝐴0, 𝐴1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑘), 𝐴𝑖 =

diag(−𝜔𝛼1,𝑖,−𝜔𝛼2,𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝜔𝛼𝑛,𝑖), 𝜔𝛼𝑗 ,𝑖为 ℐ𝛼𝑗
(𝑠)的离

散频率分布模型第 𝑖个极点 (𝑖∈𝐾
∪{0}, 𝑗∈𝑁); 𝑀𝐵

= [𝐵0 𝐵1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵𝑘]
T, 𝐵𝑖(𝑖 ∈ 𝐾

∪{0})为𝑛阶单位矩

阵; 𝑀𝐶 = [𝐶0 𝐶1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝑘], 𝐶𝑖(𝑖 ∈ 𝐾
∪{0})与式 (11)

中定义一致.从而有⎧⎨⎩
𝑧̇(𝑡) = (𝐴+𝑀𝐵Δ𝐴𝛼𝑀𝐶)𝑧(𝑡)+

(𝐵 +𝑀𝐵Δ𝐵𝛼𝑀𝐶)𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡)),

𝑥̂(𝑡) = 𝑀𝐶𝑧(𝑡).

(12)

文献 [18]已证明, 若加入Δ𝑀𝐴和Δ𝑀𝐵补偿逼

近偏差, 则所加入的补偿项范数有界, 即存在正常数

𝜀1, 𝜀2使得

Δ𝑀T
𝐴Δ𝑀𝐴 ⩽ 𝜀1𝐼, Δ𝑀T

𝐵Δ𝑀𝐵 ⩽ 𝜀2𝐼. (13)

定义Δ𝐴 = Δ𝑀𝐴+𝑀𝐵Δ𝐴𝛼𝑀𝐶 , Δ𝐵 = Δ𝑀𝐵+

𝑀𝐵Δ𝐵𝛼𝑀𝐶 ,则式 (13)可以改写为⎧⎨⎩
𝑧̇(𝑡) =

(𝐴+Δ𝐴)𝑧(𝑡) + (𝐵 +Δ𝐵)𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡)),

𝑥(𝑡) = 𝑀𝐶𝑧(𝑡).

(14)

注 1 在一定条件下,整数阶系统 (12)能以任意

精度逼近分数阶系统 (9), 且两个系统具有相同的能

控性和能观性. 如果加入偏差补偿项之后得到的系统

(14)对于所有允许的不确定鲁棒稳定,则原分数阶时

滞系统 (9)鲁棒稳定, 这也为分数阶系统稳定性判定

提供了一个充分条件.

注 2 模型逼近的优点在于利用整数阶系统代

替分数阶系统,这样便避免了对分数阶系统设计控制

器时难以判断闭环系统稳定性的问题. 同样条件下,

逼近系统维数越大,逼近精度越高,补偿项上界越小,

稳定性判据保守性越小,可以根据可解性和计算复杂

性要求选择合适的维数.

2.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定理 1 若存在正定矩阵𝑃 ∈ 𝑹𝑛(𝑘+1)×𝑛(𝑘+1),

正数𝜆使得[
sym(𝑃𝑀𝐴 + 𝑃𝑀𝐵𝐴𝛼𝑀𝐶) + 𝜆𝜀𝐼 𝑃

∗ −𝜆𝐼

]
< 0,

(15)

则系统𝒟𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝛼𝑥(𝑡)渐近稳定, 其中 𝜀为逼近偏

差项上界, Δ𝑀T
𝐴Δ𝑀𝐴 ⩽ 𝜀𝐼 .

注 3 为了书写方便,令 sym(𝑀)表示矩阵𝑀的

函数, ∗表示所在矩阵为对称矩阵,即

sym(𝑀) = 𝑀 +𝑀T,

[
𝐴 𝐵

∗ 𝐶

]
=

[
𝐴 𝐵

𝐵T 𝐶

]
.

证证证明明明 系统𝒟𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝛼𝑥(𝑡)的有限维整数阶

逼近模型为

⎧⎨⎩ 𝑧̇(𝑡) = (𝑀𝐴 +Δ𝑀𝐴 +𝑀𝐵𝐴𝛼𝑀𝐶)𝑧(𝑡),

𝑥(𝑡) = 𝑀𝐶𝑧(𝑡).
(16)

其中: 𝑀𝐴, 𝑀𝐵和𝑀𝐶定义与前文一致; Δ𝑀𝐴为逼近

偏差补偿项,满足Δ𝑀T
𝐴Δ𝑀𝐴 ⩽ 𝜀𝐼 .

定义Lyapunov函数𝑉 (𝑡) = 𝑧T(𝑡)𝑃𝑧(𝑡) (𝑃 正定),

由 Schur补引理和引理 3可知, 对于任意 𝑧(𝑡) ∕= 0满

足 𝑉̇ (𝑡) < 0的充分必要条件是式 (15)成立. 而系统

(16)鲁棒稳定蕴含系统𝒟𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝛼𝑥(𝑡)渐近稳定,

从而定理得证. □

注 4 该定理为分数阶线性自治系统的稳定性

判断提供了一个充分条件, 由于判定准则为LMI形

式, 计算简便,扩展了以往有理阶次分数阶系统稳定

性判定方法,同时也为分数阶系统控制器设计提供了

一个有效的方法.

定理 2 对于给定的标量ℎ > 0和𝜇, 若存在正

定矩阵𝑃,𝑄,𝑅, 𝑆, 𝑇 ∈ 𝑹𝑛(𝑘+1)×𝑛(𝑘+1), 常数𝜆𝑖 > 0,

𝑖 = 1, 2, 3, 4,满足Σ < 0和Ξ < 0,其中

Σ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Σ11 Σ12 𝑆/ℎ Σ14 Σ15 𝑃 𝑃 Σ18 Σ19

Σ22 Σ23 Σ24 Σ25 0 0 0 0

Σ33 0 0 0 0 0 0

−𝑆/ℎ 0 𝑆 𝑆 Σ48 Σ49

−𝑇/ℎ 𝑇 𝑇 Σ58 Σ59

Σ66 0 0 0

Σ77 0 0

Σ88 0

∗ Σ99

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Ξ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ11 Ξ12 𝑆/ℎ Ξ14 Ξ15 𝑃 𝑃 Ξ18 Ξ19

Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25 0 0 0 0

Ξ33 0 0 0 0 0 0

−𝑆/ℎ 0 𝑆 𝑆 Ξ48 Ξ49

−𝑇/ℎ 𝑇 𝑇 Ξ58 Ξ59

Ξ66 0 0 0

Ξ77 0 0

Ξ88 0

∗ Ξ99

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Σ11 = sym(𝑃𝑀𝐴 + 𝑃𝑀𝐵𝐴𝛼𝑀𝐶) +𝑄+𝑅− 𝑆/ℎ−
𝑇/ℎ+ 𝜆1𝜀1𝐼 + 𝜆3𝑀

T
𝐶𝐸T

𝐴𝐸𝐴𝑀𝐶 ,

Ξ11 = sym(𝑃𝑀𝐴 + 𝑃𝑀𝐵𝐴𝛼𝑀𝐶) +𝑄+𝑅−
𝑆/ℎ− 3𝑇/ℎ+ 𝜆1𝜀1𝐼 + 𝜆3𝑀

T
𝐶𝐸T

𝐴𝐸𝐴𝑀𝐶 ,

Σ12 = 𝑃𝑀𝐵𝐵𝛼𝑀𝐶 + 𝑇/ℎ, Ξ12 = 𝑃𝑀𝐵𝐵𝛼𝑀𝐶+3𝑇/ℎ,

Σ14 = Ξ14 = 𝑀T
𝐴𝑆 +𝑀T

𝐶𝐴T
𝛼𝑀

T
𝐵𝑆,
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Σ15 = Ξ15 = 𝑀T
𝐴𝑇 +𝑀T

𝐶𝐴T
𝛼𝑀

T
𝐵𝑇,

Σ18 = Ξ18 = Σ19 = Ξ19 = 𝑃𝑀𝐵𝐻,

Σ22 = Ξ22 = −(1− 𝜇)𝑄− 4

ℎ
𝑇 + 𝜆2𝜀2𝐼+

𝜆4𝑀
T
𝐶𝐸T

𝐵𝐸𝐵𝑀𝐶 ,

Σ23 =
3

ℎ
𝑇,Ξ23 =

1

ℎ
𝑇, Σ24 = Ξ24 = 𝑀T

𝐶𝐵T
𝛼𝑀

T
𝐵𝑆,

Σ25 = Ξ25 = 𝑀T
𝐶𝐵T

𝛼𝑀
T
𝐵𝑇,

Σ33 = −𝑅− 1

ℎ
𝑆 − 3

ℎ
𝑇, Ξ33 = −𝑅− 1

ℎ
𝑆 − 1

ℎ
𝑇,

Σ48 = Ξ48 = Σ49 = Ξ49 = 𝑆𝑀𝐵𝐻,

Σ58 = Ξ58 = Σ59 = Ξ59 = 𝑇𝑀𝐵𝐻,

Σ66 = Ξ66 = −𝜆1𝐼, Σ77 = Ξ77 = −𝜆2𝐼,

Σ88 = Ξ88 = −𝜆3𝐼, Σ99 = Ξ99 = −𝜆4𝐼.

则对于所有允许的不确定性,系统 (9)鲁棒稳定.

证证证明明明 构造Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

𝑉 (𝑡) = 𝑧T(𝑡)𝑃𝑧(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑧T(𝑠)𝑄𝑧(𝑠)d𝑠+

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑧T(𝑠)𝑅𝑧(𝑠)d𝑠+

w 0

−ℎ

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑧̇T(𝑠)(𝑆 + 𝑇 )𝑧̇(𝑠)d𝑠d𝜃, (17)

其中𝑃,𝑄,𝑅, 𝑆, 𝑇 为适当维数的待定正定矩阵.

计算𝑉 (𝑡)沿着系统 (13)状态轨迹的导数,可得

𝑉̇ (𝑡) = 2𝑧T(𝑡)𝑃 𝑧̇(𝑡) + 𝑧T(𝑡)𝑄𝑧(𝑡)−
[1− 𝜏(𝑡)]𝑧T(𝑡− 𝜏(𝑡))𝑄𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝑧T(𝑡)𝑅𝑧(𝑡)− 𝑧T(𝑡− ℎ)𝑅𝑧(𝑡− ℎ)+

ℎ𝑧̇T(𝑡)(𝑆 + 𝑇 )𝑧̇(𝑡)−w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑧̇T(𝑠)(𝑆 + 𝑇 )𝑧̇(𝑠)d𝑠. (18)

为了充分利用时滞信息,降低保守性,将积分区

间 [𝑡− ℎ, 𝑡]拆分为 [𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜏(𝑡)]和 [𝑡− 𝜏(𝑡), 𝑡]两段,

定义

𝜉(𝑡)
Δ
= [𝑧T(𝑡) 𝑧T(𝑡− 𝜏(𝑡)) 𝑧T(𝑡− ℎ)]T,

并应用引理 1可得

𝑉̇ (𝑡) ⩽ 2𝑧T(𝑡)𝑃 𝑧̇(𝑡) + 𝑧T(𝑡)𝑄𝑧(𝑡)−
(1− 𝜇)𝑧T(𝑡− 𝜏(𝑡))𝑄𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝑧T(𝑡)𝑅𝑧(𝑡)− 𝑧T(𝑡− ℎ)𝑅𝑧(𝑡− ℎ)+

ℎ𝑧̇T(𝑡)(𝑆 + 𝑇 )𝑧̇(𝑡)−
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑧̇T(𝑠)𝑆𝑧̇(𝑠)d𝑠−

w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−ℎ
𝑧̇T(𝑠)𝑇 𝑧̇(𝑠)d𝑠−

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑧̇T(𝑠)𝑇 𝑧̇(𝑠)d𝑠 ⩽

2𝑧T(𝑡)𝑃 𝑧̇(𝑡) + 𝑧T(𝑡)𝑄𝑧(𝑡)−
(1− 𝜇)𝑧T(𝑡− 𝜏(𝑡))𝑄𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝑧T(𝑡)𝑅𝑧(𝑡)− 𝑧T(𝑡− ℎ)𝑅𝑧(𝑡− ℎ)+

ℎ𝑧̇T(𝑡)(𝑆 + 𝑇 )𝑧̇(𝑡)−

1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑧̇T(𝑠)d𝑠𝑆

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑧̇(𝑠)d𝑠−

1

ℎ− 𝜏(𝑡)

w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−ℎ
𝑧̇T(𝑠)d𝑠𝑇

w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−ℎ
𝑧̇(𝑠)d𝑠−

1

𝜏(𝑡)

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑧̇T(𝑠)d𝑠𝑇

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑧̇(𝑠)d𝑠 =

𝜉T(𝑡)[Φ + ℎΩT(𝑆 + 𝑇 )Ω −𝑊 ]𝜉(𝑡).

其中

Φ =

⎡⎢⎣ Φ11 𝑃 (𝐵 +Δ𝐵) 𝑆/ℎ

−(1− 𝜇)𝑄 0

∗ −𝑅− 𝑆/ℎ

⎤⎥⎦ ,

Φ11 = sym(𝑃𝐴+ 𝑃Δ𝐴) +𝑄+𝑅− 𝑆/ℎ,

Ω = [𝐴+Δ𝐴 𝐵 +Δ𝐵 0],

𝑊 =
1

ℎ− 𝜏(𝑡)
𝑊1 +

1

𝜏(𝑡)
𝑊2,

𝑊1 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

𝑇 −𝑇

∗ 𝑇

⎤⎥⎦ , 𝑊2 =

⎡⎢⎣ 𝑇 −𝑇 0

𝑇 0

∗ 0

⎤⎥⎦ .

要保证对于任意 𝜉(𝑡) ∕= 0,总有 𝑉̇ (𝑡) < 0,则需要

Φ + ℎΩT(𝑆 + 𝑇 )Ω −𝑊 < 0. (19)

由引理 2可得, 𝑊 满足

𝑊 ⩾ min(3𝑊1 +𝑊2,𝑊1 + 3𝑊 )/ℎ. (20)

从而需要以下LMI成立:⎧⎨⎩Φ + ℎΩT(𝑆 + 𝑇 )Ω − (3𝑊1 +𝑊2)/ℎ < 0,

Φ + ℎΩT(𝑆 + 𝑇 )Ω − (𝑊1 + 3𝑊2)/ℎ < 0.
(21)

根据Schur补引理和引理 3,分离不确定项,可得

到式 (21)对于所有允许的不确定均成立的充要条件

是存在常数𝜆𝑖 > 0(𝑖 = 1, 2, 3, 4),使得

Ψ1 + 𝜆−1
1 𝑎T1 𝑎1+𝜆1𝑏

T
1 𝑏1+𝜆−1

2 𝑎T1 𝑎1+𝜆2𝑏
T
2 𝑏2+

𝜆−1
3 𝑎T2 𝑎2+𝜆3𝑏

T
3 𝑏3+𝜆−1

4 𝑎T2 𝑎2+𝜆4𝑏
T
4 𝑏4 < 0,

Ψ2 + 𝜆−1
1 𝑎T1 𝑎1+𝜆1𝑏

T
1 𝑏1+𝜆−1

2 𝑎T1 𝑎1+𝜆2𝑏
T
2 𝑏2+

𝜆−1
3 𝑎T2 𝑎2+𝜆3𝑏

T
3 𝑏3+𝜆−1

4 𝑎T2 𝑎2+𝜆4𝑏
T
4 𝑏4 < 0. (22)

其中

Ψ1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ψ111 Ψ112 𝑆/ℎ 𝐴T𝑆 𝐴T𝑇

Ψ122 0 𝐵T𝑆 𝐵T𝑇

−𝑅− 1

ℎ
𝑆 − 3

ℎ
𝑇 0 0

−𝑆/ℎ 0

∗ −𝑇/ℎ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Ψ2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ψ211 Ψ212 𝑆/ℎ 𝐴T𝑆 𝐴T𝑇

Ψ222 0 𝐵T𝑆 𝐵T𝑇

−𝑅− 1

ℎ
𝑆 − 1

ℎ
𝑇 0 0

−𝑆/ℎ 0

∗ −𝑇/ℎ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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Ψ111 = sym(𝑃𝐴) +𝑄+𝑅− 𝑆/ℎ− 𝑇/ℎ,

Ψ112 = 𝑃𝐵 + 𝑇/ℎ,Ψ122 = −(1− 𝜇)𝑄− 4𝑇/ℎ,

Ψ211 = sym(𝑃𝐴) +𝑄+𝑅− 𝑆/ℎ− 3𝑇/ℎ,

Ψ212 = 𝑃𝐵 + 3𝑇/ℎ,Ψ222 = −(1− 𝜇)𝑄− 4𝑇/ℎ,

𝑎1 = [𝑃 0 0 𝑆 𝑇 ], 𝑎2 = 𝐻T𝑀T
𝐵 [𝑃 0 0 𝑆 𝑇 ],

𝑏1 = [
√
𝜀1𝐼 0 0 0 0], 𝑏2 = [0

√
𝜀2𝐼 0 0 0],

𝑏3 = [𝐸𝐴𝑀𝐶 0 0 0 0], 𝑏4 = [0 𝐸𝐵𝑀𝐶 0 0 0].

带入原分数阶系统参数,由 Schur补引理可以得

到定理 2中的条件Σ < 0和Ξ < 0,从而对于给定的

ℎ, 𝜇和所有允许的不确定,均有 𝑉̇ (𝑡) < 0 ,即系统 (14)

鲁棒稳定,从而系统 (9)鲁棒稳定. □

注 5 范数有界的不确定项的引入解决了逼近

模型与原分数阶模型有偏差的问题,使得对于逼近模

型稳定性的判断蕴含原分数阶模型的稳定性. 由于不

确定项的形式难以确定,根据算子逼近偏差给出其范

数上界, 这样处理牺牲了保守性得到了充分条件.以

往方法多为判断超越方程根的范围,本文所得判据为

LMI形式,用凸优化的方法求解,简单方便,大大提高

了实用性.

3 数数数值值值仿仿仿真真真

3.1 线线线性性性定定定常常常系系系统统统稳稳稳定定定性性性研研研究究究

例 1 考虑如下系统:⎧⎨⎩𝒟
√
0.6𝑥1(𝑡) = −𝑥2(𝑡),

𝒟
√
0.4𝑥2(𝑡) = 𝜌𝑥1(𝑡) + 2𝑥2(𝑡).

(23)

取模型变换参数 𝛾 = 10, 𝜔𝑙 = 10−3 Hz, 𝜔ℎ = 103 Hz,

𝑘=6,后文仿真也采用此参数,不再赘述. 补偿项上界

𝜀 = 9.2× 10−8,系统初值𝑥1(0) = 2, 𝑥2(0) = 1.6. 系统

的稳定性相对 𝜌是连续变化的, 随着 𝜌从 0逐渐增大

时系统由不稳定变得稳定. 根据系统特点, 𝜌的选取从

0开始每次增加 0.1,对于每个 𝜌对应的系统,用定理 1

中的条件判断其是否渐近稳定, 并求解系统的零输

入响应以验证所求结果.图 1和图 2分别为 𝜌 = 4.8和

𝜌 = 4.9时系统的响应曲线.由计算和仿真结果可知,

当 𝜌 ⩽ 4.8时, 利用定理 1得不到可行的𝑃 和𝜆, 仿真

0 100 200 300 400 500
-2

0

2

t/s

0 100 200 300 400 500
-5

0

5

t/s

x
1
/1

0
6

x
2
/1

0
6

图 1 𝜌 = 4.8时系统响应曲线

得到的系统响应曲线是发散的,且当 𝜌 = 4.8时,系统

响应初始阶段幅值很小, 350 s之后才明显看到发散;

当 𝜌 ⩾ 4.9时,可以求得满足条件的𝑃 和𝜆,系统响应

曲线收效,且当 𝜌 = 4.9时,系统响应初始阶段不断振

荡,振荡幅值慢慢减小, 400 s之后才近似收敛至 0.

0 100 200 300 400 500
-5

0

5

t/s

0 100 200 300 400 500
-20

0

20
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1
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图 2 𝜌 = 4.9时系统响应曲线

3.2 不不不确确确定定定时时时滞滞滞系系系统统统稳稳稳定定定性性性研研研究究究

例 2 考虑式 (9)所示的系统,选择系统参数为

𝐴𝛼 =

[
−0.5 −2

1 −1

]
, 𝐵𝛼 =

[
−0.5 −1

0 0.6

]
, 𝐷 = 𝐼,

𝐸𝐴 = 𝐸𝐵 = diag(0.2, 0.2), 𝜙(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [−ℎ, 0),

𝜀1 = 𝜀2 = 10−4, 𝛼 = [
√
0.6

√
0.7]T.

按照例 1中的模型变换参数,利用定理 2在给定

𝜇值时判断给定系统的稳定性,并求出能使系统稳定

的最大的ℎ,所得结果如表 1所示.

表 1 稳定的时滞上界

𝜇 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

h 0.330 0.328 0.326 0.324 0.322 0.320 0.317

例 3 同样考虑式 (9)所示的系统, 选择系统参

数如下所示:

𝐴𝛼 =

[
0 −0.12

1 −0.465

]
, 𝐵𝛼 =

[
−0.1 −0.35

0 0.3

]
,

Δ𝐴𝛼 =

[
0 12𝜌

0 −𝜌

]
, Δ𝐵𝛼 =

[
0 0

0 0

]
, ∣𝜌∣ ⩽ 0.035,

𝜀1 = 𝜀2 = 10−4, 𝛼 = [
√
0.3

√
0.5]T.

与例 2类似, 按照例 1中的模型变换参数, 在给

定𝜇值时,利用定理 2判断给定系统的稳定性,并求出

能使系统稳定的最大的ℎ,所得结果如表 2所示. 由于

具有时变时滞的不确定分数阶系统阶跃响应不具有

解析解, 本文通过Oustaloup的数值逼近方法验证判

据的有效性,两种分析结果一致.

表 2 稳定的时滞上界

𝜇 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

h 0.181 0.179 0.176 0.173 0.168 0.161 0.150
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4 结结结 论论论

本文介绍了线性不确定分数阶变时滞系统的鲁

棒稳定性问题.基于模型逼近将所求问题转为整数阶

近似模型的鲁棒稳定性分析问题,得到了LMI形式的

判定准则.所得结论能够简单有效地判断出不确定分

数阶时滞系统的稳定性,同时为分数阶系统的系统分

析和控制器设计提供了新的思路. 仿真结果表明了所

提出方法的有效性.
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