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摘 要: 针对现有的直觉模糊熵的公理化定义和构造公式未能全面体现直觉模糊集模糊性的缺陷进行分析,提出一

种改进的直觉模糊熵的公理化定义,据此构造一个新的直觉模糊熵的计算公式,并将该公式与现有直觉模糊熵公式

进行比较. 算例分析表明,所提出的熵公式能够更充分地反映直觉模糊集的不确定性和未知性程度.
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Abstract: In view of the axiomatic definitions and the structure formulas of intuitionistic fuzzy sets, the defects of current

researches which failed to fully reflect the fuzziness of intuitionistic fuzzy sets are introduced detailed respectively. An

revised axiomatic definition of intuitionistic entropy is presented and a corresponding formula is structured. Then the

intuitionistic fuzzy entropy formulas proposed by former references are discussed and compared with the proposed formula.

Example analysis indicates that the proposed entropy measure can fully demonstrate the fuzziness and intuitionism of

intuitionistic fuzzy sets.
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0 引引引 言言言

1856年, Clausius首次提出了熵的概念,并将其应

用于热力学以度量物质系统中能量衰竭的程度. 之

后, Shannon将通信过程中信息源信号的不确定性称

为信息熵,并构造了对数函数形式的信息熵公式. 在

此基础上,熵又被引入到模糊数学中. 1965年, Zadeh

首次引入了 Fuzzy集 (FS),之后, Fuzzy集的一些推广

形式相继出现, 如区间值模糊集 (IVFS)、直觉模糊集

(IFS)和Vague集, 这 3种推广形式在理论上是等价

的[1]. 为了度量 Fuzzy集偏离普通经典集的程度, 1968

年, Zadeh提出了 Fuzzy熵的概念; Luca等引入公理体

系来表述 Fuzzy集的信息熵, 给出了 Fuzzy熵的一个

构造公式. 同样, 为了度量直觉模糊集的模糊程度,

1996年, Burillo等[2]首次提出了直觉模糊熵的概念,

并给出了公理化定义 (简称B-B公理化定义),构造了

满足公理条件的直觉模糊熵的计算公式. 此后,直觉

模糊熵的公理化定义及其构造公式作为直觉模糊集

的重要理论引起了许多学者的兴趣. 2001年, Szmidt

等[3]将信息熵定义扩展到直觉模糊环境, 提出了异

于B-B公理化定义的 4条约束条件来定义直觉模糊

熵 (简称 S-K公理化定义). 2006年, Hung等[4]从概率

的角度, 依据“直觉模糊集的隶属度、非隶属度和未

知度三元素之和恒为 1”, 将 3者视为概率测度, 据

此给出了全新的公理化定义 (简称H-Y公理化定义).

2009年, Zhang等[5]基于直觉模糊集之间的距离给出
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了一种新的直觉模糊熵公理化定义 (简称Zhang公理

化定义).文献 [2-5]的直觉模糊熵的公理化定义未能

全面体现直觉模糊集的模糊性,尤其在约束直觉模糊

熵最值的充要条件上不符合实际,未能客观地刻画出

直觉模糊集最大或最小模糊程度.

本文针对直觉模糊熵公理化定义[2-5]的缺陷进行

了详细分析,提出一种改进的直觉模糊熵公理化定义,

规范了直觉模糊熵最值的充要条件,并基于改进的公

理化定义构造出一个新的直觉模糊熵的计算公式. 该

直觉模糊熵公式既能反映直觉模糊集的隶属度与非

隶属度之间的距离,又充分考虑了隶属度与非隶属度

相等时, 犹豫度对直觉模糊熵的贡献, 从不同侧面刻

画了直觉模糊集的不确定性和未知性,能够更全面地

度量直觉模糊集的模糊程度.

1 现现现有有有直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公理理理化化化定定定义义义的的的缺缺缺陷陷陷

直觉模糊集的模糊性来自于直觉模糊集本身的

不确定性和未知性两方面,直觉模糊熵是对直觉模糊

集模糊程度的度量,直觉模糊熵的构造公式需建立在

直觉模糊熵公理化定义的基础之上,因此如何合理地

定义直觉模糊熵是首要任务.

H-Y公理化定义[4]仅因为直觉模糊集的隶属度、

非隶属度、犹豫度之和恒为 1而将 3者视为概率测度,

这一出发点有些欠妥,毕竟不能简单地将隶属度、非

隶属度、未知度 3要素等同于事件发生的概率.在刻

画直觉模糊熵取得最大值的充要条件方面, Zhang公

理化定义认为“当且仅当隶属度和非隶属度均为 0.5

时, 直觉模糊熵取得最大值”, 这显然是由Zadeh的

Fuzzy熵公理化定义平行推广所得. 实际上, 不能视

直觉模糊熵为 Fuzzy熵的简单照搬, 因为 Fuzzy集是

用单值隶属度表述的,当隶属度为 0.5时,元素与集合

的关系最模糊, 其Fuzzy熵达到最大值, 符合实际情

况. 而直觉模糊集有两个参数隶属度和非隶属度,当

隶属度和非隶属度均为 0.5时, 虽然此时隶属度和非

隶属度即支持度和反对度势均力敌,令人难以作出决

策, 但隶属度、非隶属度的信息是已知的, 相对于隶

属度和非隶属度均为 0时对信息一无所知的状态下

所包含的信息量要更多,故约束“当且仅当隶属度和

非隶属度均为 0.5时, 直觉模糊熵取得最大值”是不

符合实际的. 同样, S-K公理化定义的约束 (P2)“当且

仅当隶属度和非隶属度相等时,直觉模糊熵达到最大

值”也是不合实际的,这是因为虽然当隶属度和非隶

属度相等且不等于 0时,支持度和反对度的信息是已

知的,相对于支持度和反对度均为零时人们对信息一

无所知的情况, 上述条件包含的信息量要多一些, 但

该约束忽视了未知度对直觉模糊熵的贡献,当隶属度

和非隶属度同时增大时, 未知度减小, 其熵将相应减

小, 故S-K公理化定义中的约束 (P2)与直觉相矛盾.

相对应的, B-B公理化定义的约束条件 (IP2)在刻画直

觉模糊熵取最大值的充要条件上, 认为当且仅当元

素𝑥属于𝐴的隶属度和非隶属度均为 0时,人们对于

元素𝑥与集合𝐴关系的信息一无所知,直觉模糊熵值

此时最大,这一约束条件符合实际.在刻画直觉模糊

熵取得最小值的充要条件上, S-K公理化定义的约束

(P1)“当且仅当集合𝐴是分明集时, 即元素𝑥要么完

全属于𝐴,要么完全不属于𝐴,不存在任何模糊性,直

觉模糊熵此时达到最小值”是合理的. B-B公理化定

义的约束 (IP1)“当且仅当𝐴为经典模糊集即 Fuzzy

集时, 熵达到最小值”忽视了Fuzzy集本身存在的模

糊性, 且约束 (IP1)暗含了只要集合𝐴,𝐵为Fuzzy集,

则集合𝐴,𝐵的熵值相等, 忽视了直觉模糊集支持度

和反对度之间的差异对熵的贡献. 在比较两个直觉模

糊集合熵的大小时, 公理化定义[2-5]均给出了熵𝐴不

大于熵𝐵的充分条件,但各不相同.

综观直觉模糊熵的公理化定义,各公理化定义给

出的约束条件还存有缺陷,如何规范直觉模糊熵的公

理化定义、完备约束条件以准确度量直觉模糊集的模

糊程度仍没有统一.

直觉模糊熵计算公式是在满足直觉模糊熵公理

化定义的各约束条件的基础上构造的. 基于Zhang公

理化定义, Farhadinia[6]利用区间值模糊集之间的距离

构造出区间值模糊熵新的计算公式. 基于B-B公理

化定义, Burillo等[2]将直觉模糊集转化为Fuzzy集,在

Fuzzy熵的基础上构造了 4个直觉模糊熵的计算公

式. 张英俊等[7]借助Burillo等的工作定义了区间直

觉模糊熵. 基于 S-K公理化定义, Xia等[8]和Li等[9]从

不同视角提出了形式各异的直觉模糊熵公式; Zhang

等[10-11]研究了直觉模糊集的熵和相似度之间的关系,

并提出了直觉模糊熵新的计算公式; 魏翠萍等[1]、

Ye[12]、王坚强等[13]构造了三角函数形式的直觉模糊

熵不同的计算公式; Sun等[14]将Ye[12]的直觉模糊熵

公式进行了精简; Khaleie等[15]将Ye[12]的直觉模糊熵

作为熵权应用到群决策模型中; 彭祖明[16]虽在S-K

公理化定义的基础上增加了约束条件, 提出新的

,Vague熵构造公式, 但因保留其约束条件 (P2), 故当

隶属度和非隶属度相等时, 忽视了未知度对熵的贡

献.综上,文献 [1-3, 5-6, 8-13]提出的直觉模糊熵的计

算公式, 因其建立在公理化定义[2-5]的基础上, 不可

避免地存在直觉模糊熵公理化定义的缺陷.因此, 有

必要对直觉模糊熵的公理化定义 (直观约束条件)重

新定义.鉴于此,本文考虑到隶属度、非隶属度、未知

度 3个相互作用因素的内部关系,完善直觉约束条件,

改进了直觉模糊熵的公理化定义,并据此提出一个新
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的直觉模糊熵的构造公式,给出直觉模糊熵的最小下

界,并通过算例验证了新的构造公式的有效性和合理

性.

2 改改改进进进的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公理理理化化化定定定义义义

Atanassov于 1986年将Fuzzy集推广为直觉模糊

集 (IFS),定义如下.

定义 1 (直觉模糊集)[1-4] 设𝑋为给定的论域, 𝐴

= {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}称为𝑋上的直觉模糊集

(IFS 𝑠(𝑋)), 其中𝜇𝐴 : 𝑋 → [0, 1], 𝜈𝐴 : 𝑋 → [0, 1], 且

满足 0 ⩽ 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜈𝐴(𝑥) ⩽ 1, ∀𝑥 ∈ 𝑋 , 𝜇𝐴和 𝜈𝐴分别

为𝑋中元素𝑥属于𝐴的隶属度和非隶属度.

称𝜋𝐴(𝑥) = 1−𝜇𝐴(𝑥)−𝜈𝐴(𝑥)为𝑥属于𝐴的犹豫

度 (未知度).对于任意𝐴,𝐵 ∈ IFS 𝑠(𝑋), ∀𝑥 ∈ 𝑋 ,有:

1)𝐴 ⩽ 𝐵 ⇔ 𝜇𝐴(𝑥) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ⩾ 𝜈𝐵(𝑥);

2)𝐴⪯𝐵 ⇔ 𝜇𝐴(𝑥) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ⩽ 𝜈𝐵(𝑥);

3)𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝐴 ⩽ 𝐵, 𝐵 ⩽ 𝐴;

4)𝐴𝐶 = {⟨𝑥, 𝜈𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}.

2.1 改改改进进进的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵的的的公公公理理理化化化定定定义义义

为了完善直觉模糊熵公理化定义的约束条件,提

出如下改进的直觉模糊熵公理化定义.

定义 2 实值函数𝐸 : IFSs(𝑋) → [0, 1]称为直

觉模糊熵,若满足如下公理化要求:

IFS 1)𝐸(𝐴) = 0 ⇔ 𝐴是分明集;

IFS 2)𝐸(𝐴) = 1 ⇔ 𝜇𝐴(𝑥) = 𝜈𝐴(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋;

IFS 3𝐸(𝐴) = 𝐸(𝐴𝑐);

IFS 4)如果集合𝐴是𝐵的锐化集合, 则𝐸(𝐴) ⩽
𝐸(𝐵);

IFS 5)当𝜋𝐴(𝑥) = 𝜋𝐵(𝑥)时, ∣𝜇𝐴(𝑥) − 𝜈𝐴(𝑥)∣ ⩽
∣𝜇𝐵(𝑥) − 𝜈𝐵(𝑥)∣, ∀𝑥 ∈ 𝑋 , 或者当 ∣𝜇𝐴(𝑥)− 𝜈𝐴(𝑥)∣ =
∣𝜇𝐵(𝑥)− 𝜈𝐵(𝑥)∣时, 𝜋𝐴(𝑥) ⩾ 𝜋𝐵(𝑥),则𝐸(𝐴) ⩾ 𝐸(𝐵).

改进的直觉模糊熵公理化定义的优势分析:

IFS 1)和 IFS 2)统一了直觉模糊熵取得最值的充要条

件; IFS 4)表明若集合𝐴是𝐵的锐化集合, 则𝐴的模

糊性相对𝐵要小, 故熵𝐴不大于熵𝐵是符合实际的;

IFS 5)表明当犹豫度相等时, ∣𝜇𝐴(𝑥)− 𝜈𝐴(𝑥)∣越小,元

素𝑥与集合𝐴之间关系的不确定性越大,此时直觉模

糊熵越大, 或者当 ∣𝜇𝐴(𝑥)− 𝜈𝐴(𝑥)∣相等时, 犹豫度越

大,表明人们对元素𝑥与集合𝐴之间关系的认识越模

糊,此时直觉模糊熵越大.同时,此约束反映了影响直

觉模糊熵大小的隶属度、非隶属度、犹豫度之间的关

系,体现了当隶属度与非隶属度相等时犹豫度对直觉

模糊熵的贡献.

2.2 一一一个个个新新新的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公式式式

如前文所述, 直觉模糊集的模糊性来自于两方

面, 一方面是直觉模糊集本身的不确定性, 另一方面

是未知性,故直觉模糊熵的构造公式既要体现模糊集

的不确定性,又要体现直觉模糊集的未知性. 基于改

进的直觉模糊熵的公理化定义 2,给出新的直觉模糊

熵计算公式. 对于任意直觉模糊集𝐴 ∈ IFS 𝑠(𝑋), 定

义

𝐸(𝐴) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

2
. (1)

其中: ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2刻画了隶属度与非隶属度之
间的绝对差距导致的直觉模糊集不确定性的程度差

异,犹豫度平方项𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)突出了隶属度和非隶属相等

时未知度对直觉模糊熵的贡献. 以上两项从不同侧面

刻画了直觉模糊集模糊性的两方面,即不确定性和未

知性,更全面地度量了直觉模糊集的模糊程度.

定理 1 式 (1)定义的𝐸(𝐴)是一个直觉模糊熵.

证证证明明明 只要证明式 (1)满足定义 2的 IFS 1)∼
IFS 5)即可.

1)要求 IFS 1). 若𝐴是分明集,即𝐴 = {⟨𝑥, 1, 0⟩∣𝑥
∈ 𝑋}或𝐴 = {⟨𝑥, 0, 1⟩∣𝑥 ∈ 𝑋},则

𝐸(𝐴) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

1− ∣1− 0∣2 + (1− 1− 0)2

2
= 0.

反之,若𝐸(𝐴) = 0,则 1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 +𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

= 0,由此得到

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 = 0, 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖) = 0,

从而有

𝐴 = {⟨𝑥, 1, 0⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}或𝐴 = {⟨𝑥, 0, 1⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}.
2)要求 IFS 2). 存在

𝐸(𝐴) = 1 ⇔
1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2

𝐴(𝑥𝑖)

2
= 1 ⇔

1 + ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 = 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖) ⇔

1 + ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 = 1且𝜋2
𝐴(𝑥𝑖) = 1 ⇔

𝜇𝐴(𝑥) = 𝜈𝐴(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋.

3)要求 IFS 3). 证明过程略.

4)要求 IFS 4). 考虑函数

𝑔(𝑥, 𝑦) =
1− (𝑥− 𝑦)2 + (1− 𝑥− 𝑦)2

2
,

其中𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1], 0 ⩽ 𝑥 + 𝑦 ⩽ 1, 则有 ∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 =

2𝑦−1,令 ∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 = 0,得到 𝑦 = 0.5.当 𝑦 ⩾ 0.5时,

∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 ⩾ 0, 𝑔(𝑥, 𝑦)关于𝑥递增; 当 𝑦 ⩽ 0.5时,

∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 ⩽ 0, 𝑔(𝑥, 𝑦)关于𝑥递减. 因为 0 ⩽ 𝑥+𝑦 ⩽
1,所以当𝑥 ⩽ 𝑦时, ∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 ⩾ 0, 𝑔(𝑥, 𝑦)关于𝑥递

增;当𝑥 ⩾ 𝑦时, ∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑥 ⩽ 0, 𝑔(𝑥, 𝑦)关于𝑥递减.

类似地, 当𝑥 ⩽ 𝑦时, ∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑦 ⩽ 0; 当𝑥 ⩾ 𝑦时,

∂𝑔(𝑥, 𝑦)/∂𝑦 ⩾ 0.
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考虑直觉模糊集𝐴,𝐵(𝐴 ⩽ 𝐵),假设将有限论域

𝑋分成互不相交的两部分𝑋1和𝑋2, 𝑋1

∪
𝑋2 = 𝑋 .

进一步假设对于所有的元素𝑥𝑖 ∈ 𝑋 ,或者

𝑥𝑖 ∈ 𝑋1,

𝑋1 = {𝑥𝑖∣𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥𝑖) ⩽ 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩽ 𝜈𝐴(𝑥𝑖)},
或者

𝑥𝑖 ∈ 𝑋2,

𝑋2 = {𝑥𝑖∣𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩾ 𝜇𝐵(𝑥𝑖) ⩾ 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩾ 𝜈𝐴(𝑥𝑖)}.
由 𝑔(𝑥, 𝑦)的单调性和式 (1),可得到当𝐴⩽𝐵时, 𝐸(𝐴)

⩽ 𝐸(𝐵).

5)要求 IFS 5). 当𝜋𝐴(𝑥) = 𝜋𝐵(𝑥)时,因为

∣𝜇𝐴(𝑥)− 𝜈𝐴(𝑥)∣ ⩽ ∣𝜇𝐵(𝑥)− 𝜈𝐵(𝑥)∣, ∀𝑥 ∈ 𝑋,

所以有

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

2
⩾

1− ∣𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐵(𝑥𝑖)

2
.

从而𝐸(𝐴) ⩾ 𝐸(𝐵). 当

∣𝜇𝐴(𝑥)− 𝜈𝐴(𝑥)∣ = ∣𝜇𝐵(𝑥)− 𝜈𝐵(𝑥)∣
且𝜋𝐴(𝑥) ⩾ 𝜋𝐵(𝑥)时,有

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

2
⩾

1− ∣𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐵(𝑥𝑖)

2
,

从而有𝐸(𝐴) ⩾ 𝐸(𝐵). □

性质 1 (最小下界公式) 存在

𝐸(𝐴) ⩾ 1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝜋𝐴(𝑥𝑖). (2)

证证证明明明 因为 0 ⩽ 𝜇𝐴(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ⩽ 1,所以有

(𝜇𝐴(𝑥𝑖) + 𝜈𝐴(𝑥𝑖))
2 ⩾ ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2,

(1− 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
2 − ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 ⩾ 0.

从而有

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣2 + 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖) ⩾ 2𝜋𝐴(𝑥𝑖),

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣+ 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

2
⩾ 𝜋𝐴(𝑥𝑖),

故

𝐸(𝐴) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

1− ∣𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)∣+ 𝜋2
𝐴(𝑥𝑖)

2
⩾

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝜋𝐴(𝑥𝑖). □

2.3 与与与现现现有有有直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公式式式的的的比比比较较较

下面将直觉模糊熵的计算公式 (1)与现有直觉模

糊熵的计算公式进行比较.

例 1 设直觉模糊集

𝐴1 = {⟨𝑥𝑖, 0.4, 0.1⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},

𝐴2 = {⟨𝑥𝑖, 0.3, 0.6⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴3 = {⟨𝑥𝑖, 0.1, 0.6⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴4 = {⟨𝑥𝑖, 0.2, 0.7⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋}.

利用式 (1)可得𝐸(𝐴1) = 0.58, 𝐸(𝐴2) = 0.46,

𝐸(𝐴3) = 0.42, 𝐸(𝐴4) = 0.38, 故𝐸(𝐴1) > 𝐸(𝐴2) >

𝐸(𝐴3) > 𝐸(𝐴4). 结果表明, 未知度相同时, 隶属度

和非隶属度的距离越接近, 直觉模糊熵就越大, 如

𝐸(𝐴2) > 𝐸(𝐴4); 或者在隶属度与非隶属度的距离

相同时, 未知度越大, 直觉模糊熵越大, 如𝐸(𝐴1) >

𝐸(𝐴2), 𝐸(𝐴3) > 𝐸(𝐴4),这符合实际.利用文献 [8,12,

14-15]中的直觉模糊熵公式,得到𝐸(𝐴1) = 𝐸(𝐴2) >

𝐸(𝐴3) = 𝐸(𝐴4), 不符合实际; 利用文献 [16]的直觉

模糊熵公式,得到𝐸(𝐴1) > 𝐸(𝐴4) > 𝐸(𝐴3) > 𝐸(𝐴2),

也不符合实际. 因此, 式 (1)相对更充分地反映了直

觉模糊集的不确定性和未知性. 虽然利用文献 [1, 3,

13]提出的直觉模糊熵公式也能得到与式 (1)相同的

排序结果,但是当隶属度与非隶属度相等时没有考虑

未知度的影响,如下例所示.

例 2 设直觉模糊集

𝐴1 = {⟨𝑥𝑖, 0.5, 0.5⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴2 = {⟨𝑥𝑖, 0.4, 0.4⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴3 = {⟨𝑥𝑖, 0.1, 0.1⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴4 = {⟨𝑥𝑖, 0, 0⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋}.

若利用文献 [1, 3, 8-15]的直觉模糊熵公式计算,

可得𝐸(𝐴𝑖) = 1, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. 可以看出, 在隶属度

和非隶属度相等的情况下, 文献 [1, 3, 8-15]中的直

觉模糊熵值均为最大值 1,忽视了未知度对直觉模糊

熵的贡献,与直觉不符.利用式 (1)可得𝐸(𝐴1) = 0.5,

𝐸(𝐴2) = 0.52, 𝐸(𝐴3) = 0.82, 𝐸(𝐴4) = 1, 从而得到

𝐸(𝐴1) < 𝐸(𝐴2) < 𝐸(𝐴3) < 𝐸(𝐴4),符合实际.

通过例 1和例 2可以看出, 式 (1)在构造模糊熵

时全面考虑了直觉模糊集的不确定性和未知性,既刻

画了隶属度与非隶属度相等时未知度 (犹豫度)对模

糊熵的贡献问题,又反映了未知度相等时隶属度与非

隶属度 (支持与反对)的力量对比, 从而表明了式 (1)

的全面性和合理性.

直觉模糊熵在模糊模式识别、医疗诊断、不确定

性决策问题有广泛的应用. 如在直觉模糊多属性 (目

标、准则、指标)决策中,要考虑每个属性的相对重要

程度,最直接和简便的方法是给各属性赋予权重. 当

属性值用直觉模糊数表示时, 利用直觉模糊熵公式

(1)计算权重能够更准确更客观地反映属性的重要程

度.在直觉模糊决策中,将直觉模糊熵公式 (1)应用到

记分函数中, 可以进一步提高支持程度的分辨能力.
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科学技术的发展、知识经济和信息网络时代的到来,

对于不确定性问题的研究提出了越来越高的要求[17],

直觉模糊熵是直觉模糊集 (数)不确定性的理想度量,

从这个角度看,直觉模糊熵在直觉模糊理论界必然具

有广阔的应用前景.

3 结结结 论论论

本文针对现有文献的直觉模糊熵公理化定义和

在此基础上构造的计算公式未能全面刻画直觉模糊

集模糊程度的缺陷进行了详细的分析,提出一种改进

的直觉模糊熵的公理化定义;并基于此构造了直觉模

糊熵的一种新的计算公式. 算例分析表明,新构造的

计算公式有效且可行. 直觉模糊熵是一个既简单又复

杂的工具,对于其公理化定义的界定、计算公式的构

造仍有许多具有挑战性的问题,如何合理地规范直觉

模糊熵的公理化定义使之更符合实际直觉以及建立

标准统一的直觉模糊熵公理体系是下一步的研究方

向.在规范的直觉模糊熵公理化定义下, 如何构造合

理有效的直觉模糊熵计算公式,或各种形式的熵的计

算公式能否化为统一的表达式也是今后的研究难点.
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