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摘 要: 针对连续Markov跳变系统,对其最优控制问题进行研究.首先,基于随机最大值原理,设计完全状态信息情

形下Markov跳变系统的最优控制器;然后,采用导数原始定义结合Markov跳变系统特性的方法,得到了最优控制器

系数矩阵的黎卡提微分方程,进而将其推广到不完全状态信息情形;最后,通过数值仿真验证了所得控制器的正确

性.
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Abstract: Optimal control problem for continuous-time Markov jump systems is studied. Firstly, an optimal controller

is designed based on the stochastic maximum principle under complete states information and unconstrained control inputs

conditions, which is extended to incomplete states information situation further more. The Riccati differential equation of the

optimal control coefficients is deduced through a way of integrating the characters of Markov jump systems and the primal

definition of differential coefficient. Finally, an example with incomplete states information is given to exam the presented

optimal controller.
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0 引引引 言言言

在工程实际问题中, 许多系统都会因为内部子

系统的故障、维修、受到环境突发扰动、子系统之间

关联情况发生改变等原因造成系统在结构和参数

上的突变. 具有上述特征的系统称为随机跳变系统,

该系统既包含了连续状态, 又包含了离散状态, 是

同时包含时间演化和事件驱动两种动态机制的一

类特殊的混杂系统. 时间演化动态通常由常规的随

机微分方程表示, 事件驱动机制一般由连续时间离

散状态的Markov过程描述[1], 故此类系统又称为随

机Markov跳变系统. 根据结构状态和系统状态的关

系可将结构随机跳变系统分为两类[2], 一类为具有

Markov结构随机跳变系统, 即系统结构跳变与状态

无关;另一类为具有条件Markov结构随机跳变系统,

即系统结构跳变与状态相关.目前, 结构随机跳变系

统在飞行器控制、通信技术、机器人技术、金融工程

以及其他领域都具有广泛的应用[3-4], 深入研究此类

系统的有效辨识、状态估计与控制方法,对解决此类

复杂系统问题具有重要的学术意义及应用价值.

文献 [5]总结了自随机跳变系统模型提出以来,

特别是近 20年, 关于随机跳变系统状态估计和控制

的主要理论和应用研究成果.对于最优控制方面而言,

文献 [6]给出了在一定的可控性条件下, 当𝑇 < +∞
时最优状态反馈控制器存在的条件; [7]将具有时间

加权的性能指标引入Markov跳变系统的优化控制,

并给出了次优控制器存在的必要条件和设计方法;

[8]针对一类具有乘性噪声的离散Markov跳变系统,

研究了其最优控制问题.目前, 针对结构随机跳变系

统的研究主要集中在系统结构跳变与状态无关的情

形[9], 且大多假定系统的结构跳变模式已知, 不考虑

系统模态的辨识, 且当模态固定时, 系统为确定性系

收稿日期: 2011-11-04；修回日期: 2011-12-28.

基金项目: 国家自然科学基金项目 (60874040)；国家 863计划项目 (2007AA701405).

作者简介: 胡诗国 (1981−),男,博士生,从事导弹制导与控制、武器系统作战效能的研究；方洋旺 (1966−),男,教授,博

士生导师,从事导弹制导与控制、导弹作战使用等研究.



第 3期 胡诗国等 : 连续Markov跳变系统最优控制 397

统.

本文对具有Markov结构的连续随机跳变线性系

统最优控制问题进行研究,将系统的结构参数视为未

知; 利用观测器测量, 对系统状态和系统结构参数同

时进行估计;采用随机最大值原理[10],推导了控制不

受约束条件下,完全信息和不完全信息情形的相应最

优控制算法.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下结构Markov跳变线性系统:

𝑋̇ = 𝐴(𝑙)(𝑡)𝑋 +𝐵(𝑙)(𝑡)𝑢+𝐻(𝑙)𝑉 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0.

(1)

其中: 𝑋为𝑛维状态向量; 𝑉 (𝑡)是均值为 0, 强度为

𝐺(𝑙)(𝑡)的高斯白噪声信号; 初始状态𝑋0服从正态分

布,其数学期望为𝑚0, 方差为𝑄0; 𝑢为 𝑟(𝑟 ⩽ 𝑛)维控

制向量; 𝐴(𝑙)(𝑡), 𝐵(𝑙)(𝑡), 𝐻(𝑙)(𝑡)为指定矩阵, 𝑙 ∈ {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}为系统结构参数,是取有限值的Markov链,结

构参数转移概率满足{
𝑝(𝑙, 𝑡+Δ𝑡∣𝑟, 𝑡) = 𝜈(𝑙𝑟)(𝑡)Δ𝑡+𝑂(Δ𝑡), 𝑟 ∕= 𝑙;

𝑝(𝑙, 𝑡+Δ𝑡∣𝑟, 𝑡) = 1− 𝜈(𝑟𝑟)(𝑡)Δ𝑡+𝑂(Δ𝑡), 𝑟 = 𝑙.

𝜈(𝑟𝑟)(𝑡) =

𝑠∑
𝑙=1∕=𝑟

𝜈(𝑙𝑟)(𝑡). (2)

记𝑚(𝑚 ⩽ 𝑛)维观测向量为

𝑌 (𝑡) = 𝐶(𝑙)(𝑡)𝑋(𝑡) +𝑁(𝑡). (3)

其中: 𝐶(𝑙)(𝑡)为𝑚 × 𝑛矩阵; 𝑁(𝑡)是均值为 0, 强度

为𝑄(𝑙)(𝑡)的高斯白噪声信号,且与𝑉 (𝑡)和𝑋0独立.

求解最优控制向量𝑢, 通过观测方程 (3)的描述,

使系统从初始状态𝑋(𝑡0)转移到终止状态𝑋(𝑡𝑘), 并

使以下泛函的条件数学期望达到最小:

𝐼(𝑋,𝑢, 𝑡𝑘, 𝑡0) =

𝑋T(𝑡𝑘)Γ𝑋(𝑡𝑘) +
w 𝑡

𝑡0
[𝑋T(𝜏)𝐿(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑢T𝐾−1𝑢]d𝜏 .

(4)

2 完完完全全全状状状态态态信信信息息息情情情形形形

完全信息情形即不需要观测方程,系统状态既是

状态量,又是测量量. 按照最大值原理求解最优问题

的一般方法是,定义如下随机哈密尔顿函数:

𝐻(𝑙)(𝑋,𝑢,Ψ , 𝑉, 𝑡) = ΨT𝑋̇ + 𝜓𝑛+1𝑋̇𝑛+1. (5)

其中: ΨT, 𝜓𝑛+1分别为伴随函数向量和伴随函数;标

量𝑋𝑛+1由下式确定:

𝑋̇𝑛+1 =2(𝑋T𝐴(𝑙)T + 𝑢T𝐵(𝑙)T + 𝑉 T)Γ𝑋+

𝑋T𝐿𝑋 + 𝑢T𝐾−1𝑢, 𝑋𝑛+1(𝑡0) = 0. (6)

将式 (1), (6)代入 (5)的右边可得

𝐻(𝑙) =ΨT(𝐴(𝑙)𝑋 +𝐵(𝑙)𝑢+ 𝑉 ) + 𝜓𝑛+1[𝑢
T𝐾−1𝑢+

𝑋T𝐿𝑋 + 2(𝑋T𝐴(𝑙)T + 𝑢T𝐵(𝑙)T + 𝑉 T)Γ𝑋]. (7)

伴随方程为

Ψ̇ = −∂𝐻(𝑙)/∂𝑋 =

−𝐴(𝑙)TΨ − 𝜓𝑛+1[2𝐴
(𝑙)TΓ𝑋 + 2Γ 𝑋̇ + 2𝐿𝑋], (8)

𝜓̇𝑛+1 = −∂𝐻(𝑙)/∂𝑋𝑛+1 = 0. (9)

终值条件为

Ψ(𝑡𝑘) = 0, 𝜓𝑛+1(𝑡𝑘) = −1. (10)

由式 (9)和 (10)可知𝜓𝑛+1 = −1. 将其代入式 (7)

和 (8)可得

𝐻(𝑙) = ΨT(𝐴(𝑙)𝑋 +𝐵(𝑙)𝑢+𝐻(𝑙)𝑉 )−
[𝑢T𝐾−1𝑢+𝑋T𝐿𝑋 + 2(𝑋T𝐴(𝑙)T+

𝑢T𝐵(𝑙)T + 𝑉 T𝐻(𝑙)T)Γ𝑋], (11)

Ψ̇ = −𝐴(𝑙)TΨ + 2[𝐴(𝑙)TΓ𝑋 + Γ 𝑋̇ + 𝐿𝑋]. (12)

根据最大值原理,最优控制由下式确定:

max
𝑢

{E[𝐻(𝑙)∣𝑥, 𝑙]} =

max
𝑢

{E{[ΨT(𝐴(𝑙)𝑋 +𝐵(𝑙)𝑢+𝐻(𝑙)𝑉 )−

𝑢T𝐾−1𝑢−𝑋T𝐿1𝑋 − 2(𝑋T𝐴(𝑙)T + 𝑢T𝐵(𝑙)T+

𝐻(𝑙)𝑉 )Γ𝑋]∣𝑥, 𝑙}}. (13)

记

∙̃(𝑙) = E[∙(𝑙)∣𝑥, 𝑙]. (14)

由于𝑢不受约束,有

∂𝐻̃(𝑙)/∂𝑢 =

E[−2𝐵(𝑙)TΓ𝑋 − 2𝐾−1𝑢+𝐵(𝑙)TΨ ∣𝑥, 𝑙] = 0. (15)

计算上述条件数学期望可得

−2𝐵(𝑙)TΓ 𝑋̃(𝑙) − 2𝐾−1𝑢+𝐵(𝑙)TΨ̃ (𝑙) = 0. (16)

由式 (16)可得

𝑢(𝑙) =− 1

2
𝐾𝐵(𝑙)T[2Γ 𝑋̃(𝑙) − Ψ̃ (𝑙)] =

−𝐾𝐵(𝑙)T𝑍(𝑙), (17)

其中新函数

𝑍 = −1

2
Ψ + Γ𝑋. (18)

为了求出𝑍,利用式 (18)和 (12)可得

𝑍̇ = −𝐴(𝑙)𝑇𝑍 − 𝐿1𝑋, 𝑍(𝑡𝑘) = Γ𝑋(𝑡𝑘). (19)

对式 (19)的两边求在结构参数 𝑙和系统状态𝑋

已知时的条件数学期望,则有
˙̃𝑍
(𝑙)

= −𝐴(𝑙)T𝑍(𝑙) − 𝐿1𝑋̃
(𝑙),

𝑍(𝑙)(𝑡𝑘) = Γ 𝑋̃(𝑙)(𝑡𝑘), (20)

该式需要与关于 𝑋̃(𝑙)的方程联立求解. 对式 (1)的两

边求在结构参数 𝑙和系统状态𝑋已知时的条件数学
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期望可得

˙̃𝑋
(𝑙)

= 𝐴(𝑙)𝑋̃(𝑙) +𝐵(𝑙)𝑢+𝐻(𝑙)𝑉 , 𝑋̃(𝑙)(𝑡0) = 𝑚0.

(21)

将式 (17)代入 (21)可得
˙̃𝑋
(𝑙)

= 𝐴(𝑙)𝑋̃(𝑙) −𝐵(𝑙)𝐾𝐵(𝑙)T𝑍(𝑙) +𝐻(𝑙)𝑉 ,

𝑋̃(𝑙)(𝑡0) = 𝑚0. (22)

求解方程 (20)和 (22)可得 𝑋̃(𝑙),由于这些方程式是线

性的,可以假设

𝑍(𝑙) = 𝑃 (𝑙)𝑋̃(𝑙), (23)

其中𝑃 (𝑙) = E[𝑃 (𝑙, 𝑡)∣𝑙]为待定矩阵.

对式 (23)两边求导可得
˙̃𝑍
(𝑙)

= ˙̃𝑃
(𝑙)

𝑋̃(𝑙) + P̃(𝑙) ˙̃𝑋
(𝑙)

. (24)

将式 (22), (23)代入式 (24),合并同类项可得

( ˙̃𝑃
(𝑙)

+ 𝑃 (𝑙)𝐴(𝑙) +𝐴(𝑙)T𝑃 (𝑙)−
𝑃 (𝑙)𝑝−1

𝑙 𝐵(𝑙)𝐾𝐵(𝑙)T𝑃 (𝑙) + 𝐿)𝑋̃(𝑙) + 𝑃 (𝑙)𝐻(𝑙)𝑉 = 0.

(25)

注意到E[𝑉 ] = 0,于是对式 (25)两边求无条件数学期

望可得

( ˙̃𝑃
(𝑙)

+ 𝑃 (𝑙)𝐴(𝑙) +𝐴(𝑙)T𝑃 (𝑙)−
𝑃 (𝑙)𝐵(𝑙)𝐾𝐵(𝑙)T𝑃 (𝑙) + 𝐿)𝑚(𝑙) = 0. (26)

由于对于任意的𝑚(𝑙)式 (26)都成立,则有
˙̃𝑃
(𝑙)

=− 𝑃 (𝑙)𝐴(𝑙) −𝐴(𝑙)T𝑃 (𝑙)+

𝑃 (𝑙)𝐵(𝑙)𝐾𝐵(𝑙)T𝑃 (𝑙) − 𝐿,

𝑙 = 1, 𝑠, (27)

边界条件为

𝑃 (𝑙)(𝑡𝑘) = Γ . (28)

在时刻 𝑡,当 𝑙 = 𝑖, 𝑋 = 𝑥时,有

𝑃 (𝑙)∣𝑙=𝑖 = E[𝑃 (𝑙, 𝑡)∣𝑙 = 𝑖]. (29)

而其导数可根据导数的定义进行如下计算:
˙̃𝑃
(𝑙)

∣𝑙=𝑖 =
d

d𝑡
E[𝑃 (𝑙, 𝑡)∣𝑙 = 𝑖] :=

d

d𝑡
E[𝑃 (𝑙𝑡, 𝑡)∣𝑙𝑡 = 𝑖] =

lim
Δ𝑡→0

E[𝑃 (𝑙𝑡+Δ𝑡, 𝑡+Δ𝑡)∣𝑙𝑡 = 𝑖, 𝑡]− [𝑃 (𝑙𝑡, 𝑡)∣𝑙𝑡 = 𝑖]

Δ𝑡
.

(30)

结构参数 𝑙 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}为关于时间的非连续
函数,且 𝑙为具有指定转移概率的Markov链,因此有

E[𝑃 (𝑙𝑡+Δ𝑡, 𝑡+Δ𝑡)∣𝑙𝑡 = 𝑖, 𝑡] =

𝑠∑
𝑗=1

𝑃 (𝑙𝑡+Δ𝑡 = 𝑗, 𝑡+Δ𝑡)×

𝑝(𝑙𝑡+Δ𝑡 = 𝑗, 𝑡+Δ𝑡∣𝑙𝑡 = 𝑖, 𝑡) =

𝑠∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

[𝑃 (𝑗, 𝑡+Δ𝑡)𝜈(𝑗𝑖)(Δ𝑡)]−

𝑃 (𝑖, 𝑡+Δ𝑡)𝜈(𝑖𝑖)(Δ𝑡) + 𝑃 (𝑖, 𝑡+Δ𝑡). (31)

定义𝑃 (𝑖, 𝑡)表示矩阵𝑃 (𝑙, 𝑡)在系统模块为 𝑙 ≡
𝑖时所对应的矩阵,从而

𝑃 (𝑙)∣𝑙=𝑖 = E[𝑃 (𝑙, 𝑡)∣𝑙 = 𝑖] = 𝑃 (𝑖, 𝑡). (32)

将式 (31)代入 (30),通过化简可得

˙̃𝑃
(𝑙)

∣𝑙=𝑖 =

𝑠∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑃𝑗𝜈
(𝑗𝑖) − 𝑃𝑖𝜈

(𝑖𝑖) + 𝑃̇𝑖. (33)

将式 (32), (33)代入 (27)可得

𝑃̇𝑖 =− 𝑃𝑖𝐴
(𝑖) −𝐴(𝑖)T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐵

(𝑖)𝐾𝐵(𝑖)T𝑃𝑖−
𝑠∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑃𝑗𝜈
(𝑗𝑖) + 𝑃𝑖𝜈

(𝑖𝑖) − 𝐿, 𝑖 = 1, 𝑠, (34)

边界条件为

𝑃𝑖(𝑡𝑘) = Γ , 𝑖 = 1, 𝑠. (35)

这样, 将式 (23), (32)代入 (17), 可求出最优控制

向量

𝑢(𝑖) = −𝐾𝐵(𝑖)T𝑃𝑖𝑋̃
(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑠. (36)

因为

𝑋̃(𝑖) = E[𝑋∣𝑥, 𝑖] = 𝑋(𝑖), (37)

其中𝑋(𝑖)为系统在第 𝑖结构下满足状态方程 (1)的系

统状态向量,所以有

𝑢(𝑖) = −𝐾𝐵(𝑖)T𝑃𝑖𝑋
(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑠. (38)

3 不不不完完完全全全状状状态态态信信信息息息情情情形形形

不完全状态信息情形即状态值不能直接用于

控制, 需要观测的情况, 如式 (3)定义的观测向量

𝑌 (𝑡) ⩽ 𝑛. 此时, 利用最大值原理求解最优控制问

题就是寻求𝑢使E[𝐻(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘]达到最大,

即max
𝑢

{E[𝐻(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘]}.

记

∙̂(𝑙) := E[∙(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘], (39)

则有

𝐻̂(𝑙) = E[𝐻(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘] =

E[E[𝐻(𝑙)∣𝑥, 𝑙]∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘] =

E[𝐻̃(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘]. (40)

假设通过观测数据𝑌 (𝜏)(𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘)可获得

系统关于结构参数和状态向量的概率密度函数

𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡),则定义

𝐻̂(𝑙) =
w ∞
−∞

𝐻̃(𝑙)(𝑥, 𝑙, 𝑢, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡)d𝑥 := ⟨𝐻̃(𝑙)⟩∗(𝑙).
(41)

利用最大值原理,当控制向量𝑢(𝑡)无约束时,有
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∂𝐻̂(𝑙)

∂𝑢
=
∂
〈
𝐻̃(𝑙)

〉∗(𝑙)
∂𝑢

= 0, (42)

即

⟨E[−2𝐵(𝑙)TΓ𝑋 − 2𝐾−1𝑢+𝐵(𝑙)TΨ ∣𝑥, 𝑙]⟩∗(𝑙) = 0.

(43)

通过计算上述条件数学期望可得

⟨𝐵(𝑙)TΓE[𝑋∣𝑥, 𝑙]⟩∗(𝑙) =w ∞
−∞

𝐵(𝑙)TΓE[𝑋∣𝑥, 𝑙]𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡)d𝑥 = 𝐵(𝑙)TΓ 𝑋̂(𝑙), (44)

⟨𝐾−1𝑢⟩∗(𝑙) =w ∞
−∞

𝐾−1𝑢(𝑡)𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡)d𝑥 = 𝐾−1𝑢(𝑙)(𝑡)𝑝𝑙, (45)

⟨𝐵(𝑙)TE[𝜓∣𝑥, 𝑙]⟩∗(𝑙) =w ∞
−∞

𝐵(𝑙)TE[𝜓∣𝑥, 𝑙]𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡)d𝑥 = 𝐵(𝑙)T𝜓(𝑙), (46)

其中 𝑝𝑙 =
w ∞
−∞

𝑓(𝑥, 𝑙, 𝑡)d𝑥, 为系统处于状态 𝑙的后验

概率.将式 (44), (46)代入 (43),通过化简可得

𝑢(𝑙) =− 𝑝−1
𝑙 𝐾𝐵(𝑙)T

[
Γ 𝑋̂(𝑙) − 1

2
Ψ̂ (𝑙)

]
=

− 𝑝−1
𝑙 𝐾𝐵(𝑙)T𝑍(𝑙), (47)

其中𝑍与式 (18)所定义的相同.则有

𝑍(𝑙) =E
[
− 1

2
Ψ + Γ𝑋∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘

]
=

E[𝑍(𝑙)∣𝑌 (𝜏), 𝑡0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡𝑘]. (48)

通过对式 (23)两边求关于观测向量𝑌 的条件期望可

得

𝑍(𝑙) = 𝑃 (𝑙)𝑋̂(𝑙). (49)

故在时刻 𝑡,当 𝑙 = 𝑖, 𝑋 = 𝑥时,有

𝑍(𝑖) = 𝑃𝑖𝑋̂
(𝑖). (50)

从而,最优控制向量

𝑢(𝑖) = −𝐾𝐵(𝑖)T𝑃𝑖
𝑋̂(𝑖)

𝑝𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑠. (51)

对于状态估计 𝑋̂(𝑙)和结构估计 𝑝𝑙可利用文献

[11]的结果. 当结构变化与随机转移过程相互独立,

可得最简单的滤波方程为

˙̂
𝑋

(𝑙)

= 𝐴(𝑙)𝑋̂(𝑙) +𝑅(𝑙)𝐶T𝑄−1(𝑌 − 𝐶𝑋̂(𝑙))+

𝐵(𝑙)𝑢(𝑙) +

𝑠∑
𝑟=1

𝑝𝑟
𝑝𝑙
𝑣𝑟𝑙(𝑡)(𝑋̂

(𝑟) − 𝑋̂(𝑙)),

𝑋̂(𝑙)(𝑡0) = 𝑚0
(𝑙). (52)

协方差矩阵𝑅(𝑙)由下列方程确定:

𝑅̇(𝑙) = 𝐻(𝑙)𝐺𝐻(𝑙)T +𝐴(𝑙)𝑅(𝑙) +𝑅(𝑙)𝐴(𝑙)T−

𝑅(𝑙)𝐶T𝑄−1𝐶𝑅(𝑙) +

𝑠∑
𝑟=1

𝑝𝑟
𝑝𝑙
𝑣𝑟𝑙(𝑅

(𝑟)−

𝑅(𝑙) + (𝑋̂(𝑟) − 𝑋̂(𝑙))(𝑋̂(𝑟) − 𝑋̂(𝑙))T),

𝑅(𝑙)(𝑡0) = 𝑄0
(𝑙). (53)

而后验模态概率为

˙̂𝑝𝑙(𝑡) =− 𝑣𝑙𝑙(𝑡)𝑝𝑙(𝑡) +

𝑛∑
𝑟=1,𝑟 ∕=𝑙

𝑣𝑙𝑟(𝑡)𝑝𝑟(𝑡)−

1

2
𝑝𝑙(𝑡)

[
𝜌
(𝑙)
0 (𝒚, 𝑡)−

𝑛∑
𝑘=1

𝑝𝑘(𝑡)𝜌
(𝑘)
0 (𝒚, 𝑡)

]
. (54)

其中

𝜌
(𝑠)
0 (𝒚, 𝑡) =

w ∞
−∞

𝜌(𝑠)(𝒙,𝒚, 𝑡)𝑓 (𝑠)(𝒙, 𝑡)d𝒙 =

𝑚∑
𝑖,𝑗=1

𝑄𝑖𝑗

∣𝑸(𝑡)∣
{[
𝑦𝑖 −

𝑛𝑛𝑥∑
𝑞=1

𝑐
(𝑠)
𝑖𝑞 𝑥̂

(𝑠)
𝑞

]
×

[
𝑦𝑗 −

𝑛𝑛𝑥∑
𝑝=1

𝑐
(𝑠)
𝑗𝑝 𝑋̂

(𝑠)
𝑝

]
+

𝑛𝑛𝑥∑
𝑝,𝑞=1

𝑐
(𝑠)
𝑗𝑝 𝑐

(𝑠)
𝑖𝑞 𝑅

(𝑠)
𝑝𝑞

}
,

∣𝑄(𝑡)∣为𝑄(𝑡)的行列式, 𝑄𝑖𝑗为矩阵𝑄(𝑡)的元素, 而

𝑄𝑖𝑗为元素𝑄𝑖𝑗的代数余子式.

注注注 1 当对结构随机线性跳变系统进行最优控

制设计时, 可以将滤波与最优控制器设计分开进行,

类似于单结构系统.
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图 1 结构跳变线性系统的控制结构

如图 1所示,结构随机跳变系统控制具有 𝑠个并

行链路, 为了计算这些滤波器与控制器的参数, 必须

求解式 (34), (52)和 (54),且这些方程通过吸收和还原

函数相联系.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

假设被控对象由下式描述:

𝑋̇(𝑡) = 𝐴(𝑙)(𝑡)(𝑋 −𝑋𝑝) +𝐵(𝑙)𝑢+ 𝑉 (𝑙)(𝑡),

𝑋(𝑡0) = 𝑥0. (55)

其中: 𝐴(1)(𝑡) = −0.03, 𝐵(1)(𝑡) = 5, 𝐴(2)(𝑡) = 0,

𝐵(2)(𝑡) = −5, 𝐻(1)(𝑡) = 𝐻(2)(𝑡) = 1, 𝑥0 = 25,

𝑉 (1)(𝑡)的强度𝐺1 = 0.01, 𝑉 (1)(𝑡)的强度𝐺2 = 0.02,

平衡点E[𝑋𝑝] = 10.

结构跳变由转移强度为 𝑣𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1, 2)的分散转

移Markov过程组成. 其中: 𝑣12 = 𝑣22 = 0.10, 𝑣21 =

𝑣11 = 0.05.

观测方程为

𝑌 = 𝐶(𝑙)(𝑋 −𝑋𝑝) +𝑁. (56)

其中: 𝐶(1) = 𝐶(2) = 1,噪声𝑁的强度为𝑄 = 0.04.
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代价函数定义为

𝐼0 =(𝑋(𝑡𝑘)−𝑋0)
2+w 𝑡𝑘

𝑡0

[
𝐿(𝑋(𝑡)−𝑋𝑝)

2
+

1

𝐾
𝑢2(𝑡)

]
d𝑡. (57)

其中: 𝐿 = 2, 𝐾 = 0.01. 通过求最优控制向量𝑢, 使

𝐼0达到最小值.

由式 (51),求得最优控制向量𝑢(𝑡)为

𝑢(1) = −𝑘𝐵(1)𝑃 (1) 𝑋̂
(1) −𝑋𝑝

𝑝1
, (58)

𝑢(2) = −𝑘𝐵(2)𝑃 (2) 𝑋̂
(2) −𝑋𝑝

𝑝2
. (59)

其中: 系数矩阵𝑃 (1)和𝑃 (2)由式 (34)确定,即

𝑃̇ (1) = −2𝑃 (1)𝐴(1) +𝐾𝑝−1
1 (𝑃 (1))2(𝐵(1))2−

𝑣21𝑃
(2) + 𝑣11𝑃

(1) − 𝐿, 𝑃 (1)(𝑡𝑘) = 1; (60)

𝑃̇ (2) = 𝐾𝑝−1
2 (𝑃 (2))2(𝐵(2))2 − 𝑣12𝑃

(1)+

𝑣22𝑃
(2) − 𝐿, 𝑃 (2)(𝑡𝑘) = 1. (61)

系统的状态估计为

˙̂
𝑋

(1)

= 𝐴(1)(𝑋̂(1) −𝑋𝑝) +𝐵(1)𝑢(1)+

𝑅(1)𝐶(1)𝑄−1(𝑌 − 𝐶(1)(𝑋̂(1) −𝑋𝑝))+

𝑝2
𝑝1
𝑣21(𝑋̂

(2) − 𝑋̂(1)),

𝑋̂(1)(𝑡0) = 𝑚
(1)
0 ; (62)

˙̂
𝑋

(2)

= 𝑅(2)𝐶(2)𝑄−1(𝑌 − 𝐶(2)(𝑋̂(2) −𝑋𝑝))+

𝐵(2)𝑢(2) +
𝑝1
𝑝2
𝑣12(𝑋̂

(1) − 𝑋̂(2)),

𝑋̂(2)(𝑡0) = 𝑚
(2)
0 . (63)

估计误差的协方差矩为

𝑅̇(1) = 𝐺1 + 2𝐴(1)𝑅(1) − (𝑅(1)𝐶(1))2𝑄−1
11 +

𝑝2
𝑝1
𝑣21[𝑅

(2) −𝑅(1) + (𝑋̂(2) − 𝑋̂(1))2],

𝑅(1)(𝑡0) = 𝑄
(1)
0 ; (64)

𝑅̇(2) = 𝐺2 − (𝑅(2)𝐶(2))2𝑄−1+

𝑝1
𝑝2
𝑣12[𝑅

(1) −𝑅(2) + (𝑋̂(2) − 𝑋̂(2))2],

𝑅(2)(𝑡0) = 𝑄
(2)
0 . (65)

模态的后验概率估计 𝑝(𝑙)为

˙̂𝑝1 =
{
𝑣12 +

𝑝1
2𝑄

[(𝑌1 − 𝐶1(𝑋̂
(2) −𝑋𝑝))

2+

𝑅(2)]
}
𝑝2 −

{
𝑣21 +

𝑝2
2𝑄

[(𝑌1−

𝐶1(𝑋̂
(1) −𝑋𝑝))

2 +𝑅(1)]
}
𝑝1 =

− 𝑣12𝑝1 + 𝑣21𝑝2 +
𝑝1𝑝2
2𝑄

{[(𝑌1 − 𝐶1(𝑋̂
(2)−

𝑋𝑝))
2 +𝑅(2)]− [(𝑌1−

𝐶1(𝑋̂
(1) −𝑋𝑝))

2 +𝑅(1)]}, (66)

𝑝2 = 1− 𝑝1. (67)

仿真结果如图 2∼图 5所示. 由图 2可知,实际状

态估计正确, 且系统收敛于平衡点; 由图 3和图 4可

知,对Markov跳变系统模态的估计准确;图 5为控制

量随时间的变化.
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图 2 状态值及其估计
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图 3 实际模态
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图 4 估计模态
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图 5 无约束控制量

5 结结结 论论论

本文研究了线性随机跳变系统的最优控制问题;

基于随机最大值原理,推导了独立分散转移跳变系统

在控制不受约束条件下完全信息和不完全信息两种

情形的最优控制算法. 仿真实例表明了本文算法的正
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确性. 值得指出的是,该方法可通过与统计线性化方

法结合而推广到控制受约束或非线性Markov跳变系

统的控制中.
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