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摘 要: 研究基于特征结构配置的二阶线性系统鲁棒容错控制设计问题,目的是重新设计状态反馈控制律,使得故

障闭环系统和正常闭环系统具有相同的特征值.两闭环系统的特征向量依最小二乘法接近,而且能通过极小化灵敏

度指标提高系统的鲁棒性. 基于状态反馈特征结构配置的参数化结果,将系统灵敏度指标优化问题转化为含有约束

条件的优化问题,并提出了鲁棒容错控制设计方法. 数值算例及其仿真结果验证了所提出设计方法的有效性.
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Abstract：：：The robust fault-tolerant control design problem of second-order linear systems via eigenstructure assignment

is investigated. The aim is to redesign a state feedback control law such that the fault closed-loop system has the same

eigenvalues with the normal close-loop system, the eigenvectors of the fault closed-loop system are as close to those of

the normal close-loop system as possible in terms of least squares, and the sensitivity is minimized to improve the system

robustness. Based on the parameterized result of state feedback eigenstructure assignment, the optimal problem of sensitivity

is changed into an optimal problem with some constraint conditions, and the robust fault-tolerant control design method is

proposed. Finally, a numerical example and its simulation results show the effectiveness of the proposed design method.
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0 引引引 言言言

随着计算机、制造、材料等一系列先进技术的引

入,实际控制系统在尽可能拥有众多功能的同时变得

越来越复杂, 使得系统的某些重要性能退化, 甚至导

致系统不稳定. 容错控制系统能够使故障系统从损坏

或者系统错误中恢复,因此容错控制的研究越来越受

到国内外学者的关注,并提出了很多容错控制研究方

法,主要有线性二次型调节方法[1]、伪逆方法[2]、逆组

件模态综合方法[3]、Lyapunov方法 [4]、LMI法[5]和特

征结构配置法[6-9]等.

为进一步提高控制系统的鲁棒性,鲁棒容错控制

已逐渐成为容错控制研究领域中的一个热点.文献

[10]研究了线性定常系统的传感器和执行器具有时

变故障的鲁棒容错控制问题, 利用𝐿2增益优化方法

提出了依赖参数的鲁棒容错控制设计方法;文献 [11]

研究了网络控制系统的鲁棒容错策略问题,利用线性

矩阵不等式方法给出了鲁棒容错控制器的参数化解;

文献 [12]研究了具有Markovian跳跃型故障的手臂型

机器人控制系统鲁棒容错控制问题,提出了𝐻2、𝐻∞
和混合𝐻2/𝐻∞鲁棒容错控制器设计策略; 文献 [13]

研究了具有执行器失效和有界干扰的线性定常系统

的鲁棒容错控制问题,提出了直接自适应补偿鲁棒容
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错控制方法. 本文将基于特征结构配置设计参数化方

法[14-18],研究二阶线性系统的鲁棒容错设计问题.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑一类二阶线性定常系统,其动态方程可以表

示为

𝑞 +𝐴𝑞 + 𝐶𝑞 = 𝐵𝑢. (1)

其中: 𝑞 ∈ 𝑹𝑛和𝑢 ∈ 𝑹𝑟分别为系统 (1)的状态向量

和输入向量; 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑟和𝐶 ∈ 𝑹𝑛×𝑛为系

统 (1)的已知参数矩阵,且满足下列假设条件.

假假假设设设 1 rank(𝐵) = 𝑟;

假假假设设设 2 系统 (1)是可控的,即

rank[𝑠2𝐼𝑛×𝑛 + 𝑠𝐴+ 𝐶 𝐵] = 𝑛, ∀𝑠 ∈ 𝑪. (2)

由于建模误差或外界干扰会导致系统 (1)的参数

发生变化,此时系统 (1)可写为

𝑞𝑓 +𝐴𝑓𝑞𝑓 + 𝐶𝑓𝑞𝑓 = 𝐵𝑓𝑢𝑓 . (3)

其中: 𝑞𝑓 ∈ 𝑹𝑛, 𝑢𝑓 ∈ 𝑹𝑚分别为系统 (1)的状态向量

和输入向量; 𝐴𝑓 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵𝑓 ∈ 𝑹𝑛×𝑚和𝐶𝑓 ∈ 𝑹𝑛×𝑛

为系统 (2)的已知参数矩阵,可看作系统 (1)中矩阵𝐴

∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑟和𝐶 ∈ 𝑹𝑛×𝑛所对应的扰动后的

矩阵,且满足下列假设条件.

假假假设设设 3 rank (𝐵𝑓 ) = 𝑚;

假假假设设设 4 系统 (2)是可控的,即

rank[𝑠2𝐼 + 𝑠𝐴𝑓 + 𝐶𝑓 𝐵𝑓 ] = 𝑛, ∀𝑠 ∈ 𝑪. (4)

为方便起见,文中称系统 (1)为正常二阶线性系

统,系统 (3)为故障二阶线性系统.将如下状态反馈控

制律

𝑢 = 𝐾0𝑞 +𝐾1𝑞, 𝐾0,𝐾1 ∈ 𝑹𝑟×𝑛 (5)

应用到系统 (1)中,可得到正常闭环二阶线性系统

𝑞 + (𝐴−𝐵𝐾1)𝑞 + (𝐶 −𝐵𝐾0)𝑞 = 0. (6)

因非亏损矩阵的特征值对参数扰动不敏感,故本文只

考虑正常闭环系统 (6)的特征值为互异且自共轭的情

况. 记系统 (6)的特征值为 𝑠𝑖 ∈ 𝑪, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,其

相应的特征向量为 𝑣𝑖 ∈ 𝑪𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,则有

[𝑠2𝑖 𝐼𝑛×𝑛 + (𝐴−𝐵𝐾1)𝑠𝑖 + (𝐶 −𝐵𝐾0)]𝑣𝑖 = 0. (7)

将如下状态反馈控制律:

𝑢𝑓 = 𝐾0𝑓𝑞𝑓 +𝐾1𝑓𝑞𝑓 , 𝐾0𝑓 ,𝐾1𝑓 ∈ 𝑹𝑚×𝑛 (8)

应用到系统 (7)中,可得到故障闭环二阶线性系统

𝑞𝑓 + (𝐴𝑓 −𝐵𝑓𝐾1𝑓 )𝑞𝑓 + (𝐶𝑓 −𝐵𝑓𝐾0𝑓 )𝑞𝑓 = 0. (9)

记系统 (9)的特征值为 𝑠𝑖𝑓 ∈ 𝑪, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,其相

应特征向量为 𝑣𝑖𝑓 ∈ 𝑪𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,则有

[𝑠2𝑖𝑓𝐼𝑛×𝑛 + (𝐴𝑓 −𝐵𝑓𝐾1𝑓 )𝑠𝑖𝑓+

(𝐶𝑓 −𝐵𝑓𝐾0𝑓 )]𝑣𝑖𝑓 = 0. (10)

注意到, 系统 (9)可以转化为如下等价的一阶线

性系统:

�̇�𝑓 = 𝐴𝑒𝑓𝑧𝑓 . (11)

其中

𝑧𝑓 =

[
𝑞𝑓

𝑞𝑓

]
, 𝐴𝑒𝑓 =

[
0 𝐼𝑛×𝑛

𝐵𝑓𝐾0𝑓 − 𝐶𝑓 𝐵𝑓𝐾1𝑓 −𝐴𝑓

]
.

(12)

记

𝑉𝑓 = [𝑣1𝑓 𝑣2𝑓 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣2𝑛𝑓 ],

Λ𝑓 = diag(𝑠1𝑓 , 𝑠2𝑓 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠2𝑛𝑓 ), (13)

则式 (10)可表示为

𝑉𝑓Λ
2
𝑓 + (𝐴𝑓 −𝐵𝑓𝐾1𝑓 )𝑉𝑓Λ𝑓+

(𝐶𝑓 −𝐵𝑓𝐾0𝑓 )𝑉𝑓 = 0. (14)

为便于描述本文所考虑的鲁棒容错控制设计问

题,首先给出如下引理. 引理 1对系统 (9)和 (11)都适

用.

引引引理理理 1 [18] 给定系统 (9)和 (10),则存在矩阵𝑉𝑓 ,

𝑉𝑓 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛,满足

𝐴𝑒𝑓

[
𝑉𝑓

𝑉 ′
𝑓

]
=

[
𝑉𝑓

𝑉 ′
𝑓

]
Λ𝑓 (15)

的充要条件是式 (14)和下式同时成立:

𝑉 ′
𝑓 = 𝑉𝑓Λ𝑓 . (16)

基于上面的叙述和引理 1,本文所考虑的基于状

态反馈特征结构配置的二阶线性系统鲁棒容错控制

设计问题可描述如下 (简记为问题RRCD).

问题RRCD: 给定满足假设 1∼假设 4的正常二

阶线性系统 (1)和故障二阶线性系统 (3),并假设正常

二阶线性系统 (1)可通过状态反馈控制律 (5)使正常

闭环二阶线性系统 (6)具有一组互异且自共轭复数 𝑠𝑖

∈𝑪 (𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)及其相应的特征向量 𝑣𝑖 ∈𝑪𝑛, 𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. 重新设计一个状态反馈控制律 (8),使

得故障闭环二阶线性系统 (9)和正常闭环二阶线性系

统 (6)的特征结构尽可能地接近,即

𝑠𝑖 = 𝑠𝑖𝑓 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛, (17)

min 𝐽𝑖 = min ∥𝑣𝑖 − 𝑣𝑖𝑓∥22, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛 (18)

成立; 同时能够提高系统鲁棒性, 即最小化如下的系

统灵敏度指标:

𝐽(𝑉𝑓 ,Λ𝑓 ) =

∥∥∥∥∥
[

𝑉𝑓

𝑉𝑓Λ𝑓

]∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∥∥
[

𝑉𝑓

𝑉𝑓Λ𝑓

]−1
∥∥∥∥∥∥
2

. (19)

2 正正正常常常二二二阶阶阶线线线性性性系系系统统统的的的状状状态态态反反反馈馈馈特特特征征征结结结构构构

配配配置置置

记

Λ = diag[𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠2𝑛], 𝑉 = [𝑣1 𝑣2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣2𝑛],

(20)
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则系统 (7)可变为

𝑉 Λ2 + (𝐴−𝐵𝐾1)𝑉 Λ+ (𝐶 −𝐵𝐾0)𝑉 = 0. (21)

再记

𝑉 =

[
𝑉

𝑉 Λ

]
, 𝐾 = [𝐾0 𝐾1], 𝑊 = 𝐾𝑉 , (22)

则可将式 (21)改写为

𝑉 Λ2 +𝐴𝑉 Λ+ 𝐶𝑉 = 𝐵𝑊. (23)

因系统 (1)可控,对矩阵 [𝑠2𝐼 + 𝑠𝐴 + 𝐶 𝐵]实施

一系列矩阵初等变换, 可得到满足下式的多项式矩

阵𝑁(𝑠) ∈ 𝑹𝑛×𝑟[𝑠]和𝐷(𝑠) ∈ 𝑹𝑟×𝑟[𝑠]:

[𝑠2𝐼 + 𝑠𝐴+ 𝐶]−1𝐵 = 𝑁(𝑠)𝐷−1(𝑠). (24)

基于上述推导, 通过状态反馈控制律 (5)可使得

正常二阶线性系统 (1)具有期望的特征值 𝑠𝑖 ∈ 𝑪和

特征向量 𝑣𝑖 ∈ 𝑪𝑛 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)的特征结构配置
问题,转化为矩阵方程 (1)的矩阵𝑉 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛和𝑊 ∈
𝑪𝑟×2𝑛的求解问题,继而可通过式 (23)中第 3式求解

增益矩阵𝐾 ∈ 𝑹𝑟×2𝑛. 可将矩阵方程 (23)看作著名的

Sylvester矩阵方程的推广形式,这里将其称作广义二

阶Sylvester矩阵方程.下面的定理给出了广义二阶

Sylvester矩阵方程 (23)的求解结果,其详细求解过程

可参见文献 [16-17].

定定定理理理 1 给定满足假设 1和假设 2的正常二阶

线性系统 (1)及一组互异自共轭复数 𝑠𝑖 ∈ 𝑪, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛, 则广义二阶 Sylvester矩阵方程 (23)中的矩

阵𝑉 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛和𝑊 ∈ 𝑪𝑟×2𝑛的列向量可参数化表示

如下:

𝑣𝑖 = 𝑁(𝑠𝑖)𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (25)

𝑤𝑖 = 𝐷(𝑠𝑖)𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (26)

其中 𝑔𝑖 ∈ 𝑪𝑟 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)是一组自由参量.

由引理 1可知, 矩阵𝑉 是与系统 (6)等价的一阶

线性系统特征向量矩阵,因此它是非奇异的. 基于定

理 1中式 (25)和 (26),根据式 (22)中第 3式,并通过下

式可计算得到状态反馈增益阵𝐾 ∈ 𝑹𝑟×2𝑛的参数化

表达式:

𝐾 = 𝑊𝑉 −1. (27)

其中矩阵𝑉 为非奇异矩阵,可通过自由参量 𝑔𝑖 ∈ 𝑪𝑟,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,表示成如下约束条件:

约束C1 :

det

[
𝑁(𝑠1)𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁(𝑠2𝑛)𝑔2𝑛

𝑠1𝑁(𝑠1)𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑁(𝑠2𝑛)𝑔2𝑛

]
∕= 0.

为了确保由式 (27)得到的增益阵𝐾 ∈ 𝑹𝑟×2𝑛是

实矩阵, 需满足通过自由参量 𝑔𝑖 ∈ 𝑪𝑟 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
2𝑛)给出的如下约束条件:

约束C2 : 𝑠𝑖 = 𝑠𝑗 ⇔ 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.
3 故故故障障障二二二阶阶阶线线线性性性系系系统统统的的的状状状态态态反反反馈馈馈特特特征征征结结结构构构

配配配置置置

记

𝑉𝑓 =

[
𝑉𝑓

𝑉𝑓Λ𝑓

]
, 𝐾𝑓 = [𝐾0𝑓 𝐾1𝑓 ], 𝑊𝑓 = 𝐾𝑓𝑉𝑓 ,

(28)

则式 (14)变为

𝑉𝑓Λ
2
𝑓 +𝐴𝑓𝑉𝑓Λ𝑓 + 𝐶𝑓𝑉𝑓 = 𝐵𝑓𝑊𝑓 . (29)

系统 (3)可控,对矩阵 [𝑠2𝐼 + 𝑠𝐴𝑓 + 𝐶𝑓 𝐵𝑓 ]实施

一系列矩阵初等变换, 可得到满足下式的多项式矩

阵𝑁𝑓 (𝑠) ∈ 𝑹𝑛×𝑚[𝑠]和𝐷𝑓 (𝑠) ∈ 𝑹𝑚×𝑚[𝑠]:

[𝑠2𝐼 + 𝑠𝐴𝑓 + 𝐶𝑓 ]
−1𝐵𝑓 = 𝑁𝑓 (𝑠)𝐷

−1
𝑓 (𝑠). (30)

基于上述推导, 通过状态反馈控制律 (8)可使得

故障二阶线性系统 (2)具有期望的特征值 𝑠𝑖𝑓 ∈ 𝑪和

特征向量 𝑣𝑖𝑓 ∈ 𝑪𝑛 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)的特征结构配置
问题转化为矩阵方程 (29)的矩阵𝑉𝑓 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛和𝑊𝑓

∈ 𝑪𝑚×2𝑛的求解问题,继而通过式 (28)中第 3式可求

解增益矩阵𝐾 ∈ 𝑹𝑚×2𝑛. 方程 (29)同样为广义二阶

Sylvester矩阵方程,参照定理 1,可通过下述定理给出

方程 (29)以及故障二阶线性系统的状态反馈特征结

构配置问题中增益矩阵𝐾 ∈ 𝑹𝑚×2𝑛的求解结果.

定定定理理理 2 给定满足假设 3和假设 4的故障二阶

线性系统 (3)以及一组互异自共轭复数 𝑠𝑖𝑓 ∈ 𝑪, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛, 则广义二阶 Sylvester矩阵方程 (29)中的

矩阵𝑉𝑓 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛和𝑊𝑓 ∈ 𝑪𝑚×2𝑛的列向量可参数化

表示如下:

𝑣𝑖𝑓 = 𝑁𝑓 (𝑠𝑖𝑓 )𝑔𝑖𝑓 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (31)

𝑤𝑖𝑓 = 𝐷𝑓 (𝑠𝑖𝑓 )𝑔𝑖𝑓 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (32)

此外, 状态反馈增益矩阵𝐾 ∈ 𝑹𝑚×2𝑛可以参数化表

示为

𝐾𝑓 = 𝑊𝑓𝑉
−1
𝑓 . (33)

其中 𝑔𝑖𝑓 ∈𝑪𝑚 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)是满足下述条件的自
由参量:

约束C3 :

det

[
𝑁𝑓 (𝑠1𝑓 )𝑔1𝑓 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁𝑓 (𝑠2𝑛𝑓 )𝑔2𝑛𝑓

𝑠1𝑓𝑁𝑓 (𝑠1𝑓 )𝑔1𝑓 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑓𝑁𝑓 (𝑠2𝑛𝑓 )𝑔2𝑛𝑓

]
∕= 0;

约束C4 :

𝑠𝑖𝑓 = 𝑠𝑗𝑓 ⇔ 𝑔𝑖𝑓 = 𝑔𝑗𝑓 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.
4 求求求解解解问问问题题题RRCD

由定理 1和定理 2可知,正常二阶线性系统 (1)

和故障二阶线性系统 (3)均可控,从而正常闭环二阶

线性系统 (6) 和故障闭环系统 (9)的所有特征值均可
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由状态反馈控制律进行任意配置.不妨假设正常闭环

二阶线性系统 (6)和故障闭环二阶线性系统 (9)具有

相同特征值,即 𝑠𝑖 = 𝑠𝑖𝑓 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. 这样, 显然

问题RRCD中条件 (17)成立,因此解决问题RRCD的

主要任务是设计满足条件 (18)和 (19)的状态反馈控

制律 (8).

将式 (25)和 (31)代入 (18),可得

𝐽𝑖 = ∥𝑁(𝑠𝑖)𝑔𝑖 −𝑁𝑓 (𝑠𝑖)𝑔𝑖𝑓∥22, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (34)

通过正交投影方法,可得到

𝑔𝑖𝑓 = [(𝑁𝑓 (𝑠𝑖))
H𝑁𝑓 (𝑠𝑖)]

−1(𝑁𝑓 (𝑠𝑖))
H𝑁(𝑠𝑖)𝑔𝑖, (35)

其中 (⋅)H表示矩阵的共轭转置.

记

Σ𝑖 = [(𝑁𝑓 (𝑠𝑖))
H𝑁𝑓 (𝑠𝑖)]

−1𝑁𝑓 (𝑠𝑖)𝑁(𝑠𝑖), (36)

则式 (35)可简记为

𝑔𝑖𝑓 = Σ𝑖𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (37)

将式 (37)代入 (31)和 (32),可得

𝑣𝑖𝑓 = 𝑁𝑓 (𝑠𝑖)Σ𝑖𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (38)

𝑤𝑖𝑓 = 𝐷𝑓 (𝑠𝑖)Σ𝑖𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (39)

基于式 (38)和 (39)给出的矩阵𝑉𝑓 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛和

𝑊𝑓 ∈ 𝑪𝑚×2𝑛的参数化表达式,由式 (33)可得到矩阵

𝐾𝑓 ∈ 𝑹𝑚×2𝑛的参数化表达式为

𝐾𝑓 = 𝑊𝑓𝑉
−1
𝑓 . (40)

其中

𝑊𝑓 = [𝑤1𝑓 𝑤2𝑓 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑤2𝑛𝑓 ],

𝑉𝑓 =

[
𝑣1𝑓 𝑣2𝑓 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣2𝑛𝑓

𝑣1𝑓𝑠1 𝑣2𝑓𝑠2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣2𝑛𝑓𝑠2𝑛

]
.

为了保证式 (40)给出的状态反馈增益矩阵𝐾𝑓

为实阵,自由参量 𝑔𝑖 ∈ 𝑪𝑟 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)需同时满
足约束C1∼约束C4,其中约束C2与C4显然等价,而

约束C1、C2和C3可分别写为

约束C1′ :

det

[
𝑁(𝑠1)𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁(𝑠2𝑛)𝑔2𝑛

𝑠1𝑁(𝑠1)𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑁(𝑠2𝑛)𝑔2𝑛

]
∕= 0;

约束C2′ :

𝑠𝑖 = 𝑠𝑗 ⇔ 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛;
约束C3′ :

det

[
𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

𝑠1𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

]
∕= 0.

上述推导内容已经解决了问题RRCD中前 2个

条件 (17)和 (18),下面只需解决条件 (19)即可.基于式

(38)给出的矩阵𝑉𝑓 ∈ 𝑪𝑛×2𝑛的参数化表达式, 指标

(19)可进一步参数化表示为

𝐽(𝑔𝑖, 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛) =∥∥∥∥∥
[

𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

𝑠1𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

]∥∥∥∥∥
2

×
∥∥∥∥∥∥
[

𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

𝑠1𝑁𝑓 (𝑠1)Σ1𝑔1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠2𝑛𝑁𝑓 (𝑠2𝑛)Σ2𝑛𝑔2𝑛

]−1
∥∥∥∥∥∥
2

.

(41)

综合定理 1、定理 2和上述推导, 问题RRCD的

求解依赖于下述关于指标 (41)的含有约束条件的极

小化问题的解:

min
𝑔𝑖∈𝐶𝑟,𝑠𝑖∈𝐶

𝐽(𝑔𝑖, 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛),

s.t.约束C1 ′、C2 ′和C3 ′成立. (42)

将由极小化问题 (42)求解得到的常数值 𝑔𝑖∈𝑪𝑚

和 𝑠𝑖 ∈𝑪 (𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)代入式 (38)和 (39),可得到

常数阵𝑉𝑓 ∈𝑪𝑛×2𝑛和𝑊𝑓 ∈𝑪𝑚×2𝑛. 基于式 (40)即可

得到满足问题RRCD中条件 (17)∼ (19)的状态反馈

控制律 (8)的增益矩阵𝐾𝑓 ∈ 𝑹𝑚×2𝑛. 综上,可给出解

决问题RRCD的定理如下.

定定定理理理 3 给定满足假设 1和假设 2的正常二阶

线性系统 (1),满足假设 3和假设 4的故障二阶线性系

统 (3)以及一组互异自共轭复数 𝑠𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,则

问题RRCD有解的充要条件是极小化问题 (42)有解.

此时,基于极小化问题 (42)的一组解 𝑔𝑖 ∈ 𝑪𝑚和 𝑠𝑖 ∈
𝑪, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛,由式 (40)可计算得到𝐾𝑓 ∈𝑹𝑚×2𝑛,

此即为问题RRCD中状态反馈控制律 (8)的增益阵.

5 算算算例例例分分分析析析

考虑形如式 (1)所示的正常二阶线性系统,其参

数矩阵为

𝐴 =

⎡⎢⎣ −2.5 0.5 0

0.5 −2.5 2

0 2 −2

⎤⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎣ 1 0

0 0

0 1

⎤⎥⎦ ,

𝐶 =

⎡⎢⎣ −10 5 0

5 −25 20

0 20 −20

⎤⎥⎦ ;

同时考虑形如式 (3)的故障二阶线性系统,其参数矩

阵为

𝐴𝑓 =

⎡⎢⎣ −2.4 0.5 0

0.5 −2.4 2

0 2 −1

⎤⎥⎦ , 𝐵𝑓 =

⎡⎢⎣ 0.9 0

0 0

0 1

⎤⎥⎦ ,

𝐶𝑓 =

⎡⎢⎣ −15 5 0

5 −25 20

0 20 −25

⎤⎥⎦ .

1)容易验证上述 2个系统均可控,故可依据定理

3继续如下容错控制设计步骤.
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2)计算满足式 (24)的多项式矩阵为

𝑁(𝑠) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1

4
− 𝑠

40
+

𝑠2

100
−4

− 1

20
− 𝑠

200
0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐷(𝑠) =

⎡⎣ 𝐷11(𝑠) 4𝑠2 − 10𝑠− 40

(𝑠+ 10)2

100
20− 𝑠2 + 2𝑠

⎤⎦ ,

𝐷11(𝑠) =
29𝑠2

100
− 33𝑠

40
− 9

4
+

𝑠3

20
− 𝑠4

100
.

计算满足式 (30)的多项式矩阵为

𝑁𝑓 (𝑠) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠2

99
− 25

99
− 4𝑠

165
−4

− 𝑠

198
− 5

99
0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐷𝑓 (𝑠) =⎡⎢⎣ 𝐷11
𝑓 (𝑠)

40𝑠2

9
− 32𝑠

3
− 200

3
𝑠2

99
+

20𝑠

99
+

100

99
𝑠− 𝑠2 + 25

⎤⎥⎦ ,

𝐷11
𝑓 (𝑠) =

3 449𝑠2

8 910
− 910𝑠

891
− 3 500

891
− 10𝑠4

891
+

16𝑠3

891
.

3)假设待配置的特征值为

− 8 ⩽ 𝑠1 = 𝛼1 ⩽ −3, − 12 ⩽ 𝑠2 = 𝛼2 ⩽ −9,

𝑠3 = 𝑠4 = 𝛼3 + 𝛼4 i, − 14 ⩽ 𝛼3 ⩽ −13,

𝑠5 = 𝑠6 = 𝛼5 + 𝛼6 i, − 20 ⩽ 𝛼5 ⩽ −15.

对应的自由参量为

𝑔1 =

[
𝑔11

𝑔21

]
, 𝑔2 =

[
𝑔12

𝑔22

]
,

𝑔3=𝑔4=

[
𝑔13 + 𝑔14 i

𝑔23 + 𝑔24 i

]
, 𝑔5=𝑔6=

[
𝑔15 + 𝑔16 i

𝑔25 + 𝑔26 i

]
.

不妨假设其余参数均处于 [−10 10]区间内. 按

照上述设定特征值和自由参量, 约束C2′自然满足.

根据式(38)和 (39),可以计算矩阵𝑉𝑓 ∈ 𝑪3×6和𝑊𝑓 ∈
𝑪2×6参数化表达式.

4) 基于步骤 3)中各量的参数化表示形式, 可计

算出灵敏度指标 (41)的参数化表达式. 利用Matlab中

Fmincon函数对极小化问题 (42)进行求解, 得到一组

𝑠𝑖, 𝑔𝑖 ∈ 𝑪2 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6)的常值为
𝑠1 = −3, 𝑠2 = −9,

𝑠3 = 𝑠4 = −13.000 1− 10 i,

𝑠5 = 𝑠6 = −18.331 8− 7.148 i,

𝑔1 =

[
−9.895 9

0.329 3

]
, 𝑔2 =

[
1.566 8

0.250 5

]
,

𝑔3 = 𝑔4 =

[
0.132 4− 0.226 i

0.176 + 0.056 5 i

]
,

𝑔5 = 𝑔6 =

[
0.004 4− 0.004 5 i

0.028 9 + 0.000 2 i

]
.

取上述优化参数时, 灵敏度指标 (41)的值为

159.033 1. 将上述参数代入式 (40),可得到

𝐾𝑓 =[
−444.34 −38.54 10.65 −45.4 139.57 −7.72

24.62 783.97 −339.85 −0.01 177.71 −39.61

]
.

为进一步验证鲁棒容错设计方法的有效性,由式

(25)∼ (27)可得到状态反馈 (5)中的增益矩阵为

𝐾 =[
−395.32 −23.1 8.01 −41 128.19 −7.13

24.49 782.01 335.35 −0.03 178.71 −40.66

]
.

将上述增益矩阵

𝐾 = [𝐾0 𝐾1], 𝐾𝑓 = [𝐾0𝑓 𝐾1𝑓 ]

分别代入正常二阶系统 (1)和故障二阶线性系统 (3),

可得到对应的闭环系统,简记为

S1 : 𝑞 + (𝐴−𝐵𝐾1)𝑞 + (𝐶 −𝐵𝐾0)𝑞 = 0,

S2 : 𝑞𝑓 + (𝐴𝑓 −𝐵𝑓𝐾1𝑓 )𝑞𝑓 + (𝐶𝑓 −𝐵𝑓𝐾0𝑓 )𝑞𝑓 = 0,

S3 : 𝑞𝑓 + (𝐴𝑓 −𝐵𝑓𝐾1)𝑞𝑓 + (𝐶𝑓 −𝐵𝑓𝐾0)𝑞𝑓 = 0.

其中: S1和 S2的特征值为−3,−9,−13.000 1± 10 i和

−18.331 8±7.148 i;闭环系统 S3的特征值为−3.016 7,

−10.733 5,−12.583 6± 8.348 6 i和−16.423± 8.529 3 i.

由此可以看出鲁棒容错设计方法的有效性.在输入

100 [ sin 𝑡 cos 𝑡 ]T下对 3个系统进行仿真分析, S1与

S2、S1与 S3的 3个状态之间的误差曲线如图 1∼图 3

所示.

0

-40

-80

"
#
$
%

&
'

0 2 4 6 8 10

t /s

S1 S2!
S1 S3!

图 1 S1与S2、S1与S3之间第 1个状态之间误差曲线
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图 2 S1与S2、S1与S3之间第 2个状态之间误差曲线
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图 3 S1与S2、S1与S3之间第 3个状态之间误差曲线

从误差仿真曲线可以看出,系统 S3与系统 S1之

间的 3个状态响应分别比系统 S2与系统S1之间的 3

个状态响应的差距小,表明所提出的二阶线性系统的

鲁棒容错设计方法是有效的.

6 结结结 论论论

随着控制系统的复杂程度越来越高,系统产生故

障所导致的后果也越来越严重, 因此, 当控制系统发

生故障时,在提升故障诊断技术手段的同时进行容错

控制设计, 恢复控制系统的重要性能是非常必要的.

为此, 本文基于二阶线性系统的状态反馈特征结构

配置参数化结果,提出了能够使故障闭环控制系统和

正常闭环控制系统具有相同的特征值,所对应的特征

向量接近,而且能够提高系统灵敏度的鲁棒容错控制

设计方法.该方法只涉及二阶线性系统的参数矩阵运

算,仅依赖于含有约束条件的优化问题求解, 便于工

程应用.
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