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摘 要: 针对常见的降维方法难以有效保留多元时间序列主要特征的问题,分析了传统主成分分析 (PCA)方法在多

元时间序列降维中的局限性,提出一种基于共同主成分分析的多元时间序列降维方法,并通过仿真实验比较了两种

方法的降维有效性和计算复杂度.实验结果表明,所提出的降维方法能够以相对较小的计算代价,更有效地对多元时

间序列进行降维.
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Abstract: Existing dimension reduction method for multivariate time series can’t preserve their feature effectively.

Therefore, the drawback of PCA method is analyzed, when it is used in MTS dimension reduction, and based on common

principal component analysis, a dimension reduction method for multivariate time series is proposed. The computational

complexity and the validity of dimension reduction are compared between different methods. The results of experiments

show that the proposed method can reduce dimension effectively at comparatively low computational cost, and at the same

time preserve most feature of multivariate time series.
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0 引引引 言言言

现实中存在大量的多元时间序列 (MTS)类型的

数据, 如航天飞船等重要仪器的运行状态数据, 互联

网中关键服务器的通讯流量数据,高新生物医学实验

中的测量数据,天文方面的重要测量数据以及应用于

多种行业的人体运动捕捉数据等. 从广义上讲,任何

包含多变量数据存储的数据集均可视为多元时间序

列.

随着时间序列获取方法的日益丰富和存储技术

的不断进步,时间序列的分析处理逐渐成为研究热点.

随着维数的不断提高,数据将提供更加丰富、细致的

信息,但同时也给后续的数据分析处理带来前所未有

的困难,如:大量的特征,许多与给定任务无关的特征,

许多对于给定任务冗余的特征 (如特征相互之间存在

强烈的相关度)以及噪声数据等.

降维是在保留主要特征的基础上,把原始数据从

高维空间映射到低维特征空间的过程[1]. 降维是用来

克服“维数灾难”和模型化高维数据的一种典型数据

处理技术,它可通过对离散数据集合的分析来探求嵌

入在高维数据空间中本征低维流形的不同样式,寻求

事物的本质规律[2]. 如果算法的时间或存储复杂性依

赖于输入数据的维数,则降维可以有效地降低算法的

复杂性.

目前,针对MTS降维的研究成果并不丰富,由于

不同于一般的多元数据对象, 研究MTS的降维方法

具有现实意义和广阔的应用前景. 本文针对MTS的

特点,提出一种基于共同主成分的MTS降维方法,并

与传统的主成分分析 (PCA)降维方法进行了对比,通

过实验验证了所提出方法的有效性和优越性.
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1 基基基本本本概概概念念念及及及相相相关关关研研研究究究

定定定义义义 1 (多元时间序列)[3] 一系列观察值𝑥𝑡(𝑗)

称为多元时间序列, 𝑡 (𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)表示第 𝑡个时

间点, 𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)表示第 𝑗个变量, 𝑥𝑡(𝑗)表示

第 𝑗个变量在第 𝑡个时间点上的观察值.

定定定义义义 2 (多元时间序列的同构性) 在数据集中,

各多元时间序列的变量维数相同,变量之间一一对应,

且表示相同的含义.

定定定义义义 3 (降维幅度) 降维减少的变量数与原始

变量数之比.

定定定义义义 4 (降维有效性) 降维结果保持原始数据

主要特征的水平.

MTS可以用一个𝑚× 𝑛的矩阵表示. 其中: 𝑚为

变量个数, 𝑛为时间长度.一般地, MTS数据集具有同

构性,但各MTS的时间长度往往不同.降维有效性需

要针对某种特定应用来度量.

与传统的多元数据对象相比, 针对MTS降维方

法的研究相对较少. 目前, PCA方法是针对MTS最常

见的降维方法,原因在于它具有概念上的简单性、计

算上的方便性以及最优线性重构误差等优良特性[2].

文献 [3]对MTS进行主成分分析,得到了方差贡献率

占 95%以上的主成分,然后使用奇异值分解 (SVD)方

法对降维后的特征数据进行了相似性比较. 文献 [4]

在主成分分析的基础上,根据方差贡献率得到了各个

主成分的权重,应用该权重和特征向量矩阵的正交变

换得到原变量集合的一个加权综合属性,从而将多元

时间序列降为一元时间序列. 文献 [5]和 [6]采用主成

分分析方法对MTS数据进行降维, 在此基础上进行

了后续的分析处理.

上述方法对MTS降维时, 分别对数据集中每个

MTS进行主成分分析,采用方差贡献率较大的前几个

主成分作为基向量,形成低维特征空间,再将MTS向

该低维特征空间上投影以实现降维. 这些方法存在

以下不足: 1)在对每个MTS进行主成分分析时,由于

各MTS的低维特征空间互不相同,各个MTS是向不

同的低维空间上投影实现的降维,虽然达到了降维的

目的,但却破坏了降维序列的同构性; 2)需要分别对

数据集中每个MTS进行主成分分析, 计算复杂度较

高; 3)对MTS降维后,仅仅比较分析了降维前后的变

量维数,而对于降维的有效性缺少必要的分析.

本文仅研究针对变量维的约简,而针对时间维的

约简一般被称为特征模式提取[7-8].

2 主主主成成成分分分分分分析析析与与与共共共同同同主主主成成成分分分分分分析析析

2.1 主主主成成成分分分分分分析析析

主成分分析 (PCA)[9]是统计学中分析多元数据

的一种有效方法,它可以在不损失或损失很少原有信

息的前提下,将原来个数较多且彼此相关的变量用线

性组合的方法转化为新的个数较少且彼此不相关的

综合指标,起到一种“降维”的作用.

它将方差的大小作为衡量信息量多少的标准,通

过线性变换保留方差大、含信息多的分量,丢掉信息

量少的分量, 从而在最小均方误差下, 降低数据的维

数. PCA已成为数据处理中应用最为广泛的降维方法

之一.

2.2 共共共同同同主主主成成成分分分分分分析析析

PCA方法实际上是寻找一组相互正交的方向向

量 (主成分), 构成一个低维特征空间, 使得原始数据

在低维特征空间上的投影能够最大程度地体现差

异性[10-11]. 例如,对二元变量 (𝑋1, 𝑋2)的 30次观察值

进行主成分分析, 得到两个相互正交的主成分 PC1

和 PC2, 如图 1所示, 两个主成分均可由原始变量的

线性变换得到. 从图 1中可以看出,二维平面上 30个

点的波动大部分可以归结为在PC1方向的波动,而在

PC2方向上的波动很小, 可以忽略, 这样可以将二维

问题降为一维处理,从而达到降维的目的.
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图 1 多元数据对象的两个主成分

在传统的降维计算中, PCA方法仅针对一组多

元数据对象,即一个矩阵便能表示全部原始数据. 在

MTS数据集中,每个序列都是一组多元数据对象,按

照文献 [3-6]的思路, 分别对每一序列进行主成分分

析,也能达到降维的目的. 但由于各序列的主成分不

同,降维是通过向不同低维空间上投影实现的. 因各

降维序列上的对应变量是由原始变量的不同线性变

化得到的,故不同序列降维后的变量之间并不完全对

应,它们表示的含义也不完全相同,可见降维破坏了

MTS的同构性,给后续的分析处理带来了困难.

降维本身不是最终目的,而是为了简化后续的分

析处理, 为此, 针对MTS数据集, 本文提出一种基于

共同主成分分析 (CPCA)的降维方法.

CPCA基于如下假设[12]: 对于MTS数据集中的

所有序列,存在一个由相互正交的向量构成的公共子

空间,使得各序列在该公共子空间上的投影能够最大

程度地体现特征差异.构成公共子空间的这组相互正

交的向量被称为共同主成分.
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3 基基基于于于CPCA的的的MTS降降降维维维方方方法法法
3.1 基基基于于于CPCA的的的MTS降降降维维维模模模型型型

MTS数据集中,第 𝑘 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙)个序列可以
视为一组随机变量𝑋𝑘 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚]T在𝑛𝑘个连

续时间点上的观察值. 设数学期望𝐸(𝑋𝑘) = 0; 若

𝐸(𝑋𝑘) ∕= 0,则令𝑋𝑘
′ = 𝑋𝑘−𝐸(𝑋𝑘),从而得到𝐸(𝑋𝑘

′)

= 0. 而协方差为

𝐶𝑘 = 𝐸[(𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘))(𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘))
T]. (1)

因为𝐸(𝑋𝑘) = 0, 故协方差矩阵为自相关矩阵,

即

𝐶𝑘 = 𝐸(𝑋𝑘𝑋
T
𝑘 ). (2)

MTS具有相同的变量数𝑚, 仅在时间长度上存

在差异,因此, 𝐶𝑘是一个𝑚×𝑚的矩阵. 𝐶𝑘中第 𝑖行、

第 𝑗列上的元素𝐶𝑘(𝑖, 𝑗)表示第 𝑘个MTS中第 𝑖个变

量和第 𝑗个变量间的协方差.

如果对 𝑙个序列的协方差矩阵取平均,即

𝐶 =
1

𝑙

𝑙∑
𝑘=1

𝐶𝑘, (3)

则矩阵𝐶可以理解为 𝑙个序列的平均协方差矩阵,矩

阵中的元素𝐶(𝑖, 𝑗)表示第 𝑖个变量和第 𝑗个变量在 𝑙

个序列上的平均协方差.

计算𝐶的特征值𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑚和对应的归一化

特征向量𝑈1, 𝑈2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑚,有

𝐶𝑈𝑖 = 𝜆𝑖𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (4)

不妨设特征值𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑚, 则 𝑦𝑖 =

𝑈T
𝑖 𝑋 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)即为输入数据在低维特征空间

第 𝑖个维度上的投影.定义方差贡献率

𝜑(𝑝) =

𝑝∑
𝑖=1

𝜆𝑖

/ 𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖. (5)

当𝜑(𝑝)足够大时,可将前 𝑝个特征向量𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝

构成的空间作为低维投影空间,从而达到降维的目的.

从以上推导过程可知, CPCA方法可视为 PCA方

法在处理MTS数据集时的推广. 当数据集中仅包含

一组序列时, CPCA方法自然过渡为 PCA方法.

3.2 基基基于于于CPCA的的的MTS降降降维维维步步步骤骤骤

基于CPCA的MTS降维步骤如下:

1)将MTS的变量理解为随机变量,各个时间点上

的值视为随机变量的观察值,计算 𝑙个MTS的协方差

矩阵𝐶𝑘 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙);
2)由式 (3)计算 𝑙个MTS的平均协方差矩阵𝐶;

3) 由式 (4)计算平均协方差矩阵𝐶的特征值与

特征向量;

4) 由步骤 3)的结果, 按照数值大小对特征值进

行排序,再根据排序结果确定对应特征向量的次序;

5)由式 (5)和方差贡献率,确定需要保留的特征

个数 𝑝;

6)以前 𝑝个特征向量张成的空间作为公共低维

特征空间, 把 𝑙个MTS依次向该空间上投影, 得到变

量维数为 𝑝的降维序列 (𝑝 < 𝑚).

3.3 计计计算算算复复复杂杂杂度度度分分分析析析

下面比较PCA和CPCA方法的计算复杂度. 两

种方法都包括以下主要步骤: 1)计算序列的协方差矩

阵; 2)计算协方差矩阵的特征值与特征向量; 3)向低

维特征空间上投影.

针对含有 𝑙个MTS的数据集,两种方法在各步骤

上的计算次数如表 1所示. 可以看出,与 PCA方法相

比, CPCA方法节省了 𝑙 − 1次特征值与特征向量的求

解,而计算一次特征值与特征向量的复杂度为𝑂(𝑚3).

当 𝑙很大时,节省的计算量较为明显.

表 1 两种方法计算复杂度的比较

降维方法 计算协方差矩阵 计算特征值与特征向量 低维投影

PCA 𝑙 𝑙 𝑙

CPCA 𝑙 l 𝑙

4 实实实验验验与与与分分分析析析

4.1 实实实验验验方方方法法法与与与实实实验验验数数数据据据

实验从两方面比较降维性能: 1)降维幅度,其值

越大,说明降维效果越明显; 2)降维有效性,即原始数

据的特征是否得到有效保留, 保留得越充分, 降维结

果越有效. 实验以降维结果作为模式匹配方法的输入

数据,通过匹配精度来间接比较降维结果的有效性.

为了便于比较, 选用已知分类结果的MTS数据

集,采用 𝑘-近邻的方法进行实验,步骤描述如下.

实验数据集中含有𝑛个MTS样本, 对所有样本

进行降维处理,从降维结果集中任意抽取一个降维序

列作为样本,记为输入样本𝑋 . 然后,使用相应的模式

匹配方法, 在降维结果集中找出与𝑋最相似的 “𝑘个

样本”. 统计找出的 “𝑘个样本”中与𝑋类别相同的样

本个数𝑛0,按照下式计算准确率 𝑒:

𝑒 = 𝑛0/𝑘. (6)

对于降维结果集中其他任意一个降维序列,一一

作为输入样本,重复以上实验,并计算相应的准确率,

这样便可得到𝑛个模式匹配的准确率.如果将准确率

作为一个离散型随机变量 𝜀,则准确率的数学期望可

按下式确定:

𝑒∗ =

𝑘∑
𝑡=1

𝑝(𝜀 = 𝑒𝑡)× 𝑒𝑡, (7)

并用其作为降维有效性的比较依据. 准确率的数学期

望越高, 说明在该模式匹配模型下, 降维方法的特征

保留能力越强、降维有效性越高.
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实验环境为: Matlab 7.0, Windows XP Professional

SP3, 300 G硬盘, 1.98 G内存, Intel(R) Core(TM)2 Duo

CPU.选取两组MTS数据集作为实验对象: Australian

sign language [13]和EEG[14].

Australian sign language (记为ASL)包含 22个变

量,左、右手的动作特征各用 11个变量刻画: 6个变量

(分别对应 6个自由度)表示手所处的位置, 5个变量

表示各手指的弯曲程度.该数据集包含 95种语意 (95

个类),每种语意都有 27组序列. 不失一般性,选取前

8种语意对应的序列作为实验数据集, 一共 216个样

本,时间跨度在 47∼ 95之间.

EEG是用 256 Hz的电极同时在 64个部位测得

的一组脑电图数据, 数据来源于两种人群 (2个类):

alcoholic subjects和 control subjects.不失一般性,选取

前 2位测试者 (编号为 co2a0000364和 co2c0000337)

的前 11次测试作为实验数据集, 一共 22个样本, 时

间跨度均为 256.

4.2 模模模型型型参参参数数数选选选择择择

两种方法都仅包含一个参数—–方差贡献率𝜎.

𝜎越大,特征保留程度越高,但保留变量数越多、降维

幅度越小; 𝜎越小,特征保留程度越低,但保留变量数

越少、降维幅度越高. 𝜎取值一般为 70%∼ 90%[9],实

验中取𝜎 = 80%.

PCA方法需要对每个MTS逐个进行主成分分

析,当确定𝜎后, 每个序列保留的主成分数 𝑝𝑖有所不

同.此时,按下式计算主成分数的最大值 𝑝:

𝑝 = max(𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑛), (8)

并用其作为每个序列保留的主成分数.

4.3 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析

实验 1 两种方法降维幅度的比较.

分别使用两种方法对ASL和EEG数据集进行降

维, 降维前后的变量数及降维幅度如表 2所示, 降维

幅度保留 2位有效数字.

表 2 两种方法的降维幅度

ASL (22个原始变量) EEG (64个原始变量)
降维方法

降维后变量数 降维幅度 降维后变量数 降维幅度

PCA 2 0.91 11 0.83

CPCA 2 0.91 4 0.94

与 PCA方法相比, CPCA方法保留的特征数更

少, 这是因为在𝜎 = 80%的条件下, CPCA方法只通

过一次主成分分析来确定主成分数 𝑝;而 PCA方法需

要先对每个MTS逐个进行主成分分析,再由式 (8)得

到各主成分数的最大值.

实验 2 两种方法的降维有效性分析.

以实验 1的降维结果作为有效性分析的输入数

据,分别使用DTW、PD[15]和SVD三种模式匹配模型

进行 𝑘-近邻查询,以匹配精度作为降维有效性比较的

依据. 实验结果见图 2∼图 4. 其中: 横坐标表示 𝑘的

取值,纵坐标表示准确率的数学期望. 为了便于分析

比较,图中还包括直接以原始数据作为输入的匹配精

度和随机方法的匹配结果.

随机方法是指进行 𝑘-近邻匹配时, 从数据集中

随机抽取 𝑘个样本作为输入样本的 𝑘近邻,其匹配精

度等于匹配模型失效时的结果. 例如, ASL包含 8种

类别,每种类别包含的样本数量相同,当匹配准确率

为 1/8时, 相当于从数据集中随机抽取 𝑘个样本作为

输入样本的 𝑘-近邻.
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图 2 使用DTW模型比较两种方法的降维有效性
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图 3 使用PD模型比较两种方法的降维有效性
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图 4 使用 SVD模型比较两种方法的降维有效性

图 2是DTW模型的匹配结果,在ASL和EEG中,

CPCA方法的准确率均高于PCA方法. 图 3是 PD模

型的匹配结果,其中: PD方法针对ASL、EEG降维结

果的分割形式分别为𝑋[𝑖 − 1 : 𝑖 + 1, 𝑗 − 1 : 𝑗 + 1],

𝑋[𝑖 − 3 : 𝑖 + 3, 𝑗 − 4 : 𝑗 + 4];针对ASL、EEG原始数

据的分割形式分别为𝑋[𝑖 − 1 : 𝑖 + 1, 𝑗 − 1 : 𝑗 + 1],

𝑋[𝑖− 16 : 𝑖+ 16, 𝑗 − 4 : 𝑗 + 4]. 图 3(a)中, CPCA方法

的准确率高于 PCA方法; 图 3(b)中, CPCA方法的匹

配精度与 PCA方法相当, 但前者保留的变量数远少

于后者. 图 4是使用 SVD匹配模型的实验结果,可以

看出,以两种方法的降维结果作为输入, 匹配精度都

很低,与随机方法的结果相近.

由以上分析可知: 1)与PCA方法相比, CPCA方

法的降维有效性更高. 这是因为 PCA方法是通过把

各个序列向不同低维空间上投影来实现降维, 破坏

了MTS的同构性, 减弱了降维序列间的可比较性;

而CPCA方法是通过把各个序列向一个公共低维空

间上投影来实现降维. 2)两种方法对DTW、PD匹配

模型具有适用性,而不适用于 SVD匹配模型. 这是因

为两种方法都以主成分分析为基础,降维消除了变量

间的相关性; 而SVD方法则以变量间的相关系数作

为特征提取和模式匹配的基础.
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图 5 两种方法耗费时间的比较

实验 3 方差贡献率𝜎取不同值时, 测量两种方

法的时间消耗.为了消除实验环境引起的偏差, 以两

种方法计算时间的比值作为比较依据,结果见图 5. 可

以看出,在ASL和EEG中, CPCA方法的耗费时间均

小于 PCA方法.

5 结结结 论论论

本文提出了一种适用于多元时间序列的降维方

法,并通过实验验证了该方法的有效性. 与PCA方法

相比, CPCA方法的优点是: 1) 通过把各个多元时间

序列向一个公共的低维特征空间上投影, 保持了降

维序列的同构性,提高了降维的有效性; 2)在一定程

度上,降低了计算复杂度.实验结果表明, CPCA方法

对DTW和 PD匹配模型均具有较好的适用性,而不适

用于 SVD匹配模型.
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