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摘 要: 二型模糊集的质心计算称为降型,目前的降型方法大多计算成本较高,其中EKM (Enhanced Karnik-Mendel)

法可计算区间二型模糊集的质心. 然而,由于EKM算法中求取切换点的初始化方法还不完善,计算时间较长,使其在

实际应用中受到一定限制.对此,提出一种新的改进EKM法,对原有方法进行了两处改进: 更改切换点的初始化条件

和改进查找切换点的方法. 所提出的方法可实现向上和向下搜索,计算量大大减小,降型更有效. 仿真结果验证了新

的改进EKM法的有效性.

关键词: 区间二型模糊集；降型；EKM法；新的改进EKM法

中图分类号: TP273 文献标志码: A

Improvement of enhanced Karnik-Mendel algorithm for interval type-2
fuzzy sets
WANG Jian-hui, JI Wen, FANG Xiao-ke, GU Shu-sheng
(College of Information Science and Engineering，Northeastern University，Shenyang 110819，China．Correspondent:

JI Wen，E-mail：jw161@163.com)

Abstract: Type reduction is the work of computing the centroid of a type-2 fuzzy set. At present, most of type reduction

methods have high computational cost. The enhanced Karnik-Mendel(EKM) algorithm can compute the centroid of an

interval type-2 fuzzy set efficiently. However, the initialization of the switch point in the EKM algorithm is not a good

one, and the computation time is long, which makes a limit on the application in real system. In view of these problems,

a novel improved EKM algorithm is developed for improving the EKM algorithm. The proposed algorithm provides two

improvements on the EKM algorithm. Firstly, the initialization conditions of switch points are changed. Then, the method of

searching for switch points is improved, in which can search upward and downward. The number of computations involved

is greatly reduced and type reduction can be done much more efficiently. The simulation results show the effectiveness of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

在模糊系统中,一型模糊集已广泛地应用于各个

领域[1-3],其不确定性用 [0, 1]之间的数字表示. 然而,

一型模糊集的隶属度函数是完全精确的. 二型模糊

集[4]是一型模糊集的扩展,其隶属函数是一型模糊集.

二型模糊集因其维数的扩展和自由度的提高已受到

学者的广泛关注,在实际系统应用中取得了很多成果,

如自动控制[5-6]、模式识别[7-8]、数据分类[9-10]、函数逼

近[11]、医学应用[12]等. 但是,由于二型模糊集的结构

复杂, 计算量大,这些应用中绝大多数是采用二型模

糊集的简化—–区间二型模糊集,其隶属度值为一确

定区间而非函数.

降型用于计算二型模糊集的质心,是二型模糊推

理中的主要运算.二型模糊系统是由二型模糊集表示

的二型模糊规则组成. 通常,二型模糊系统的输出为

二型模糊集. 因此,需要对其进行降型处理,将其降型

为一型模糊集,然后通过解模糊化将一型模糊集转化

为精确值.目前越来越多的学者关注于二型模糊系统

研究.然而, 与解模糊化相比降型更耗时, 因此, 高效

的降型方法非常重要.

目前, 降型方法主要有以下几种: Liu[13]提出的

利用𝛼截集将二型模糊集分解为区间二型模糊集合,
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并应用Karnik-Mendel (KM)算法对各个区间二型模

糊集合进行降型. Coupland等[14]提出的基于几何的

解模糊化方法, 其速度快于基于降型的方法, 但其模

糊集合的形式具有一定的局限性. Lucas等[15]计算

每个垂直面的质心, 并将计算所获得的质心集合相

结合, 形成降型集. Tan等[16]引入一个等价一型模糊

集的概念, 利用等价一型模糊集的集合代替二型模

糊集, 使得降型简化为如何选取等价一型模糊集合.

Wu等[17]利用𝛼截面表示法和区间二型模糊集的有

用特性,提出了一种计算二型模糊集质心的快速方法,

使得所涉及的计算量大大减小. Wu等[18]提出的改进

KM法 (EKM),降低了降型计算成本. 然而, EKM法存

在求取切换点的初始化方法不够完善和迭代速度较

慢的不足. 对此,本文对EKM法加以改进,提出一种

新的改进EKM法,仿真结果表明了该方法的有效性.

1 基基基础础础知知知识识识

1.1 二二二型型型模模模糊糊糊集集集

连续论域𝑋上的二型模糊集𝐴可以表示为

𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

w
𝑢∈𝐽𝑥

𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)/(𝑥, 𝑢) =w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑢∈𝐽𝑥

𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)/𝑢
]/

𝑥. (1)

其中: 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) ∈ [0, 1]是集合的三维隶属度函数; 𝑢 ∈
𝐽𝑥是主隶属度值, 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1]是𝑢的范围; 𝜇𝐴(𝑥) =w
𝑢∈𝐽𝑥

𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)/𝑢是次隶属度函数; 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)/(𝑥, 𝑢)表

示论域中的元素 (𝑥, 𝑢)与其隶属度𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)之间的对

应关系;
w w
表示所有𝑥和𝑢的并集. 如果论域𝑋是

离散的,则用
∑
取代

w
.

1.2 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊集集集

在二型模糊集合中,若对于 ∀𝑥 ∈ 𝑋及𝑢 ∈ 𝐽𝑥,次

隶属度值均为 1,则称𝐴为区间二型模糊集,即

𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

w
𝑢∈𝐽𝑥

1/(𝑥, 𝑢) =
w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑢∈𝐽𝑥

1/𝑢
]/

𝑥.

(2)

若𝑋是离散集合, 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁}, 𝑥1 ⩽
𝑥2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥𝑁 ; 𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐴(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝐴(𝑥𝑁 )分别为

[𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥1)], [𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥2)], ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑓(𝑥𝑁 ), 𝑓(𝑥𝑁 )]等区

间, 𝑓(𝑥𝑖), 𝑓(𝑥𝑖)分别为𝑥𝑖的下隶属度函数和上隶属

度函数,则区间二型模糊集𝐴的质心𝐶𝐴为

𝐶𝐴 = 1/[𝑐, 𝑐]. (3)

其中

𝑐 =

𝐿∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝐿+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝐿∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝐿+1

𝑓(𝑥𝑖)

, (4)

𝑐 =

𝑅∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑅+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑅∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑅+1

𝑓(𝑥𝑖)

, (5)

𝑥𝐿 ⩽ 𝑐 < 𝑥𝐿+1, (6)

𝑥𝑅 ⩽ 𝑐 < 𝑥𝑅+1, (7)

𝐿和𝑅分别称为 𝑐和 𝑐的左切换点和右切换点. 若𝑋

为连续论域,则在求解质心之前需先对论域进行采样

处理.

1.3 EKM算算算法法法

由 1.2节可知, 区间二型模糊集的质心计算 (降

型)即是 𝑐和 𝑐的计算. 目前已有很多降型算法, 其中

Wu等[18]提出的EKM (Enhanced Karnik-Mendel)法可

有效计算区间二型模糊集的质心. 𝑐和 𝑐的计算过程

分别如以下算法 1和算法 2所示.

算法 1 利用EKM计算 𝑐.

Step 1: 设 𝑘 = [𝑁/2.4] (最靠近𝑁/2.4的整数);

Step 2: 计算

𝑎 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖);

Step 3: 计算

𝑏 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑓(𝑥𝑖);

Step 4: 查找 𝑘′,使其满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1;

Step 5: while 𝑘′ ∕= 𝑘;

Step 6: 计算 𝑠 = sign(𝑘′ − 𝑘);

Step 7: 更新

𝑎← 𝑎+ 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 8: 更新

𝑏← 𝑏+ 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 9: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 10: 查找 𝑘′,使其满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1;

Step 11: end while;

Step 12: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝐿 = 𝑘.

算法 2 利用EKM计算 𝑐.

Step 1: 设 𝑘 = [𝑁/1.7] (最靠近𝑁/1.7的整数);

Step 2: 计算

𝑎 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖);
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Step 3: 计算

𝑏 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑓(𝑥𝑖);

Step 4: 查找 𝑘′,使其满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1;

Step 5: while 𝑘′ ∕= 𝑘;

Step 6: 计算 𝑠 = sign(𝑘′ − 𝑘);

Step 7: 更新

𝑎← 𝑎− 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 8: 更新

𝑏← 𝑏− 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 9: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 10: 查找 𝑘′,使其满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1;

Step 11: end while;

Step 12: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝑅 = 𝑘.

2 EKM法法法的的的改改改进进进
在EKM法中, 查找满足条件的 𝑘′时, 总是从下

标为 1开始向上搜索,这样使得每次迭代过程的比较

时间较长; 同时, EKM法的初始化方法不够完善. 针

对这些不足,本文对EKM法进行改进,提出一种新的

改进EKM法用于降型处理. 首先给出区间二型模糊

集的几个重要性质.

2.1 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊集集集的的的性性性质质质

性质 1 对于一给定的正整数 𝑘,如果𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘),

则 𝑘 > 𝐿.

证证证明明明 用反证法证明. 假设对于一给定的正整

数 𝑘,如果𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘),则有 𝑘 ⩽ 𝐿成立.

1)如果 𝑘 = 𝐿,则有𝑥𝑘 = 𝑥𝐿,由式 (6)可知, 𝑥𝑘 =

𝑥𝐿 ⩽ 𝑐 = 𝑐(𝐿),其与已知条件𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘)相矛盾.

2)如果 𝑘 < 𝐿,则由 1.2节可知𝑥𝑘 < 𝑥𝐿,由式 (6)

可知𝑥𝑘 < 𝑥𝐿 ⩽ 𝑐 = 𝑐(𝐿). 又因为 𝑐(𝐿)是 𝑐(𝑘)的最小

值,则有 𝑐(𝐿) ⩽ 𝑐(𝑘) ,所以可得𝑥𝑘 ⩽ 𝑐(𝑘) ,其与已知

条件𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘)相矛盾.

综上可知, 对于一给定的正整数 𝑘, 如果𝑥𝑘 >

𝑐(𝑘),则 𝑘 > 𝐿. □

性质 2 对于一给定的正整数 𝑘, 如果𝑥𝑘+1 ⩽
𝑐(𝑘),则 𝑘 < 𝐿.

证证证明明明 首先假设对于一给定的正整数 𝑘, 如果

𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘),则有 𝑘 ⩾ 𝐿成立. 若要证明该假设不成

立, 则需要证明当 𝑘 ⩾ 𝐿时, 有𝑥𝑘+1 > 𝑐(𝑘)成立. 下

面利用归纳法进行证明.

1)如果 𝑘 = 𝐿,则有𝑥𝑘+1 = 𝑥𝐿+1,由式 (6)可知,

有𝑥𝑘+1 > 𝑐(𝑘) = 𝑐(𝐿)成立.

2)假设 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘+1成立,令

𝑎 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖),

𝑏 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑓(𝑥𝑖),

Δ = 𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘+1),

则有

𝑐(𝑘) =
𝑎

𝑏
< 𝑥𝑘+1 =

𝑥𝑘+1Δ

Δ
, (8)

𝑎+ 𝑥𝑘+1Δ

𝑏+Δ
< 𝑥𝑘+1. (9)

又因
𝑎+ 𝑥𝑘+1Δ

𝑏+Δ
= 𝑐(𝑘 + 1), (10)

且𝑥𝑘+1 < 𝑥𝑘+2,所以由式 (9)可知, 𝑐(𝑘+1) < 𝑥𝑘+2成

立.

由 1)和 2)可知,如果 𝑘 ⩾ 𝐿,则有𝑥𝑘+1 > 𝑐(𝑘)成

立,这与原假设已知条件𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘)相矛盾. 因此可

得对于一给定的正整数 𝑘, 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘), 则 𝑘 <

𝐿. □

性质 3 对于一给定的正整数 𝑘,如果𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘),

则 𝑘 > 𝑅.

性质 3的证明过程与性质 2的证明相似,此略.

性质 4 对于一给定的正整数 𝑘, 如果𝑥𝑘+1 ⩽
𝑐(𝑘),则 𝑘 < 𝑅.

性质 4的证明与性质 1的证明相似,此略.

2.2 新新新的的的改改改进进进EKM法法法

在算法 1中, 左切换点的初始化条件为 𝑘 = [𝑁/

2.4],其中 [𝑁/2.4]在数学意义上表示不超过𝑁/2.4的

最大整数, 这与算法 1中表示最靠近𝑁/2.4的整数不

一致;而且,当𝑁分别等于 6、18、30、42、54、66时,对

应的𝑁/2.4等于 2.5、7.5、12.5、17.5、22.5、27.5. 则据

算法 1可知, 对应的 [𝑁/2.4]的值可能为 2或 3、7或

8、12或 13、17或 18、22或 23、27或 28, 即 [𝑁/2.4]的

值不能确定. 为此, 本文将EKM法中算法 1和算法 2

的切换点的初始化条件改为

𝑘 = Round(𝑁/2.4, 0), (11)

𝑘 = Round(𝑁/1.7, 0), (12)

其中Round(𝑥, 0)表示对𝑥进行四舍五入取整, 可简

写为Round(𝑥). 则式 (11)和 (12)可分别写成

𝑘 = Round(𝑁/2.4), (13)

𝑘 = Round(𝑁/1.7). (14)

此时,式 (13)和 (14)可以保证初始化值为一确定值.

同时,在EKM算法中,查找满足条件的 𝑘′时,总

是从下标为 1开始向上搜索,这样使得每次迭代过程
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的比较时间较长. 为此Wu等[17]提出了改进的EKM

法并取得了一定的效果,但该算法的比较时间仍然较

长. 因此, 本文据区间二型模糊集本身特性, 对EKM

法的查找切换点的方法进行了改进,从当前值开始查

找,向上或向下搜索以找到满足条件的 𝑘′.

通过对EKM法的初始条件和查找切换点的方法

等两处改进,形成了一种新的改进EKM法,该方法可

实现向上和向下搜索, 并减少了计算时的比较次数,

其基本算法如后面的算法 3和算法 4所示. 下面对新

的改进EKM法进行详细说明.

1) 计算 𝑐. 首先按式 (13)对 𝑘进行初始化, 然后

查找满足条件的 𝑘′. 为了减少比较时间,在查找 𝑘′时

先将当前值 𝑐(𝑘)与𝑥𝑘和𝑥𝑘+1进行比较,可能有𝑥𝑘 >

𝑐(𝑘)、𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘)、𝑥𝑘 ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘+1三种情况.

① 当𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘)时, 由性质 1可知 𝑘 > 𝐿. 此时

判断当前值 𝑐(𝑘) 与𝑥Round(𝑘/2)和𝑥Round(𝑘/2)+1的关

系,可能有𝑥Round(𝑘/2) > 𝑐(𝑘)、𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑐(𝑘)、

𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥Round(𝑘/2)+1三种情形.

i)当𝑥Round(𝑘/2) > 𝑐(𝑘)时,从Round(𝑘/2)− 1开

始向下搜索至 1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

ii) 当𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑐(𝑘)时, 从Round(𝑘/2) +

1开始向上搜索至 𝑘 − 1, 以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑐(𝑘) <

𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

iii)当𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥Round(𝑘/2)+1时, 𝐿 =

Round(𝑘/2).

②当𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘)时,由性质 2可知 𝑘 < 𝐿. 此时

判断当前值与𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)和𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1的

关系,可能有𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)>𝑐(𝑘)、𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1

⩽ 𝑐(𝑘)、𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1三

种情形.

i) 当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) > 𝑐(𝑘)时, 从Round((𝑘 +

𝑁)/2) − 1开始向下搜索至 𝑘 + 1, 以查找满足𝑥𝑘′ ⩽
𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

ii) 当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1 ⩽ 𝑐(𝑘)时, 从Round((𝑘

+𝑁)/2)+1开始向上搜索至𝑁−1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽
𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

iii)当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)⩽𝑐(𝑘)<𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1

时, 𝐿 = Round((𝑘 +𝑁)/2).

③当𝑥𝑘 ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘+1时, 𝐿 = 𝑘.

本文所提出的用于计算 𝑐的算法如算法 3所示.

算法 3 利用新的改进EKM法计算 𝑐.

Step 1: 设 𝑘 = Round(𝑁/2.4);

Step 2: 计算

𝑎 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖);

Step 3: 计算

𝑏 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑓(𝑥𝑖);

Step 4: 如果𝑥𝑘 > 𝑎/𝑏且𝑥Round(𝑘/2) > 𝑎/𝑏时,则

转 Step 5;

Step 5: 从Round(𝑘/2) − 1开始向下搜索至 1,以

查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 6: 如果𝑥𝑘 > 𝑎/𝑏且𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑎/𝑏时,

则转 Step 7;

Step 7: 从Round(𝑘/2)+1开始向上搜索至 𝑘− 1,

以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 8: 如果𝑥𝑘 > 𝑎/𝑏且𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑎/𝑏 <

𝑥Round(𝑘/2)+1时,则转Step 9;

Step 9: 返回 𝑐= 𝑎/𝑏, 𝐿= Round(𝑘/2),转Step 18;

Step 10: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) >

𝑎/𝑏时,则转 Step 11;

Step 11:从Round((𝑘+𝑁)/2)−1开始向下搜索至
𝑘+1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 12: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1 ⩽
𝑎/𝑏时,则转 Step 13;

Step 13:从Round((𝑘+𝑁)/2)+1开始向上搜索至

𝑁−1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 14: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) ⩽
𝑎/𝑏 < 𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1时,则转 Step 15;

Step 15: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝐿 = Round((𝑘 +𝑁)/2),

转 Step 18;

Step 16: 如果𝑥𝑘 ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘+1时,则转Step 17;

Step 17: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝐿 = 𝑘,转Step 18;

Step 18: 计算 𝑠 = sign(𝑘′ − 𝑘);

Step 19: 更新

𝑎← 𝑎+ 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 20: 更新

𝑏← 𝑏+ 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 21: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 22: 从 𝑘开始向下搜索至 1, 以查找满足𝑥𝑘′

⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

Step 23: while 𝑘′ ∕= 𝑘;

Step 24: 更新

𝑎← 𝑎−
𝑘∑

𝑖=𝑘′+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 25: 更新
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𝑏← 𝑏−
𝑘∑

𝑖=𝑘′+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 26: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 27: 从 𝑘开始向下搜索至 1, 以查找满足𝑥𝑘′

⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

Step 28: end while;

Step 29: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝐿 = 𝑘,终止计算.

至此,完成了 𝑐的计算.

2) 计算 𝑐. 首先按式 (14)对 𝑘进行初始化, 然后

查找满足条件的 𝑘′. 为了减少比较时间,在查找 𝑘′时

先将当前值 𝑐(𝑘)与𝑥𝑘和𝑥𝑘+1进行比较,可能有𝑥𝑘 >

𝑐(𝑘)、𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘)、𝑥𝑘 ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘+1三种情况.

① 当𝑥𝑘 > 𝑐(𝑘)时, 由性质 3可知 𝑘 > 𝑅. 此时

判断当前值 𝑐(𝑘)与𝑥Round(𝑘/2)和𝑥Round(𝑘/2)+1的关

系,可能有𝑥Round(𝑘/2) > 𝑐(𝑘)、𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑐(𝑘)、

𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥Round(𝑘/2)+1三种情形.

i)当𝑥Round(𝑘/2) > 𝑐(𝑘)时,从Round(𝑘/2)− 1开

始向下搜索至 1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

ii) 当𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑐(𝑘)时, 从Round(𝑘/2) +

1开始向上搜索至 𝑘 − 1, 以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑐(𝑘) <

𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

iii)当𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑐(𝑘)<𝑥Round(𝑘/2)+1时, 𝑅 =

Round(𝑘/2).

②当𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑐(𝑘)时,由性质 4可知 𝑘 < 𝑅. 此时

判断当前值与𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)和𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1的

关系,可能有𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)>𝑐(𝑘)、𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1

⩽ 𝑐(𝑘)、𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)⩽ 𝑐(𝑘)<𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1三

种情形.

i) 当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) > 𝑐(𝑘)时, 从Round((𝑘 +

𝑁)/2) − 1开始向下搜索至 𝑘 + 1, 以查找满足𝑥𝑘′ ⩽
𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

ii)当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1⩽ 𝑐(𝑘)时,从Round((𝑘+

𝑁)/2) + 1开始向上搜索至𝑁 − 1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽
𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

iii) 当𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1

时, 𝑅 = Round((𝑘 +𝑁)/2).

③当𝑥𝑘 ⩽ 𝑐(𝑘) < 𝑥𝑘+1时, 𝑅 = 𝑘.

本文所提出的用于计算 𝑐的算法如算法 4所示.

算法 4 利用新的改进EKM法计算 𝑐.

Step 1: 设 𝑘 = Round(𝑁/1.7);

Step 2: 计算

𝑎 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖);

Step 3: 计算

𝑏 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑖=𝑘+1

𝑓(𝑥𝑖);

Step 4: 如果𝑥𝑘 > 𝑎/𝑏且𝑥Round(𝑘/2) > 𝑎/𝑏时,则

转 Step 5;

Step 5: 从Round(𝑘/2) − 1开始向下搜索至 1,以

查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 6: 若𝑥Round(𝑘/2)+1 ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘,则转 Step 7;

Step 7: 从Round(𝑘/2)+1开始向上搜索至 𝑘− 1,

以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 8: 如果𝑥𝑘 > 𝑎/𝑏且𝑥Round(𝑘/2) ⩽ 𝑎/𝑏 <

𝑥Round(𝑘/2)+1时,则转Step 9;

Step 9: 返回 𝑐= 𝑎/𝑏, 𝑅= Round(𝑘/2),转 Step 18;

Step 10: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) >

𝑎/𝑏时,则转 Step 11;

Step 11:从Round((𝑘+𝑁)/2)−1开始向下搜索至
𝑘 + 1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 12: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1 ⩽
𝑎/𝑏时,则转 Step 13;

Step 13:从Round((𝑘+𝑁)/2)+1开始向上搜索至

𝑁 −1,以查找满足𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′,转 Step 18;

Step 14: 如果𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑎/𝑏且𝑥Round((𝑘+𝑁)/2) ⩽
𝑎/𝑏 < 𝑥Round((𝑘+𝑁)/2)+1时,则转 Step 15;

Step 15: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝑅 = Round((𝑘 +𝑁)/2),

转 Step 18;

Step 16: 如果𝑥𝑘 ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘+1时,则转Step 17;

Step 17: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝑅 = 𝑘,转 Step 18;

Step 18: 计算 𝑠 = sign(𝑘′ − 𝑘);

Step 19: 更新

𝑎← 𝑎− 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 20: 更新

𝑏← 𝑏− 𝑠

max{𝑘′,𝑘}∑
𝑖=min{𝑘′,𝑘}+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 21: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 22: 从 𝑘开始向上搜索至𝑁 − 1,以查找满足

𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

Step 23: while 𝑘′ ∕= 𝑘;

Step 24: 更新

𝑎← 𝑎−
𝑘′∑

𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));

Step 25: 更新

𝑏← 𝑏−
𝑘′∑

𝑖=𝑘+1

(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑓(𝑥𝑖));
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Step 26: 更新 𝑘 ← 𝑘′;

Step 27: 从 𝑘开始向上搜索至𝑁 − 1,以查找满足

𝑥𝑘′ ⩽ 𝑎/𝑏 < 𝑥𝑘′+1的 𝑘′;

Step 28: end while;

Step 29: 返回 𝑐 = 𝑎/𝑏和𝑅 = 𝑘,终止计算.

下面给出一个例子来说明新的改进EKM法与

EKM法和改进EKM法的不同.假设𝐴为集合𝑋上的

二型模糊集,其中𝑋 = {𝑥1 = 0, 𝑥2 = 2, 𝑥3 = 4, 𝑥4 =

6, 𝑥5 = 8, 𝑥6 = 10}. 其对应的区间分别为
[𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥1)] = [0.108 3, 0.119 1],

[𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥2)] = [0.485 2, 0.533 7],

[𝑓(𝑥3), 𝑓(𝑥3)] = [0.800 0, 0.880 0],

[𝑓(𝑥4), 𝑓(𝑥4)] = [0.485 2, 0.533 7],

[𝑓(𝑥5), 𝑓(𝑥5)] = [0.121 3, 0.145 6],

[𝑓(𝑥6), 𝑓(𝑥6)] = [0.027 1, 0.032 5].

由上可知𝑁 = 6. 下面给出用EKM法、改进EKM法

和新的改进EKM法计算 𝑐和 𝑐的不同.

1) EKM法计算如下.

①计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化,得 𝑘 = [𝑁/2.4] = [6/2.4] =

2,则有

𝑎 =

2∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=3

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.420 0,

𝑏 =

2∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=3

𝑓(𝑥𝑖) = 2.086 4.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.035 7 < 𝑥4,则有 𝑘′ = 3. 此时

进行 4次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥1、𝑥2、𝑥3、𝑥4进行比较.

因 𝑘′ > 𝑘,故 𝑠 = 1. 此时进行一次迭代, 𝑎、𝑏和 𝑘分别

更新为

𝑎 = 8.420 0 + 𝑥3(𝑓(𝑥3)− 𝑓(𝑥3)) = 8.740 0,

𝑏 = 2.086 4 + (𝑓(𝑥3)− 𝑓(𝑥3)) = 2.166 4,

𝑘 = 3.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.034 3 < 𝑥4, 有 𝑘′ = 3. 此时进行

4次比较, 分别是 𝑎/𝑏与𝑥1、𝑥2、𝑥3、𝑥4进行比较. 因

𝑘′ = 𝑘 = 3,故 𝑐 = 4.034 3, 𝐿 = 3,终止计算.

②计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化,得 𝑘 = [𝑁/1.7] = [6/1.7] =

4,则有

𝑎 =

4∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.571 4,

𝑏 =

4∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑓(𝑥𝑖) = 2.056 8.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.167 3 < 𝑥4, 有 𝑘′ = 3. 此时

进行 4次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥1、𝑥2、𝑥3、𝑥4进行比较.

因 𝑘′ < 𝑘,故 𝑠 = −1. 此时进行一次迭代, 𝑎、𝑏和 𝑘分

别更新为

𝑎 = 8.571 4 + 𝑥4(𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 8.862 4,

𝑏 = 2.056 8 + (𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 2.105 3,

𝑘 = 3.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.209 6 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进行 4

次比较, 分别是 𝑎/𝑏与𝑥1、𝑥2、𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′

= 𝑘 = 3,故 𝑐 = 4.209 6, 𝑅 = 3,终止计算.

利用EKM法计算 𝑐和 𝑐共需比较次数为 4 + 4 +

4 + 4 = 16.

2)改进EKM法计算如下.

① 计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化,得 𝑘 = [𝑁/2.4] = [6/2.4] =

2,则有

𝑎 =

2∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=3

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.420 0,

𝑏 =

2∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=3

𝑓(𝑥𝑖) = 2.086 4.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.035 7 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进

行 2次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ > 𝑘,

故 𝑠 = 1. 此时进行一次迭代, 𝑎、𝑏和 𝑘分别更新为

𝑎 = 8.420 0 + 𝑥3(𝑓(𝑥3)− 𝑓(𝑥3)) = 8.740 0,

𝑏 = 2.086 4 + (𝑓(𝑥3)− 𝑓(𝑥3)) = 2.166 4,

𝑘 = 3.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.034 3 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进行 2

次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ = 𝑘 = 3,

故 𝑐 = 4.034 3, 𝐿 = 3,终止计算.

②计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化,得 𝑘 = [𝑁/1.7] = [6/1.7] =

4,则有

𝑎 =

4∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.571 4,

𝑏 =

4∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑓(𝑥𝑖) = 2.056 8.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.167 3 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进

行 2次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ < 𝑘,

故 𝑠 = −1. 此时进行一次迭代, 𝑎、𝑏和 𝑘分别更新为

𝑎 = 8.571 4 + 𝑥4(𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 8.862 4,

𝑏 = 2.056 8 + (𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 2.105 3,

𝑘 = 3.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.209 6 < 𝑥4, 有 𝑘′ = 3. 此时进行

2次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ = 𝑘 =
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3,故 𝑐 = 4.209 6, 𝑅 = 3,终止计算.

利用改进EKM法计算 𝑐和 𝑐共需比较次数为 2+

2 + 2 + 2 = 8.

3)新的改进EKM法计算如下.

①计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化, 得 𝑘 = Round(𝑁/2.4) =

Round(6/2.4) = 3,则有

𝑎 =

3∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=4

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.740 0,

𝑏 =

3∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=4

𝑓(𝑥𝑖) = 2.166 4.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.034 3 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进

行 2次比较, 分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ =

𝑘 = 3,故 𝑐 = 4.034 3, 𝐿 = 3,终止计算.

②计算 𝑐.

首先对 𝑘进行初始化, 得 𝑘 = Round(𝑁/1.7) =

Round(6/1.7) = 4,则有

𝑎 =

4∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 8.571 4,

𝑏 =

4∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) +

6∑
𝑖=5

𝑓(𝑥𝑖) = 2.056 8.

由于𝑥Round(4/2)+1 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.167 3 < 𝑥4,有 𝑘′ =

3. 此时进行 2次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较.

因 𝑘′ < 𝑘,故 𝑠 = −1. 此时进行一次迭代, 𝑎、𝑏和 𝑘分

别更新为

𝑎 = 8.571 4 + 𝑥4(𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 8.862 4,

𝑏 = 2.056 8 + (𝑓(𝑥4)− 𝑓(𝑥4)) = 2.105 3,

𝑘 = 3.

由于𝑥3 ⩽ 𝑎/𝑏 = 4.209 6 < 𝑥4,有 𝑘′ = 3. 此时进行 2

次比较,分别是 𝑎/𝑏与𝑥3、𝑥4进行比较. 因 𝑘′ = 𝑘 = 3,

故 𝑐 = 4.209 6, 𝑅 = 3,终止计算.

利用新的改进EKM法计算 𝑐和 𝑐共需比较次数

为 2 + 2 + 2 = 6.

由以上 3种方法对质心的计算可知, 改进EKM

法和新的改进EKM法的比较量均小于EKM法,且新

的改进EKM法的比较量最小.

3 仿仿仿真真真实实实验验验

为了验证新的改进EKM法的性能, 利用Matlab

R2009a进行仿真, 其中计算机的处理器为 1.86 GHz,

内存为 0.99 GB. 因为 𝑐和 𝑐的计算相近, 所以在仿真

实验中只考虑 𝑐的计算.

首先选取定义域𝑋为 [0, 1], 在定义域内均匀采

样𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁), 采样数为𝑁 , 𝑁有 54个值,即

𝑁 ∈ {3, 4, 5, ⋅ ⋅ ⋅ , 19, 20, 25, 30, ⋅ ⋅ ⋅ , 195, 200}. 对于每

一个𝑁值,利用Matlab函数 rand (1 000, 2)产生 1 000

对 {𝑓(𝑥𝑖), 𝑓(𝑥𝑖)},并保证 𝑓(𝑥𝑖) ⩽ 𝑓(𝑥𝑖),如果 𝑓(𝑥𝑖) >

𝑓(𝑥𝑖), 则将二者值进行互换. 对于每个𝑁计算 1 000

次, 以求取计算 𝑐时所需的平均时间. 为了验证新

的改进EKM法的有效性, 分别利用EKM法、改进

EKM法 (IEKM)和新的改进EKM法 (Novel IEKM)计

算 𝑐,其所需平均时间如图 1所示.

0 50 100 150 200
N

0.5

1.0

1.5

av
er

ag
e

co
m

p
u

ta
ti

o
n

ti
m

e
/1

0
s

-3

EKM
Novel IEKM
IEKM

图 1 利用不同方法计算 𝑐的平均时间

由图 1可知, 对于不同的计算方法而言, 随着𝑁

的不断增加, 计算时间均增大. 而且, 新的改进EKM

法所需计算时间增长速度最慢, EKM法的增长速度

最快. 对于相同的𝑁而言, 新的改进EKM法计算时

间最短, EKM法计算时间最长, 改进EKM法介于二

者之间.

新的改进EKM法相对于EKM法和改进EKM

法所减少的时间百分比如图 2所示,减少的时间百分

比为 100%× (𝑡𝑜 − 𝑡𝑛)/𝑡𝑜. 其中: 𝑡𝑜为EKM法或改进

EKM法的平均计算时间, 𝑡𝑛为新的改进EKM法的

平均计算时间. 由图 2可知, 相对于EKM法和改进

EKM法,新的改进EKM法的减少的时间百分比随着

𝑁的增大而增大. 当𝑁 ∈ [3, 200]时, 新的改进EKM

法的平均计算时间相对于EKM法和改进EKM法分

别减少了 [11%, 91%]和 [5.2%, 50%].
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图 2 新的改进EKM法相对于EKM法或

改进EKM法的减少时间百分比

由图 1和图 2可知, 与EKM法和改进EKM法相

比,新的改进EKM法计算时间最短,可大大减少计算

𝑐的时间,即新的改进EKM法可有效降低降型成本.
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当选取二型模糊集𝐴的定义域𝑋为 [0, 10],在定

义域内均匀采样, 𝑁 = 100时, 上隶属度函数和下隶

属度函数分别为

𝑓(𝑥) = exp
(
− (𝑥− 3)2

8

)
,

𝑓(𝑥) = 0.5 exp
(
− (𝑥− 3)2

2

)
.

利用EKM法、改进EKM法 (IEKM)和新的改进

EKM法 (Novel IEKM)计算 𝑐,其结果如表 1所示.

表 1 利用不同方法计算 𝑐的结果

方法 𝐿 𝑐 𝑡/s

EKM法 24 1.619 3 0.001 7

IEKM法 24 1.619 3 5.867 4 × 10−4

Novel IEKM法 24 1.619 3 5.378 7 × 10−4

由表 1可知,利用 3种方法均可获得相同的结果,

𝐿 = 24, 𝑐 = 1.619 3,其中新的改进EKM法计算时间

最短.

从图 1、图 2和表 1可知,与EKM法和改进EKM

法相比,随着𝑁的增加,新的改进EKM法的计算时间

增长速度最慢、计算时间最短、计算效率最高, 可有

效降低降型成本.

4 结结结 论论论

本文利用区间二型模糊集的特性对EKM法进行

改进,形成了一种新的改进EKM降型方法. 所提出的

新的改进EKM法相对于EKM法和改进的EKM法,

计算量最小. 仿真实验验证了新的改进EKM法的有

效性,所涉及的计算量大大减小,迭代速度加快,降型

更有效.
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