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摘 要: 高斯过程回归是基于贝叶斯理论和统计学习理论发展起来的一种全新机器学习方法,适于处理高维数、小

样本和非线性等复杂回归问题.在阐述该方法原理的基础上,分析了其存在的计算量大、噪声必须服从高斯分布等

问题,给出了改进方法. 与神经网络和支持向量机相比,该方法具有容易实现、超参数自适应获取以及输出具有概率

意义等优点,方便与预测控制、自适应控制、贝叶斯滤波等相结合.最后总结了其应用情况并展望了未来发展方向.
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Abstract: Gaussian process regression(GPR) is a new machine learning method by the context of Bayesian theory and

statistical learning theory. It provides a flexible framework for probabilistic regression and is widely used to solve the

high-dimensional, small-sample or nonlinear regression problems. Its principle is introduced in the function-space view and

several limitations such as computational difficulties for large data sets and restrictive modelling assumptions for complex

data sets are discussed. Several improved approaches for these limitations are summarized. GPR is simple to implement,

flexible to nonparameter infer and self-adaptive to determinate hyperparameters in comparison with neural network and

support vector machines. The attractive feature that GPR models provide Gaussian uncertainty estimates for their predictions

allows them to be seamlessly incorporated into predictive control, adaptive control and Bayesian filtering techniques. Finally,

its applications are given and future research trends are prospected.
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0 引引引 言言言

机器学习是当前计算机科学和信息科学中一个

重要的前沿领域, 与模式识别和统计推断密切相关,

正逐渐为各领域学者所重视.它是一门多学科交叉研

究,研究内容和应用领域极其广泛,几乎囊括了所有

人类认知领域. 机器学习问题大体可以分为三大类:

监督学习、无监督学习和强迫学习.根据经验数据 (训

练集)来学习输入-输出之间的映射关系,使得给定新

的输入便可得到相应的输出值(即预测值),即为监督

学习问题.根据输出值的类型,可以分为回归问题 (输

出为连续的)和分类问题 (输出为离散的). 其中,回归

问题可以数学描述如下:

假设有训练集𝐷 = {(𝒙𝑖, 𝑦𝑖)∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛} =

(𝑋,𝒚). 其中: 𝒙𝑖 ∈ 𝑅𝑑为 𝑑维输入矢量, 𝑋 = [𝒙1, 𝒙2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝒙𝑛]为 𝑑× 𝑛维输入矩阵, 𝑦𝑖 ∈ 𝑅为相应的输出标

量, 𝒚为输出矢量. 回归的任务是根据训练集学习输

入𝑋与输出𝒚之间的映射关系 (𝑓(⋅) : 𝑅𝑑 7→ 𝑅),预测

出与新测试点𝒙∗对应的最可能输出值 𝑓(𝒙∗).

在监督学习中, 通常采用两类方法来确定映射

函数. 第 1类是参数化回归, 即假设训练数据是通过

一个由参数𝒘定义的函数 𝑓(𝒙;𝒘)产生得到的. 此时,

函数映射 𝑓(𝒙; ⋅ )和特定参数集𝒘共同定义了参数

化模型, 而参数化回归即是寻找一组使数据得到“最

好”诠释的参数. 该方法引入了一个新的问题:如何判
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断一个模型是最好的,或者一个模型比另一个模型更

好?一种方法是寻找一组能使某一损失函数𝐿(𝒘)最

小化的参数. 通常采用的损失函数为二次损失函数,

典型的例子有最小二乘多项式回归、最小二乘BP神

经网络等. 这种方法存在明显的缺陷:仅致力于在训

练集上降低模型误差. 若为了降低模型误差而一味增

加模型复杂度,则易导致过拟合,尽管在训练集上回

归精度较高, 但其泛化能力或预测性能不佳.为了避

免过拟合,可以使用一个相对简单的模型, 它忽略了

复杂特征和噪声,相对比较平滑. 但是模型过于简单

也会造成预测性能差. 另一种方法是极大似然法,它

不需要损失函数. 首先由假定的噪声分布得到训练集

的联合概率密度 (即似然函数),再通过寻找使似然函

数最大化的参数𝒘来获得回归模型. 如果噪声分布满

足高斯分布,则通过比较似然函数和二次损失函数不

难发现,该似然函数的负对数与二次损失函数成一定

比例关系,因而表明了这两种方法在本质上是一样的.

为了避免过拟合, 可以采用第 2类方法, 即贝叶

斯回归. 该方法定义了一个函数分布,赋予每一种可

能的函数一个先验概率,可能性越大的函数, 其先验

概率越大.但是可能的函数往往为一个不可数集, 即

有无限个可能的函数. 随之引入一个新的问题:如何

在有限的时间内对这些无限的函数进行选择?一种有

效的解决方法即是高斯过程回归 (GPR).

GPR是近年发展起来的一种机器学习回归方法,

它有着严格的统计学习理论基础,对处理高维数、小

样本、非线性等复杂的问题具有很好的适应性,且泛

化能力强. 与神经网络、支持向量机相比, GPR具有

容易实现、超参数自适应获取、非参数推断灵活以及

输出具有概率意义等优点, 在国外发展很快, 并取得

了许多研究成果,现已成为国际机器学习领域的研究

热点[1-3];近几年也逐步得到国内学者的重视,在许多

领域得到了成功应用[4-6]. 本文将首先阐述GPR的基

本原理,对GPR存在的主要问题进行探讨,总结了相

应的改进方法. 最后对GPR的应用进行了总结并指

出其未来发展趋势.

1 高高高斯斯斯过过过程程程回回回归归归原原原理理理

1.1 预预预 测测测

从函数空间角度出发, 定义一个高斯过程 (GP)

来描述函数分布, 直接在函数空间进行贝叶斯推

理[1,7]. GP是任意有限个随机变量均具有联合高斯分

布的集合,其性质完全由均值函数和协方差函数确定,

即{
𝑚(𝒙) = 𝑬[𝑓(𝒙)],

𝑘(𝒙,𝒙′) = 𝑬[(𝑓(𝒙)−𝑚(𝒙))(𝑓(𝒙′)−𝑚(𝒙′))],

其中𝒙,𝒙′ ∈ 𝑅𝑑为任意随机变量. 因此GP可定义为

𝑓(𝒙) ∼ GP(𝑚(𝒙), 𝑘(𝒙,𝒙′)). 为了符号上的简洁,通常

对数据作预处理,使其均值函数等于 0.

对于回归问题,考虑如下模型:

𝑦 = 𝑓(𝒙) + 𝜀. (1)

其中: 𝒙为输入向量, 𝑓为函数值, 𝑦为受加性噪声污

染的观测值,进一步假设噪声 𝜀 ∼ 𝑁(0, 𝜎2
𝑛). 可以得到

观测值𝒚的先验分布为

𝒚 ∼ 𝑁(0,𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛),

以及观测值𝒚和预测值 𝑓∗的联合先验分布为[
𝒚

𝑓∗

]
∼ 𝑁

(
0,

[
𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2

𝑛𝐼𝑛 𝐾(𝑋,𝒙∗)

𝐾(𝒙∗, 𝑋) 𝑘(𝒙∗,𝒙∗)

])
.

其中: 𝐾(𝑋,𝑋) = 𝐾𝑛 = (𝑘𝑖𝑗)为𝑛 × 𝑛阶对称正定的

协方差矩阵,矩阵元素 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘(𝒙𝑖,𝒙𝑗)用来度量𝒙𝑖和

𝒙𝑗之间的相关性; 𝐾(𝑋,𝒙∗) = 𝐾(𝒙∗, 𝑋)T为测试点

𝒙∗与训练集的输入𝑋之间的𝑛 × 1阶协方差矩阵;

𝑘(𝒙∗,𝒙∗)为测试点𝒙∗自身的协方差; 𝐼𝑛为𝑛维单位

矩阵.

由此可以计算出预测值 𝑓∗的后验分布为

𝑓∗∣𝑋,𝒚,𝒙∗ ∼ 𝑁(𝑓∗, cov(𝑓∗)).

其中

𝑓∗ = 𝐾(𝒙∗, 𝑋)[𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛]

−1𝒚, (2)

cov(𝑓∗) = 𝑘(𝒙∗,𝒙∗)−𝐾(𝒙∗, 𝑋)×
[𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2

𝑛𝐼𝑛]
−1𝐾(𝑋,𝒙∗). (3)

则 𝜇̂∗ = 𝑓∗, 𝜎̂2
𝑓∗ = cov(𝑓∗)即为测试点𝒙∗对应预测值

𝑓∗的均值和方差.

1.2 训训训 练练练

GPR可以选择不同的协方差函数, 常用的协方

差函数有平方指数协方差,即

𝑘(𝒙,𝒙′) = 𝜎2
𝑓 exp

(
− 1

2
(𝒙− 𝒙′)T𝑀−1(𝒙− 𝒙′)

)
.

其中: 𝑀 = diag(𝑙2), 𝑙为方差尺度, 𝜎2
𝑓为信号方差. 参

数集合 𝜽 = {𝑀,𝜎2
𝑓 , 𝜎

2
𝑛}即为超参数,一般通过极大似

然法求得. 首先建立训练样本条件概率的负对数似然

函数𝐿(𝜽) = − log 𝑝(𝒚∣𝑋,𝜽), 并令其对超参数 𝜽求偏

导;然后采用共轭梯度法、牛顿法等优化方法对偏导

数进行最小化以得到超参数的最优解. 这里,负对数

似然函数𝐿(𝜽)及其关于超参数 𝜽的偏导数形式如下

所示:

𝐿(𝜽) =
1

2
𝒚T𝐶−1𝒚 +

1

2
log ∣𝐶∣+ 𝑛

2
log 2π,

∂𝐿(𝜽)

∂𝜃𝑖
=

1

2
tr

(
(𝜶𝜶T − 𝐶−1)

∂𝐶

∂𝜃𝑖

)
.

其中

𝐶 = 𝐾𝑛 + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛, 𝜶 = (𝐾 + 𝜎2

𝑛𝐼𝑛)
−1𝒚 = 𝐶−1𝒚.
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获得最优超参数后,利用式 (2)和 (3)便可得到测

试点𝒙∗对应的预测值 𝑓∗及其方差 𝜎̂2
𝑓∗ .

2 GPR存存存在在在的的的主主主要要要问问问题题题及及及改改改进进进方方方法法法
尽管GPR方法具有容易实现、超参数自适应获

取以及预测输出具有概率意义等优点,但是它目前仍

存在一些问题,主要有两个方面: 一是计算量大;二是

局限于高斯噪声分布假设.

2.1 降降降低低低计计计算算算量量量的的的改改改进进进方方方法法法

GPR的非参数性质直接导致其计算量大的问

题.如前所述, 训练中超参数一般是通过最优化边缘

似然获取的. 每一次梯度计算都需要对协方差矩阵

𝐾𝑛 + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛求逆,因此计算量为𝑂 (𝑛3×梯度计算的次

数). 预测时,每个测试点的预测计算量为𝑂(𝑛2). 当处

理大数据集时,计算量将成为限制高斯过程回归方法

应用的一大瓶颈.

过去 20年里,为了解决上述问题,人们做了大量

的工作,提出了许多有效的近似方法, 大体上可以分

为以下 3类.

2.1.1 数数数据据据子子子集集集 (SD)近近近似似似法法法

在众多降低计算复杂度的方法中,最简单的便是

SD近似法—–仅选择原𝑛维训练集中的一个维数为

𝑚的小子集作为新训练集,用于GPR预测. 尽管该方

法看似简单,但是相对于其他更复杂的近似方法而言,

它没有额外的计算量和内存开销,在许多场合下可能

是最好的方法: 例如对于高度冗余数据集而言,额外

的数据点能提供关于函数的信息非常少,此时没有必

要牺牲计算量来采用其他复杂的近似方法以获得性

能上微不足道的改善. 应用SD近似法的关键是如何

选取一个合适的数据子集. 下文的许多算法也都面

临同样的问题.目前通常采用的方法有两种: 1)随机

选取; 2)贪心算法 (greedy approach),也称前向选取策

略 (forward selection strategy).

2.1.2 降降降秩秩秩 (reduced-rank)近近近似似似法法法

降低计算量的另一种思路是对协方差矩阵𝐾𝑛

进行降秩近似, 即𝐾𝑛 = 𝑉 𝑉 T, 其中𝑉 为𝑛 × 𝑚维

(𝑚 < 𝑛)矩阵. 此时,由矩阵求逆引理可得

(𝐾𝑛 + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛)

−1 = 𝜎−2
𝑛 𝐼𝑛 −𝜎−2

𝑛 𝑉 (𝜎2
𝑛𝐼𝑝 + 𝑉 T𝑉 )−1𝑉 T.

从上式可以看出, 𝑛 × 𝑛维矩阵的求逆已经转变

成𝑚 × 𝑚维矩阵的求逆, 训练计算量已由𝑂(𝑛3)降

至𝑂(𝑛2𝑚),预测计算量由𝑂(𝑛2)降至𝑂(𝑚2). 但是如

何实现𝐾𝑛 = 𝑉 𝑉 T是该方法的关键. 采用特征值分

解, 然后保留𝑚个主导特征值的方法可以实现该步

骤,但是由于一般情况下对𝐾𝑛进行特征值分解的计

算量同样高达𝑂(𝑛3), 可见该方法不适用. 于是可以

采用高效 (计算量小)的近似特征值分解方法,其中应

用较广泛的是Nyström方法[8].

1) Nyström近似法.

类似于 SD近似法,从原训练集中选取一个维数

为𝑚的子集, 称为包含集或活动集, 则𝐾𝑛可模块分

解为

𝐾𝑛 =

[
𝐾𝑚𝑚 𝐾𝑚(𝑛−𝑚)

𝐾(𝑛−𝑚)𝑚 𝐾(𝑛−𝑚)(𝑛−𝑚)

]
,

上式顶部𝑚 × 𝑛模块记为𝐾𝑚𝑛 (其转置为𝐾𝑛𝑚). 采

用Nyström方法构建𝐾𝑛,得到一个近似协方差矩阵

𝐾̃𝑛 = 𝐾𝑛𝑚𝐾−1
𝑚𝑚𝐾𝑚𝑛,

此时, 𝐾̃𝑛的计算量为𝑂(𝑚2𝑛). 同时可得

𝐾𝑚𝑚 = 𝐾̃𝑚𝑚,

𝐾𝑚(𝑛−𝑚) = 𝐾̃𝑚(𝑛−𝑚),

𝐾̃(𝑛−𝑚)(𝑛−𝑚) = 𝐾(𝑛−𝑚)𝑚𝐾−1
𝑚𝑚𝐾𝑚(𝑛−𝑚),

𝐾(𝑛−𝑚)𝑚 = 𝐾̃(𝑛−𝑚)𝑚.

记 𝑘𝑚(𝒙) = [𝑘(𝒙,𝒙1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘(𝒙,𝒙𝑚)]
T, 𝑘(𝒙,𝒙′) =

𝑘𝑚(𝒙)T𝐾−1
𝑚𝑚𝑘𝑚(𝒙′). Williams等[8]直接在式 (2)和 (3)

中用 𝐾̃𝑛替换𝐾𝑛, 该方法称为GPR的Nyström近似

法. 它的训练计算量降至𝑂(𝑚2𝑛),单测试样本的均值

和协方差预测计算量分别降至𝑂(𝑛)和𝑂(𝑚𝑛).

2)回归量子集 (SR)法.

式 (2)还可写成如下形式:

𝜇̂∗ =

𝑛∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑘(𝒙𝑖,𝒙∗), (4)

其中𝜶𝑖为𝜶 = [𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛]

−1𝒚的第 𝑖个元素.

由式 (4)可得, 一个简单的近似即是仅考虑回归量的

一个子集,即

𝑓SR(𝒙∗) =
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑘(𝒙𝑖,𝒙∗),

其中𝛼𝑚 ∼ 𝑁(0,𝐾−1
𝑚𝑚). 该方法最早是由Wahba[9]和

Poggio等[10]提出,并由Wahba将其命名为 SR近似法.

SR近似法与Nyström近似法的不同之处在于它用

𝑘(𝒙,𝒙′)替代式 (2)和 (3)中的 𝑘(𝒙,𝒙′),得到

𝑓SR(𝒙∗) =

𝑘𝑚(𝒙∗)T(𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚 + 𝜎2
𝑛𝐾𝑚𝑚)−1𝐾𝑚𝑛𝒚,

cov(𝑓SR(𝒙∗)) =

𝜎2
𝑛𝑘𝑚(𝒙∗)T(𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚 + 𝜎2

𝑛𝐾𝑚𝑚)−1𝑘𝑚(𝒙∗).

SR近似法的训练计算量为𝑂(𝑚2𝑛),单测试样本

的均值和协方差预测计算量分别为𝑂(𝑚)和𝑂(𝑚2).

实践证明,当𝑚较大时, SR近似法和Nyström近似法

的性能相近; 当𝑚较小时, Nyström近似法的性能将

变得非常差[11]. 这是由于Nyström近似法不是利用

𝑘(𝒙,𝒙′)来代替 𝑘(𝒙,𝒙′),可能会导致出现近似预测方

差为负的情况, 可见Nyström近似法仅适用于当𝐾𝑛
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的第𝑚+1个特征值远远小于𝜎2
𝑛的情况. 若对于固定

的𝒙′, 当 ∣𝒙∣ → ∞时, 𝑘(𝒙,𝒙′) → 0, 则当𝒙远离包含

集时, 𝑘(𝒙,𝒙) ≈ 0,这导致了预测性能非常差,特别是

低估了预测方差.

3)映射过程 (PP)近似法.

SR近似法得到的结果是一个退化的高斯过程

回归模型 (即有限维模型), 而 SD近似法的不足在于

它仅使用了𝑚个数据点. 于是有了另一种近似法—–

PP近似法[12-13],它利用所有𝑛个数据点的信息,得到

了一个非退化的GPR模型. 之所以称其为 PP近似法,

是因为它在计算似然函数时将𝑚(< 𝑛)个潜在数据

点映射到𝑛维空间,从而包含了所有𝑛个数据. 令𝒇𝑚

表示所选取𝑚个数据点的函数值向量, 𝒇𝑛−𝑚为剩

余数据点的函数值向量, 则条件概率分布 𝑝(𝒇𝑛−𝑚∣
𝒇𝑚)的均值为𝐸[𝒇𝑛−𝑚∣𝒇𝑚] = 𝐾(𝑛−𝑚)𝑚𝐾−1

𝑚𝑚𝒇𝑚. 用

𝑁(𝒚𝑛−𝑚∣𝐸[𝒇𝑛−𝑚∣𝒇𝑚], 𝜎2
𝑛𝐼)来代替剩余数据点集的

真实似然函数,得到

𝒚∣𝒇𝑚 ∼ 𝑁(𝐾𝑛𝑚𝐾−1
𝑚𝑚𝒇𝑚, 𝜎2

𝑛𝐼) = 𝑁(𝐸[𝒇 ∣𝒇𝑚], 𝜎2
𝑛𝐼).

由上式可以看到,与 SD近似法、SR近似法不同,

PP近似法是将所有𝑛个数据点的信息压缩合并到所

选取的𝑚个数据点中. 从而得到后验分布为

𝒇𝑚∣𝒚 ∼ 𝑁(𝜇𝒇𝑚∣𝒚, 𝐴𝒇𝑚∣𝒚).

其中

𝜇𝒇𝑚∣𝒚 = 𝐾𝑚𝑚(𝜎2
𝑛𝐾𝑚𝑚 +𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚)−1𝐾𝑚𝑛𝒚,

𝐴−1
𝒇𝑚∣𝒚 = 𝜎−2

𝑛 𝐾−1
𝑚𝑚(𝜎2

𝑛𝐾𝑚𝑚 +𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚)𝐾−1
𝑚𝑚.

最终得到

𝑓PP(𝒙∗) = 𝑘𝑚(𝒙∗)T𝐾−1
𝑚𝑚𝜇 =

𝑘𝑚(𝒙∗)T(𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚 + 𝜎2
𝑛𝐾𝑚𝑚)−1𝐾𝑚𝑛𝒚 =

𝑓SR(𝒙∗),

cov(𝑓PP(𝒙∗)) =

𝑘(𝒙∗,𝒙∗)− 𝑘𝑚(𝒙∗)T𝐾−1
𝑚𝑚𝑘𝑚(𝒙∗)+

𝜎2
𝑛𝑘𝑚(𝒙∗)T(𝐾𝑚𝑛𝐾𝑛𝑚 + 𝜎2

𝑛𝐾𝑚𝑚)−1𝑘𝑚(𝒙∗) =

cov(𝑓∗∣𝒇𝑚) + cov(𝑓SR(𝒙∗)).

可以看出, PP近似法的预测均值与 SR近似法

相同, 预测方差比 SR近似法多一项条件预测方差

cov(𝑓∗∣𝒇𝑚) = 𝑘(𝒙∗,𝒙∗) − 𝑘𝑚(𝒙∗)T𝐾−1
𝑚𝑚𝑘𝑚(𝒙∗), 即

cov(𝑓PP(𝒙∗)) > cov(𝑓SR(𝒙∗)),且当测试点𝒙∗远离所

选数据集时, cov(𝑓PP(𝒙∗)) → 𝑘(𝒙∗,𝒙∗),避免了 SR近

似法低估预测方差的问题. PP近似法的训练计算量

为𝑂(𝑚2𝑛), 单测试样本的均值和协方差预测计算量

分别为𝑂(𝑚)和𝑂(𝑚2).

此外, 还有许多其他的近似方法, 如Tresp等[14]

基于分块数据集提出了BCM (Bayesian committee

machine)方法用于提高GPR效率,等等.

2.1.3 稀稀稀疏疏疏伪伪伪输输输入入入 (SPGP)法法法

在前述近似方法中普遍存在一个问题:由于需要

重复选择活动点集和最优化超参数,而新点集干扰了

超参数的最优化, 可能导致收敛困难,参数学习结果

可靠性降低. Snelson等[15]提出了 SPGP法. 该方法的

主要思想是: 将伪输入集初始化为训练点集的一个子

集, 它们是连续变量, 其值通过最优化得到. 这使得

GPR超参数和伪输入集位置的最优化可以同时进行.

由式 (2)和 (3)知, 可将该预测分布的均值和方

差分别看作新测试样本𝒙∗的函数. 假定超参数已知

且固定, 则这两个函数中的参数由训练集𝐷中𝑛个

输入输出对的位置决定. SPGP法利用一组伪数据集

𝐷̄ = (𝑋̄,𝒇)来代替真实数据集𝐷,并将该伪数据集得

到的GPR预测分布作为一个参数化的模型似然函数,

其中横杆表示伪数据集不是真实的观测数据, 伪输

入 𝑋̄ = {𝒙̄𝑖}𝑚𝑖=1,伪输出 𝒇 = {𝑓𝑖}𝑚𝑖=1等价于不含噪声

的潜在函数变量值.而实际观测输出值仍假定受噪声

污染 (见式 (1)),可得

𝑦∣𝒙∗, 𝑋̄,𝒇 ∼𝑁(𝑘𝑚(𝒙∗)T𝐾̄−1
𝑚𝑚𝒇 , 𝑘(𝒙∗,𝒙∗)−

𝑘𝑚(𝒙∗)T𝐾̄−1
𝑚𝑚𝑘𝑚(𝒙∗) + 𝜎2

𝑛).

其中: [𝑘𝑚(𝒙∗)]𝑖 = 𝐾(𝒙̄𝑖,𝒙∗), [𝐾̄𝑚𝑚]𝑖𝑗 = 𝐾(𝒙̄𝑖, 𝒙̄𝑗).

此时,可将其看作一个均值函数为特定参数化形式且

输入相关的标准回归模型. 应用标准GPR原理,可得

𝑓SP(𝒙∗) = 𝑘𝑚(𝒙∗)T𝑄̄−1
𝑚𝑚𝐾̄𝑚𝑛(Λ+ 𝜎2

𝑛𝐼)
−1𝒚,

cov(𝑓SP(𝒙∗)) = 𝑘(𝒙̄∗, 𝒙̄∗)− 𝑘𝑚(𝒙∗)T×
(𝐾̄−1

𝑚𝑚 − 𝑄̄−1
𝑚𝑚)𝑘𝑚(𝒙∗) + 𝜎2

𝑛.

其中

[𝐾̄𝑛𝑚]𝑖𝑗 = 𝐾(𝒙𝑖, 𝒙̄𝑗), Λ = diag(𝝀),

𝝀𝑛 = 𝐾𝑛𝑛 − 𝐾̄T
𝑛𝑚𝐾̄−1

𝑚𝑚𝐾̄𝑚𝑛,

𝑄̄𝑚𝑚 = 𝐾̄𝑚𝑚 + 𝐾̄𝑚𝑛(Λ+ 𝜎2
𝑛𝐼)

−1𝐾̄𝑛𝑚.

在 SPGP法的模型训练中,除了要学习超参数外,

还要确定伪数据集的最优位置,共有𝑚𝑑+ 𝑛𝑢𝑚(𝜃)个

参数. 这些未知参数一般通过梯度上升法来最大化边

缘似然函数.

由于𝑚 ≪ 𝑛, SPGP法的计算效率得到大幅提高,

训练计算量为𝑂(𝑚2𝑛), 单测试样本的均值和协方差

预测的复杂度分别为𝑂(𝑚)和𝑂(𝑚2).

表 1归纳了上述几种GPR近似方法的计算量.

上述近似方法也称全局GPR近似法, 这是因为

这些方法试图利用所选的包含集来表征所有𝑛个

数据点. 另一种不同的近似方法即是局部GPR近似

法—–仅利用测试点附近的训练数据点集用于预测;

当一个变化比较剧烈的数据集 (如研究对象函数曲线
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表 1 标准GPR和近似GPR的计算量比较 (𝑚 < 𝑛)

单个测试样本
计算量 训 练

均值预测 协方差预测

标准GPR 𝑂(𝑛3) 𝑂(𝑛) 𝑂(𝑛2)

SD近似法 𝑂(𝑚2𝑛) 𝑂(𝑚) 𝑂(𝑚2)

Nyström法 𝑂(𝑚2𝑛) 𝑂(𝑛) 𝑂(𝑚𝑛)

SR近似法 𝑂(𝑚2𝑛) 𝑂(𝑚) 𝑂(𝑚2)

PP近似法 𝑂(𝑚2𝑛) 𝑂(𝑚) 𝑂(𝑚2)

SPGP近似法 𝑂(𝑚2𝑛) 𝑂(𝑚) 𝑂(𝑚2)

严重振荡等)难以用一个小数据子集 (包含集)表征

时,局部GPR近似法能给出一个更快、更精确的结果.

Snelson等[16]结合全局GPR法和局部GPR法的优点,

提出了一种新的稀疏GPR近似法—–部分独立条件

(PIC)近似法.

各种各样的近似方法仍在不断涌现, 如稀疏在

线高斯过程[17]、增量在线稀疏法[18]以及进化高斯过

程[19]等. 为了提高GRP法的效率,可以采用硬件如图

形处理器 (GPU)等并行处理技术[20].

2.2 突突突破破破高高高斯斯斯噪噪噪声声声分分分布布布假假假设设设的的的改改改进进进方方方法法法

由第 1节的GPR方法原理可知, 存在一个假设

—–噪声必须满足高斯分布,即观测数据满足多变量

联合高斯分布. 该假设使得GPR方法中的矩阵运算

变得简单方便,其预测分布也满足高斯型. 但是许多

实际情况并不满足这个假设,如观测值为正且在好几

个数量级之间变化时,这种情形难以直接假设一个同

方差的高斯噪声. 一般做法是先对其进行取对数 log

变换处理, 然后假设变换后的数据受高斯噪声污染,

此时GPR方法能得到较好的效果.实际中,存在一些

其他连续变换,可以把观测空间的数据转换到某一个

能够用GPR方法很好建模的空间, log变换即是其中

的一种. 基于这种思想, Snelson等[21]提出了翘曲高斯

过程 (WGP)方法.

假定 𝒛为真实观测矢量经过同一单调函数 𝑡映

射转换到隐式空间的隐式观测值矢量,即 𝒛中每一个

元素满足

𝑧 = 𝑡(𝑦;Ψ). (5)

应用GPR方法对 𝒛进行回归,可得 𝑝(𝒛∣𝜽) = 𝑁(0, 𝐶),

其中 𝜽和𝐶定义如前. 易得负对数似然函数𝐿𝒛为

𝐿𝒛 = − log 𝑝(𝒛∣𝜽) =
1

2
log det𝐶 +

1

2
𝒛T𝐶−1𝒛 +

𝑛

2
log(2π).

再应用式 (5),可得

𝐿 = − log 𝑝(𝒚∣𝜽,Ψ) =

1

2
log det𝐶 +

1

2
𝒕(𝒚)T𝐶−1𝒕(𝒚)−

𝑛∑
𝑖=1

log
∂𝑡(𝑦)

∂𝑦

∣∣∣∣
𝑦𝑖

+
𝑛

2
log(2π), (6)

其中 𝒕(𝒚) = [𝑡(𝑦1), 𝑡(𝑦2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡(𝑦𝑛)]T.

与GPR训练原理一样, WGPR模型的训练也是

通过式 (6)对参数Ψ和 𝜽求偏导, 再采用共轭梯度法

等优化方法对偏导数进行最小化得到参数的最优解.

可以看出,超参数 𝜽和非线性翘曲函数的优化是同时

进行的. 同GPR预测原理, 可得新测试样本𝒙∗对应

预测值 𝑧∗的后验分布为

𝑧∗∣𝒚,𝜽,Ψ ∼ 𝑁(𝜇𝑧
∗, (𝜎

𝑧
∗)

2).

其中

𝜇𝑧
∗ = 𝐾(𝒙∗, 𝑋)[𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2

𝑛𝐼𝑛]
−1𝒛 =

𝐾(𝒙∗, 𝑋)[𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2
𝑛𝐼𝑛]

−1𝒕(𝒚),

(𝜎𝑧
∗)

2 = 𝑘(𝒙∗,𝒙∗)−𝐾(𝒙∗, 𝑋)×
[𝐾(𝑋,𝑋) + 𝜎2

𝑛𝐼𝑛]
−1𝐾(𝑋,𝒙∗) + 𝜎2

𝑛.

在真实观测空间中,预测后验分布变为

𝑝(𝑓∗∣𝒚,𝜽,Ψ)=
𝑡′(𝑓∗)√
2π(𝜎𝑧∗)

2
exp

[
−1

2

(
𝑡(𝑓∗)− 𝜇𝑧

∗
𝜎𝑧∗

)2]
.

由上式可以看出,预测后验分布的形状取决于翘

曲函数 𝑡,一般为非对称且多峰值的. 一种可选的翘曲

函数为如下双曲正切函数的神经网络式求和:

𝑡(𝑦;Ψ) = 𝑦 +

𝐼∑
𝑖=1

𝑎𝑖 tanh(𝑏𝑖(𝑦 + 𝑐𝑖)), 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ⩾ 0, ∀𝑖,

其中Ψ = {𝒂, 𝒃, 𝒄}.

此外, 目前通常采用共轭梯度法求取训练样本

对数似然函数的极大值以自适应地获得最优超参数,

但是共轭梯度法存在优化效果初值依赖性强、迭代

次数难以确定、易陷入局部最优解的缺点. 针对这种

情况, 刘开云等[22]采用十进制遗传算法代替共轭梯

度法搜寻高斯过程最优超参数, 有效避免了共轭梯

度法的缺陷,可以在参数搜索区间快速找到全局最优

解, 从而提高GPR的泛化性能. Zhu等[23]利用粒子群

算法优化超参数并用于位移预报, 得到的预报精度

优于遗传算法. 申倩倩等[24]提出了在GP的训练中使

用自适应自然梯度法, 即基于自适应自然梯度法的

在线GPR建模算法, 满足了在线建模算法的实时性

要求. Petelin等[25]经实验研究验证了 3种随机优化方

法 (遗传算法、差分进化算法和粒子群算法)用于超参

数优化的有效性.

3 与与与神神神经经经网网网络络络、、、支支支持持持向向向量量量机机机的的的关关关系系系

随着机器学习领域研究的不断深入,许多基于机

器学习的先进算法已广泛地应用于非线性回归、分

类、概率密度估计和数据挖掘等领域,例如神经网络

和支持向量机,其在解决回归和分类问题中已取得了

一定成果.然而, 神经网络在研究过程中通常都存在

如何选择一个合适的网络架构,如何从数据中获取更
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多的有用信息等问题;支持向量机则存在如何选取合

适的惩罚项来防止过拟合,如何确定核函数参数以及

如何定量评价预测输出等问题.

从贝叶斯的观点来看,神经网络方法可以视为在

非线性函数簇上定义一个先验概率分布,其学习过程

可用未知函数上的后验概率分布来描述 (如一些学习

算法是以最大化后验概率来获取最优函数,一些蒙特

卡罗方法是从该后验概率分布中采样的等). Buntine

等[26]、MacKay[27-28]和Neal[29]等几乎同时提出将贝

叶斯分析方法和神经网络相结合, 在网络权重空

间中充分考虑其概率分布, 先验分布经过贝叶斯推

理得到后验分布, 这点与一般的神经网络设计方法

明显不同. Neal[30]于 1996年发现,当神经网络的隐层

节点数趋于无穷大时, 网络权重的高斯先验分布将

趋近于一个GP,神经网络模型的超参数决定了GP的

参数. 该发现促使研究人员从研究参数化神经网络

方法转向更为直接的GP方法;此时,神经网络中的参

数优化计算变为GP中协方差矩阵的简单矩阵运算.

Williams等[31]于 1996年提出将GP方法推广到原本

由神经网络、决策树等方法所解决的高维回归问题

中.

统计学习是机器学习的一种实现方法, Vapnik

等[32]从 20世纪六七十年代就开始了这方面的研究.

随着统计学习理论的不断发展,产生了许多基于统计

学习理论体系的通用机器学习方法,其中支持向量机

和高斯过程都是基于统计学习理论发展起来的核学

习机,对于处理高维数、小样本以及非线性等复杂问

题具有很好的适应性,且泛化能力强. 而高斯过程应

用了贝叶斯技巧, 得到的模型属于非参数概率模型,

其优势主要表现在:

1) 不仅能够对未知输入进行预测输出, 而且能

够对该预测输出的精度参数或不确定性 (即估计方

差)进行定量分析;

2)能以先验概率的形式表示过程的先验知识,并

通过标准的贝叶斯方法进行模型选择,从而提高了过

程模型性能;

3)与神经网络、支持向量机等方法相比,其模型

参数明显减少,且能方便地推断出超参数.

4 高高高斯斯斯过过过程程程回回回归归归方方方法法法的的的发发发展展展及及及应应应用用用

虽然高斯过程在 20世纪 90年代中期才开始应

用于机器学习领域[33], 但是基于高斯过程的预测,

特别是对于时间序列分析而言, 其基础理论至少可

追溯到 20世纪 40年代[34-35], 例如统计地质学中的

“Kriging法”[36-37]即为高斯过程预测, 该方法先后在

空间预测[38]和空间统计[39-40]上得到了应用. 至此,人

们逐渐意识到高斯过程回归可以用于解决一般的

回归问题. 文献 [41-43]利用一系列计算机仿真实验

验证了GP方法的有效性, 并讨论了超参数优化等问

题. Williams等[1,31]基于机器学习理论系统地阐述了

GP方法的基本原理及应用,将GP方法的应用推向了

一个新的高度.

4.1 用用用于于于时时时间间间序序序列列列预预预测测测分分分析析析

GPR方法在时间序列预测分析中的应用历史较

为悠久,近年来又不断地得到了发展和完善. Brahim-

Belhouari等[44-45]应用GPR方法对平稳和非平稳时间

序列进行了预测研究. Girard等[46]基于GPR方法解

决了输入不确定情况下时间序列的多步预测问题.

Zhang等[47]提出了一种用于时间序列分析的高效

率GPR方法. Wang等[48]对比分析了人工神经网络

(ANN)和GPR方法在时间序列预测上的应用效果,指

出GPR方法更适合于非平稳情形. Farrell等[49]应用

GPR方法进行了股票趋势预测. 在国内,苏国韶和徐

冲等将GPR方法分别应用于基坑非线性位移时间序

列预测[50]、隧道围岩变形预报[51]、隧道位移时序分

析和边坡变形预测[52].

4.2 用用用于于于动动动态态态系系系统统统模模模型型型辨辨辨识识识

GPR方法因其独特的优势,自 20世纪 90年代末

便开始应用于动态系统模型的辨识. Murray-Smith

等[53]基于蒙特卡罗方法对高斯过程先验模型和多模

型方法进行了分析比较. Gregorc̆ic̆[54]针对参数化多

模型方法存在结构确定难、参数获取困难以及“维数

灾难”等不足, 将高斯过程用于动态非线性系统的建

模, 对输入空间维数选择和多步预测等问题进行探

讨,给出了模型结构的选择方法,并应用于液压系统.

Ni等[55]针对大多数工业过程中存在的非线性和时变

特性严重削弱了传统软传感器预测性能的问题, 提

出了基于双重更新和双重预处理两个策略的移动窗

GPR方法,并应用于动态非线性系统辨识,有效提高

了对动态过程的跟踪性能.

Lawrence[56]对GP进行了拓展,提出一种新的非

线性隐变量模型—–高斯过程隐变量模型 (GP-LVM).

Wang等[57]在隐空间内应用GP-LVM对动态系统模

型进行辨识. 此外, 王磊等[6]应用高斯过程对表情动

作单元进行跟踪,并利用高斯过程隐变量空间的分布

方差对跟踪效果实施有效约束,降低了跟踪过程中的

非数值型误差.

4.3 用用用于于于系系系统统统控控控制制制或或或控控控制制制系系系统统统设设设计计计

GPR方法能够给出预测值的不确定度,因此能方

便地与预测控制、自适应控制等方法相结合,由此出

现了一系列预测控制和自适应控制等新方法.
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Kocijan[58]于 2002年率先将GPR模型提供的方

差信息引入控制信号的优化过程,提出了一种新的预

测控制方法. Likar等[59]建立了气液分离装置的GPR

模型, 并基于此模型实现了预测函数控制. 此外, 基

于GPR模型的预测控制方法还有很多, 如内模控制

方法[60]、随机预测控制方法[61]等,在实际应用中都取

得了很好的效果.

Murray-Smith等[62]于 2002年将GPR模型引入

自适应控制过程,所得控制器能够自适应地跟踪参考

信号和从观测响应中学习系统模型. 针对非最小相位

非线性系统, Sbarbaro等[63]结合GPR模型, 设计了一

种自适应非参数控制器. Rottmann等[64]基于GPR模

型, 分开并交替学习系统的动态模型和价值函数, 提

出了一种自适应自冶控制方法,能够实时学习系统的

控制策略,并成功地应用于微型飞船高度的实时控制.

Petelin等[19]提出了进化GP模型, 并基于此模型实现

了自适应控制系统的设计.

其他基于GPR模型的控制算法参见文献 [2].

4.4 与与与贝贝贝叶叶叶斯斯斯滤滤滤波波波方方方法法法相相相结结结合合合

传统的滤波方法大多要求系统模型和先验噪声

统计特性已知,然而在实际中难以精确获取系统模型

和噪声统计特性,导致滤波方法的性能受限甚至无法

正常工作. GPR模型能够提供预测值的不确定度,使

其能够方便地与滤波方法相结合,可以在一定程度上

克服滤波方法对系统模型和噪声统计特性的依赖性.

Ferris等[65]于 2006年最先将GPR与高斯滤波相

结合,提出了高斯过程粒子滤波 (GP-PF),并在基于无

线电强度估计的移动载体定位中得到了应用. 随后,

Ko、Deisenroth等先后提出了高斯过程扩展卡尔曼滤

波 (GP-EKF)[66]、高斯过程Unscented卡尔曼滤波 (GP

-UKF)[67]以及高斯过程假设密度滤波算法[68]. 2008

年, Ko等[69]提出了高斯过程滤波这一概念,并对相关

算法进行了总结,通过实验验证了高斯过程滤波性能

的优越性. 近年来, 李鹏等[5,70-71]将高斯过程回归融

入平方根UKF算法中, 提出一种不确定系统模型协

方差自适应调节滤波算法, 并将其应用于无人飞行

器SINS/GPS组合导航和航天器交会对接过程中.

5 展展展望望望与与与结结结论论论

与神经网络和支持向量机相比, GPR方法具有容

易实现、灵活的非参数推断、超参数自适应获取等优

点, 是一个具有概率意义的核学习机,可对预测输出

做出概率解释,在实际应用中已取得了许多令人满意

的成果.但是,目前GPR方法还不够完善,仍在不断地

发展,主要有以下几个发展趋势[2,72]:

1) 计算量大是限制GPR方法应用的主要问题,

寻求效率更高的协方差求逆计算方法或训练集选择

方法仍是不变的研究内容.一方面, 可以结合计算机

软硬件及并行计算技术,提高计算效率;另一方面,自

动处理数据并寻找“信息数据”以压缩数据集来降低

计算量是另一发展趋势. 此外,基于GPR模型的递归

辨识或在线学习方法的高效实现方法仍面临着一些

挑战.

2)对于控制系统而言,抗干扰性能至关重要,但

是目前大部分基于GPR模型的控制方法更多地仅关

注设定点的跟踪性能,缺少关于抗干扰的性能分析和

设计.另外,基于GPR模型的鲁棒控制设计也将是今

后研究的趋势之一.

3)利用GPR方法辨识动态系统的状态方程和观

测方程,有效解决了滤波过程中由于模型不准确或统

计特性未知而导致滤波结果发散的问题, 优势明显,

可以与更多滤波方法 (如容积卡尔曼滤波等)相结合,

并应用于实际工程中.

随着贝叶斯理论和统计学习理论的进一步深入

发展以及计算技术的飞速进步,日趋成熟完善和不断

实用化的GPR方法将不断拓宽其应用领域, 如生物

系统等不确定系统模型辨识等;而新应用、新要求也

将促使GPR方法不断取得新的进展.
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