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摘 要: 以有界干扰非线性系统为研究对象,设计一种基于近似可达集的鲁棒预测控制方法. 该方法以鲁棒控制不

变集作为终端约束集,采用一种简单的三次多项式逼近预测控制的待优化控制律,通过在线优化求解三次多项式的

各项系数,并从理论上证明了所设计的鲁棒预测控制律可以使系统输入状态稳定. 最后通过仿真实例验证了所提出

的鲁棒预测控制方法的可行性和有效性.

关键词: 非线性鲁棒预测控制；输入状态稳定；终端约束集；鲁棒控制不变集；三次多项式
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Robust model predictive control with input-to-state stability

ZHOU Chao1, WANG Ya-feng2, ZHOU Shao-lei1, CHEN Jie1

(1. Department of Control Engineering，Naval Aeronautical and Astronautical University，Yantai 264001，China;

2. Laboratory of Aeronautical Collectivity，Guangzhou Bureau of Naval Armament Department，Anshun 561018,

China．Correspondent：ZHOU Chao，E-mail：rickzhou2010@126.com)

Abstract：：：Considering the nonlinear system with bounded disturbance, a robust model predictive control(MPC) method

based on approximated reachable sets is designed. A robust control invariant set is taken as the terminal constraint set. A

kind of cubic polynomial with simple structure is adopted to approximate the controller to be optimized. Then, the coefficients

of cubic polynomial are computed through online optimization. It is proved in theory that the system is input-to-state stable

by using the proposed robust MPC controller. Finally, simulation results show the feasibility and effectiveness of the method.
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0 引引引 言言言

为了保证无干扰系统预测控制的稳定性, 普遍

采取的方法是在预测控制的优化问题中添加终端代

价函数和终端状态约束[1-2]. 尽管预测控制器本身具

有一定的鲁棒性[3],但当系统的实际模型与其标称模

型差别较大时, 系统的稳定性将得不到保证, 进而需

要设计具有强鲁棒性的预测控制算法.文献 [4-5]针

对受扰系统分别设计了滚动时域预测控制器,其中文

献 [5]的优化问题可以方便地转化为LMI问题加以求

解; 文献 [6]针对多胞不确定系统设计了基于椭圆不

变集的鲁棒预测控制器; 文献 [7]用多面体不变集替

代文献 [6]的椭圆不变集,扩大了系统的初始可行域;

文献 [8-9]定义了基于某一具体控制量的近似可达集,

设计了基于近似可达集的预测控制器; 文献 [10]针

对有界扰动系统给出了一个通用的输入状态稳定的

min-max MPC控制器; 文献 [11]以文献 [10]为基础,

先离线计算出一个线性反馈控制增益, 将待优化控

制律视为一仿射输入控制 (线性反馈控制律与修正量

的和), 然后再对修正量进行在线优化求解得到最终

控制律;文献 [12]将待优化控制律看作线性反馈控制

律,通过在线优化求解线性反馈增益.

受文献 [8-12]的启发,本文采用一种结构简单的

三次多项式来逼近预测控制的待优化控制律,定义了

一种基于三次多项式控制律的近似可达集,设计了一

种输入状态稳定的鲁棒预测控制器.

1 系系系统统统描描描述述述

考虑如下离散干扰模型:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) + 𝑤𝑘. (1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑚分别为系统在采样时刻 𝑘的
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状态和输入; 𝑤𝑘∈𝑅𝑑为系统干扰; 𝑓为非线性函数,且

满足 𝑓(0, 0)=0. 系统的状态和输入约束为𝑥𝑘 ∈𝑋 , 𝑢𝑘

∈ 𝑈 ; 𝑋和𝑈都是紧凸的,且都包含原点;系统干扰为

容许扰动,即𝑤𝑖 ∈𝑊 , 𝑊 = {𝑤∈𝑅𝑑∣∥𝑤∥2⩽ �̄�}, �̄� 为

干扰的 2范数上界.

2 可可可达达达集集集与与与近近近似似似可可可达达达集集集定定定义义义

考虑集合𝐴⊂𝑅𝑛, 𝐵⊂𝑅𝑛,向量𝑥∈𝑅𝑛, 𝑚× 𝑛维

矩阵𝐾,映射 𝑔1(⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚, 𝑔2(⋅, ⋅) : 𝑅𝑛+𝑚 → 𝑅𝑛.

一些关于集合和向量的运算定义如下:

𝑥+𝐴 = {𝑥+ 𝑎∣𝑎 ∈ 𝐴},
𝐴+𝐵 = {𝑎+ 𝑏∣𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵},
𝐾𝐴 = {𝐾𝑎∣𝑎 ∈ 𝐴},
𝑔1(𝐴) = {𝑔1(𝑎)∣𝑎 ∈ 𝐴},
𝑔2(𝐴, 𝑔1(𝐴)) = {𝑔2(𝑎, 𝑔1(𝑎))∣𝑎 ∈ 𝐴}.

定定定义义义 1 考虑预测步长为𝑁 ,已知 𝑘时刻的初始

状态为𝑥𝑘, 将控制律序列𝜋 = {𝜋0(𝑥𝑘), 𝜋1(⋅), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜋𝑁−1(⋅)}作用于系统,系统在 𝑘+𝑖+1(𝑖 ⩾ 0)时刻的可

达集定义为

𝑋𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋) = 𝑓(𝑋𝑖(𝑥𝑘, 𝜋), 𝜋𝑖(𝑋𝑖(𝑥𝑘, 𝜋))) +𝑊, (2)

其中𝑋0(𝑥𝑘, 𝜋) = 𝑥𝑘.

将式 (2)改写为

𝑋𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋) = 𝑓𝜋𝑖(𝑋𝑖(𝑥𝑘, 𝜋)) +𝑊. (3)

直接求取𝑋𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋)所需的计算量是非常大的.

为降低计算负担,需采用其他简单映射 𝑓𝜋𝑖(⋅)对 𝑓𝜋𝑖(⋅)
进行近似处理,而这种近似处理需满足以下 2个条件:

条条条件件件 1 (包含性) 𝑓𝜋𝑖(𝐴) ⊆ 𝑓𝜋𝑖(𝐴);

条条条件件件 2 (单调性) ∀𝐵 ⊆ 𝐴, 𝑓𝜋𝑖(𝐵) ⊆ 𝑓𝜋𝑖(𝐴).

基于这种近似处理,预测控制的可达集可由一些

比较容易获取的集合来逼近.

定定定义义义 2 考虑预测步长为𝑁 ,已知 𝑘时刻的初始

状态为𝑥𝑘, 将控制律序列𝜋 = {𝜋0(𝑥𝑘), 𝜋1(⋅), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜋𝑁−1(⋅)}作用于系统,系统在 𝑘 + 𝑖+ 1(𝑖 ⩾ 0)时刻的

近似可达集定义为

�̂�𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋) = 𝑓𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥𝑘, 𝜋)) +𝑊, (4)

其中 �̂�0(𝑥𝑘, 𝜋) = 𝑥𝑘.

显然, 𝑋𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋) ⊆ �̂�𝑖+1(𝑥𝑘, 𝜋).

对 𝑓𝜋𝑖(⋅)的近似处理.本文以区间算法为工具,

顾名思义,区间算法是定义在区间上的数学运算,其 4

个基本公式[13]分别为

[𝑎, 𝑏] + [𝑐, 𝑑] = [𝑎+ 𝑐, 𝑏+ 𝑑],

[𝑎, 𝑏]− [𝑐, 𝑑] = [𝑎− 𝑑, 𝑏− 𝑐],

[𝑎, 𝑏]× [𝑐, 𝑑] = [min(𝑎 ⋅ 𝑐, 𝑎 ⋅ 𝑑, 𝑏 ⋅ 𝑐, 𝑏 ⋅ 𝑑),
max(𝑎 ⋅ 𝑐, 𝑎 ⋅ 𝑑, 𝑏 ⋅ 𝑐, 𝑏 ⋅ 𝑑)],

[𝑎, 𝑏]/[𝑐, 𝑑] = [𝑎, 𝑏]×
[1
𝑑
,
1

𝑐

]
, 0 /∈ [𝑐, 𝑑].

以这 4个基本公式为基础,可将区间算法进行扩

展,得到诸如正弦、余弦、指数、对数、开平方等区间

运算结果.此处不对其进行一一详述, 具体算法可参

见文献 [14]. 区间算法的 4个基本运算及其扩展至其

他映射的结果统称为扩展区间算法.

引引引理理理 1 [15] 采用扩展区间算法对 𝑓𝜋𝑖(⋅)进行近
似处理,可满足条件 1 (包含性)和条件 2 (单调性).

关于引理 1的证明可参见文献 [15]. 由引理 1可

知,使用扩展区间算法得到的集合可作为系统的近似

可达集.

3 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定定定定义义义

函数 𝑓1 : 𝑅+→𝑅+称为𝒦类函数,其中𝑅+={𝑥
∈ 𝑅∣𝑥 ⩾ 0},若其满足连续、严格递增且 𝑓1(0) = 0.

函数 𝑓2 : 𝑅+→𝑅+称为𝒦∞类函数,若其是𝒦类
函数且满足 𝑠 → +∞时,有 𝑓2(𝑠) → +∞.

函数 𝑓3 : 𝑅+×𝑍+→𝑅+称为𝒦ℒ类函数,若其对

于任意固定的 𝑑 ⩾ 0都有 𝑓3(⋅, 𝑑)为𝒦类函数,对于任

意固定的 𝑠 ⩾ 0, 𝑓3(𝑠, ⋅)是严格递增的,且 𝑑 → +∞时,

有 𝑓3(𝑠, 𝑑) → +∞.

定定定义义义 3 考虑系统𝑥𝑘+1 = 𝑔(𝑥𝑘, 𝑤𝑘),其称为在

𝑋内是输入状态稳定的,如果对于任意输入𝑤𝑘 ∈𝑊 ,

任意𝑥0 ∈ 𝑋 ,都存在一个𝒦∞类函数𝛼(⋅)和一个𝒦ℒ
类函数 𝛽(⋅, ⋅),使得以下不等式成立:

∥𝑥𝑘∥2 ⩽ 𝛽(∥𝑥0∥2, 𝑘) + 𝛼(�̄� ). (5)

引引引理理理 2 [10] 系统𝑥𝑘+1=𝑔(𝑥𝑘, 𝑤𝑘)是输入状态稳

定的,如果存在连续函数𝑉 : 𝑅𝑛 → 𝑅+,使得对 ∀𝑤𝑘 ∈
𝑊 , ∀𝑥𝑘 ∈ 𝑋 ,都有

𝛼1(∥𝑥𝑘∥2) ⩽ 𝑉 (𝑥𝑘) ⩽ 𝛼2(∥𝑥𝑘∥2) + 𝛿1(�̄� ), (6)

𝑉 (𝑥𝑘+1)− 𝑉 (𝑥𝑘) ⩽ 𝛿2(�̄� )− 𝛼3(∥𝑥𝑘∥2). (7)

其中: 𝛼1(⋅), 𝛼2(⋅), 𝛼3(⋅)为𝒦∞类函数; 𝛿1(⋅), 𝛿2(⋅)为
𝒦类函数; 𝑉 (⋅)称为输入状态稳定李雅普诺夫函数.

4 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计

与无干扰系统类似, 对于存在容许扰动的系统,

为保证系统稳定 (此处的稳定是指输入状态稳定),通

常采取的方法是在预测控制的优化问题中添加终端

代价函数和终端状态约束,使得终端代价函数满足李

雅普诺夫函数特性且终端状态集为相应的鲁棒控制

不变集. 文献 [10]针对容许扰动系统给出了一个通用

的min-max MPC控制器, 𝑘 = 0时刻对应如下的优化

问题:

𝐽𝑁 (𝜋, 𝑥0, 𝑤) =

min
𝜋

max
𝑤

𝑁−1∑
𝑖=0

𝑞(𝑥(𝑖, 𝑥0), 𝜋𝑖(𝑥(𝑖, 𝑥0))) + 𝐹 (𝑥(𝑁,𝑥0));
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s.t. 𝑥(𝑖+ 1, 𝑥0) = 𝑓(𝑥(𝑖, 𝑥0), 𝜋𝑖(𝑥(𝑖, 𝑥0)), 𝑤𝑖),

𝜋𝑖(𝑥(𝑖, 𝑥0)) ∈ 𝑈, 𝑥(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑋, ∀𝑤𝑖 ∈ 𝑊,

𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1, 𝑥(𝑁, 𝑥0) ∈ Ω . (8)

其中: 𝜋 = {𝜋𝑖(⋅)}, 𝑤 = {𝑤𝑖}, 𝑞(⋅, ⋅)为阶段指标函数,

𝜋𝑖(⋅)为待优化控制律, 𝐹 (⋅)为终端代价函数, Ω为终

端约束集.

显然, 直接求解优化问题 (8)的最优解是很困难

的,原因在于当不知道待优化控制律𝜋𝑖(⋅)的具体形式
时,现有优化算法无法对优化问题 (8)进行直接求解.

为解决这个问题, 文献 [8-9]先直接将𝜋𝑖(⋅)视为一个
具体控制量, 即𝜋𝑖(⋅) = 𝑢𝑖 (此时, 𝜋𝑖(⋅)不是一个函数,

而只是一个向量), 再对这个控制量进行在线优化求

解.文献 [11]首先离线计算出一个线性反馈控制律,

并将𝜋𝑖(⋅)视为一仿射输入控制律, 即𝜋𝑖(𝑥) = 𝐾𝑥 +

𝑒𝑖 (𝐾为离线计算的线性反馈增益, 𝑒𝑖为修正量),再对

修正量 𝑒𝑖进行在线优化求解. 可以看出:文献 [11]较

文献 [8-9]更优越一些, 但其线性反馈增益是事先离

线计算的,而且每一个𝜋𝑖(⋅)都用相同的反馈增益.文

献 [12]也将待优化控制律看作线性反馈控制律,但其

线性反馈增益是通过在线优化求解的,因此文献 [12]

的方法较文献 [11]更灵活些.

假假假设设设 1 每一个𝜋𝑖(𝑥)(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1)都是

连续函数.

𝜋𝑖(𝑥)连续且都定义在𝑋上, 𝑋是紧的即意味着

其为有界闭集. Weierstrass第一定理指出,任意定义在

有界闭区间上的连续函数都可以用多项式来逼近.因

此,当假设 1成立时, 𝜋𝑖(𝑥)可由多项式去逼近.综合考

虑计算量与逼近精度两方面因素,本文采用一种结构

简单的三次多项式来逼近𝜋𝑖(𝑥).方便起见,将𝜋𝑖(𝑥)

表示成向量形式,即

𝜋𝑖(𝑥) = (𝜋1
𝑖 (𝑥), 𝜋

2
𝑖 (𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑚

𝑖 (𝑥))T, (9)

对每一维上的𝜋𝑗
𝑖 (𝑥)(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚), 用如下三次多

项式逼近:

𝜋𝑗
𝑖 (𝑥) =

𝑛∑
𝑟=1

𝐾𝑟
(𝑖,𝑗),0 +𝐾𝑟

(𝑖,𝑗),1𝑥
𝑟+

𝐾𝑟
(𝑖,𝑗),2(𝑥

𝑟)2 +𝐾𝑟
(𝑖,𝑗),3(𝑥

𝑟)3. (10)

其中: 𝑥𝑟为𝑥在第 𝑟维上的分量; 𝐾𝑟
(𝑖,𝑗),0,𝐾

𝑟
(𝑖,𝑗),1,

𝐾𝑟
(𝑖,𝑗),2, 𝐾𝑟

(𝑖,𝑗),3为在第 𝑖个预测时刻,第 𝑗维控制分量

上对应于第 𝑟维状态分量的多项式系数.

将𝜋𝑖(𝑥)经过三次多项式近似处理后,对𝜋𝑖(𝑥)的

在线优化便转变为对三次多项式的系数进行在线优

化.可以看出, 文献 [8-9,11-12]所采用方法都可以归

纳为本文方法的一种特殊形式. 当预测步长为𝑁时,

本文方法的在线优化参数个数为𝑁 ×𝑛×𝑚× 4,而文

献 [8-9,11]的待优化参数个数为𝑁 × 𝑚, 文献 [12]的

待优化参数个数为𝑁 ×𝑛×𝑚. 因此,本文方法在增加

灵活性的同时,也相应地增加了在线优化的计算量.

以三次多项式表示的控制律为待优化对象,本文

提出一种基于近似可达集的输入状态稳定的鲁棒预

测控制方法.

定定定义义义 4 考虑集合𝐴 ⊂𝑅𝑛,向量𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑛×𝑛维

非负定矩阵𝑃 , 称𝐷𝑃 (𝐴, 𝑥)为𝐴与𝑥之间的𝑃 距离,

当𝑃 = 𝐼(𝐼为𝑛 × 𝑛维单位矩阵)时,称𝐷𝐼(𝐴, 𝑥)为𝐴

与𝑥之间的距离,其中

𝐷𝑃 (𝐴, 𝑥) = max{(𝑎− 𝑥)T𝑃 (𝑎− 𝑥)∣𝑎 ∈ 𝐴},
𝐷𝐼(𝐴, 𝑥) = max{(𝑎− 𝑥)T(𝑎− 𝑥)∣𝑎 ∈ 𝐴}.
性性性质质质 1 对 ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝐵 ⊆ 𝐴,都有

𝐷𝑃 (𝑎, 𝑥) ⩽ 𝐷𝑃 (𝐴, 𝑥), (11)

𝐷𝑃 (𝐵, 𝑥) ⩽ 𝐷𝑃 (𝐴, 𝑥). (12)

假假假设设设 2 存在原点邻域Ω ⊆ 𝑋 , 线性反馈控制

律𝑢 = 𝐾loc𝑥 ∈ 𝑈、非负定矩阵𝑃 以及一正实数 𝛾,使

得对 ∀𝐴 ⊆ Ω ,都有

𝐴+ = 𝑓𝐾loc
(𝐴) +𝑊 ⊆ Ω ,

𝐷𝑃 (𝐴
+, 0)−𝐷𝑃 (𝐴, 0) ⩽ 𝛾�̄� 2 −𝐷𝐼(𝐴, 0).

其中 𝑓𝐾loc
(𝐴)表示用于逼近 𝑓𝐾loc

(𝐴) = 𝑓(𝐴,𝐾loc𝐴)

的扩展区间算法.

综上所述,本文设计的预测控制器在 𝑘 = 0时刻

对应的具体优化问题可描述为

𝐽𝑁 (𝜋, 𝑥0, 𝑤) =

min
𝜋

𝑁−1∑
𝑖=0

𝐷𝐼(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋), 0) +𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥0, 𝜋), 0);

s.t. �̂�𝑖+1(𝑥0, 𝜋) = 𝑓𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋)) +𝑊,

�̂�0(𝑥0, 𝜋) = 𝑥0, �̂�𝑁 (𝑥0, 𝜋) ⊆ Ω ,

�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋) ⊆ 𝑋, 𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋)) ⊆ 𝑈,

𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (13)

其中: 𝑓𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋))为用扩展区间算法对 𝑓𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0,

𝜋))进行近似处理的集合映射; 𝑓𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋)) =

𝑓(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋), 𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋))); 𝜋𝑖(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋))为状态量空

间至控制量空间的集合映射, 其形式如式 (9)和 (10)

所示; 𝐷𝐼(�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋), 0)为阶段指标函数; 𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥0,

𝜋), 0)为终端代价函数; Ω为终端约束集.

定义 𝐽∗
𝑁 (𝑥0, 𝜋

∗, 𝑤)为优化问题 (13)的最优性能

指标, 𝜋∗= {𝜋∗
𝑖 (⋅)}为相应的最优控制律, {�̂�𝑖(𝑥0, 𝜋

∗),

𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为采用𝜋∗时相应的近似可达集序列.

在实际预测控制中, 只有控制律𝜋∗
0(⋅)真正作用于系

统,而 𝑘 = 1时刻的控制律则通过求解其相应时刻的

优化问题给出,因此本文设计的预测控制律可描述为

𝑢𝑅𝐻(𝑥) = 𝜋∗
0(𝑥). (14)
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定定定义义义 5 𝑋Ω称为预测控制的吸引域,若对 ∀𝑥0

∈ 𝑋Ω ,其对应优化问题 (13)都有解.

定定定理理理 1 对 ∀𝑥0 ∈ 𝑋Ω ,采用预测控制律𝑢𝑅𝐻(⋅),
系统是输入状态稳定的.

证证证明明明 分以下 2个步骤证明. 第 1步证明若 𝑘=0

时刻优化问题 (13)有解,则 𝑘 = 1时刻对应的优化问

题存在可行解; 第 2步证明 𝐽∗
𝑁 (⋅)为输入状态稳定李

雅普诺夫函数.

第 1步:可行解的存在性证明. 𝑘 = 1时刻, 𝑥1 =

𝑓(𝑥0, 𝜋
∗
0(𝑥0)) + 𝑤0,取𝜋 = {𝜋∗

1(⋅), 𝜋∗
2(⋅), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋∗

𝑁−1(⋅),
𝜋𝑁 (⋅)}, 其中𝜋𝑁 (⋅)表示Ω内的线性反馈控制律, 即

𝜋𝑁 (𝑥) = 𝐾loc𝑥.

定义 {�̂�𝑖(𝑥1, 𝜋), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}是初始状态为
𝑥1时采用控制律序列𝜋的近似可达集序列. 因为𝑥1

∈ �̂�1(𝑥0, 𝜋
∗),所以有 �̂�𝑖(𝑥1, 𝜋) ⊆ �̂�𝑖+1(𝑥0, 𝜋

∗), 𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1.

综上所述, 可得到 �̂�𝑁 (𝑥0, 𝜋
∗) ⊂ Ω且 �̂�𝑁−1(𝑥1,

𝜋) ⊆ �̂�𝑁 (𝑥0, 𝜋
∗),由假设 2和 𝑓𝜋𝑁 的单调性可知

�̂�𝑁 (𝑥1, 𝜋) = 𝑓𝜋𝑁
(�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋)) +𝑊 ⊂ Ω ,

因此𝜋为 𝑘 = 1时刻的一组可行解.

第 2步: 证明 𝐽∗
𝑁 (⋅)为输入状态稳定性李雅普

诺夫函数.很明显, 由 𝐽∗
𝑁 (⋅)的定义可知, 𝐽∗

𝑁 (𝑥0) ⩾
(∥𝑥0∥2)2. 优化问题 (13)有解表示 𝐽∗

𝑁 (𝑥0)有界, 所以

存在正实数 𝑐1, 𝑐2,使得 ∀𝑥0 ∈ 𝑋Ω ,都有

𝐽∗
𝑁 (𝑥0) ⩽ 𝑐1 ⋅ (∥𝑥0∥2)2 + 𝑐2 ⋅ (�̄� )2,

因此 𝐽∗
𝑁 (⋅)满足不等式 (6).

下面证明 𝐽∗
𝑁 (⋅)满足不等式 (7).

将𝜋作用于系统时,有

�̂�𝑖(𝑥1, 𝜋) ⊆ �̂�𝑖+1(𝑥0, 𝜋
∗), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1.

由性质 1可知

𝐷𝐼(�̂�𝑖(𝑥1, 𝜋), 0) ⩽ 𝐷𝐼(�̂�𝑖+1(𝑥0, 𝜋
∗), 0),

所以性能指标 𝐽𝑁 (𝜋, 𝑥1, 𝑤)满足

𝐽𝑁 (𝜋, 𝑥1, 𝑤)− 𝐽∗
𝑁 (𝑥0, 𝜋

∗, 𝑤) ⩽

𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥1, 𝜋), 0) +𝐷𝐼(�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋), 0)−
𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥0, 𝜋

∗), 0)−𝐷𝐼(�̂�0(𝑥0, 𝜋
∗), 0) ⩽

𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥1, 𝜋), 0) +𝐷𝐼(�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋), 0)−
𝐷𝑃 (�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋), 0)−𝐷𝐼(�̂�0(𝑥0, 𝜋

∗), 0). (15)

因为已经知道 �̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋) ⊆ Ω ,所以由假设 2可知[
𝐷𝑃 (�̂�𝑁 (𝑥1, 𝜋), 0) +𝐷𝐼(�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋), 0)

−𝐷𝑃 (�̂�𝑁−1(𝑥1, 𝜋), 0)

]
⩽𝛾�̄� 2.

(16)

将式 (16)代入 (15),有

𝐽𝑁 (𝜋, 𝑥1, 𝑤)− 𝐽∗
𝑁 (𝑥0, 𝜋

∗, 𝑤) ⩽

𝛾�̄� 2 −𝐷𝐼(�̂�0(𝑥0, 𝜋
∗), 0) =

𝛾�̄� 2 − 𝑥T
0 𝑥0,

因此有

𝐽∗
𝑁 (𝑥1)− 𝐽∗

𝑁 (𝑥0) ⩽ 𝛾�̄� 2 − 𝑥T
0 𝑥0.

由引理 2可得,系统是输入状态稳定的. 2
5 仿仿仿真真真实实实例例例

采用如下离散模型:

𝑥𝑘+1 =

[
1 𝑇

𝑇 1

]
𝑥𝑘 +

[
𝑇𝜇

𝑇𝜇

]
𝑢𝑘+[

𝑇 (1− 𝜇) 0

0 −4𝑇 (1− 𝜇)

]
𝑥𝑘𝑢𝑘 + 𝑇𝑤𝑘.

其中: 状态𝑥=[𝑥1 𝑥2]
T ∈ 𝑅2; 𝑇 =0.1;状态约束和控

控制约束分别为𝑋={𝑥∣∥𝑥∥∞ ⩽ 2}, 𝑈 ={𝑢∣∣𝑢∣ ⩽ 2};

干扰𝑤的 2范数界为 �̄� = 0.024 12.

预测控制的终端代价函数取𝑥T𝑃𝑥, 其中𝑃 =

[80,−0.5;−0.5, 80]. 𝛾 =1,终端约束集为Ω = {𝑥∣∣𝑥∣∞
⩽ 0.158 8}, Ω内的线性反馈增益为𝐾loc = [−3.164 8,

−3.164 8],预测步长𝑁 = 7.

从预测控制的吸引域中取任意初始点,观察其采

用本文鲁棒预测控制方法的收敛性. 本次仿真初始点

为𝑥0 = [0.5,−0.8]T,图 1为 𝑘 = 0时刻的近似可达集,

图 2为采用本文鲁棒预测控制方法的状态收敛曲线.
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-0 5.
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-2.0

- .1 5

x
2

-0 5. 0 0 5. 1.0 1.5 2.0
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1

Ω

图 1 𝑡 = 0时刻的近似可达集
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1

图 2 状态收敛曲线

图 1和图 2中的点画线区域表示终端约束集Ω ,

图 1中的实线小区域为近似可达集,图 2中的实线表

示状态的收敛曲线.由图 1和图 2可以看出, 𝑘 = 0时

刻,若末端近似可达集可进入Ω , 则状态可被引导至

原点的某个邻域内,即输入状态稳定.

6 结结结 论论论

本文设计了一种基于近似可达集的鲁棒预测控



1032 控 制 与 决 策 第 28 卷

制算法. 该算法采用结构简单的三次多项式逼近预测

控制的待优化控制律,并通过在线优化求解三次多项

式的各项系数, 进而得到具体的控制律.从理论上证

明了采用所设计的鲁棒预测控制律时系统是输入状

态稳定的,并通过仿真结果验证了所设计的鲁棒预测

控制算法是可行和有效的.
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