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摘 要: 基于核学习的非线性映射能力,提出一种小波核广义方差的核独立成分分析算法WKGV-KICA.小波核函数

具有近似正交,适用于信号局部分析的优点. 与互信息相联系,将核广义方差作为对比函数对统计独立性进行衡量,

可以获得理想的数学特性. 将该算法应用于宽范围的盲源分离问题的实例中,并与现有算法进了比较. 实验结果表

明, WKGV-KICA算法在同等条件下的分离精度更高,而且性能更好.
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Abstract：：：Based on the nonlinear mapping ability of kernel learning, an algorithm of kernel independent component

analysis based on wavelet kernel generalized variance(WKGV-KICA) is proposed. The wavelet kernel which is characterized

by approximate orthogonality has the advantage in local signal analysis. Related to mutual information theory, the contrast

function defined by kernel generalized variance(KGV) has desirable mathematical properties as the measure of statistical

independence. The algorithm is applied to wide-ranging blind source separation problems and compared with existing

algorithms. Experimental results show that WKGV-KICA algorithm can achieve higher separation accuracy and better

properties under the same condition.
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0 引引引 言言言

盲源信号分离 (BSS)[1-2]是指仅从若干观测到的

信号中恢复出原本无法通过观测直接获取的原始信

号的过程. BSS发展至今, 已衍生出许多不同的求解

方法,其中最重要的是独立成分分析 (ICA)[3-5].

在解决大规模、非参数分类和回归问题方面,核

学习方法已成为重要的计算工具. ICA作为一种半参

数模型, 具有强非参数的特点, 求解的关键在于特定

非线性经验对比函数的选取[3],而现有的算法在这方

面往往具有一定的局限性.核学习方法将对比函数延

伸至再生核希尔伯特空间进行求解,增强了对非线性

问题的求解能力, 由于其具有灵活的非参数特点, 在

BSS问题求解中可获得更加精确、鲁棒性的结果.

与互信息相联系, 核广义方差 (KGV)的核独立

成分分析 (KICA)算法[6]利用广义方差的形式对广义

特征值的全局谱进行分析, 基于核的学习方法提出

了一种新的 ICA对比函数,而且不同核函数类型的选

取将影响核学习方法性能的优劣.与常规核函数相

比,多维张量积小波核函数是正交或近似正交的, 具

有小波信号拥有的多分辨分析和特征提取的优点[7],

考虑将小波核函数引入KICA,可以进一步改进算法

的性能.为此,本文通过构造平移不变小波核函数,并

结合KGV提出一种小波核广义方差WKGV-KICA算

法. 将WKGV-KICA算法应用于复杂的非线性盲源信

号分离问题,并与现有的 ICA算法、基于常规核函数

的KICA算法进行性能比较,以验证WKGV-KICA算

法的有效性.
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1 基基基于于于小小小波波波核核核广广广义义义方方方差差差的的的KICA算算算法法法
1.1 核核核广广广义义义方方方差差差

KICA中对于随机变量相似性的评价标准来源于

CCA的理论[6,8]. CCA借助提取成分的思路, 将提取

出的典型成分作为变量的综合.通过衡量典型成分之

间的相关性, 从而获取变量之间的相关性.延伸至特

征空间中,典型成分之间的相关性可以表示为

𝜌ℱ = max
𝑓1,𝑓2∈ℱ

cov (𝑓1(𝑥1), 𝑓2(𝑥2))

(var 𝑓1(𝑥1))1/2(var 𝑓2(𝑥2))1/2
=

max
𝛼T
1 𝐾1𝐾2𝛼2

(𝛼T
1 𝐾1𝐾1𝛼1)1/2(𝛼T

2 𝐾2𝐾2𝛼2)1/2
. (1)

其中: 变量 𝑓1(𝑥1)和 𝑓2(𝑥2)可看作特征映射Φ(𝑥1)和

Φ(𝑥2)的典型成分, 𝐾1和𝐾2是其对应的Gram矩阵,

𝛼1和𝛼2是相应的系数矩阵. 若定义广义特征值𝜆 = 1

+ 𝜌ℱ ,则求解式 (1)等价于求解如下广义特征值问题:[
𝐾2

1 𝐾1𝐾2

𝐾2𝐾1 𝐾2
2

][
𝛼1

𝛼2

]
=(1 + 𝜌ℱ )

[
𝐾2

1 0

0 𝐾2
2

][
𝛼1

𝛼2

]
,

(2)

简写为𝒦𝛼 = 𝜆𝒟𝛼. 寻找特征空间最大相关性的典型

成分等价于寻找最大的广义特征值𝜆max = 1+𝜌ℱmax ,

这实际上等价于寻找最小的广义特征值𝜆min = 1 −
𝜌ℱmax .

由互信息[9]的定义

𝐼(𝑥1, 𝑥2)=
ww

𝑝(𝑥1, 𝑥2) log
[ 𝑝(𝑥1, 𝑥2)

𝑝(𝑥1)𝑝(𝑥2)

]
d𝑥1d𝑥2, (3)

能够得到高斯分布的自由变量之间的互信息,可以写

成如下对数形式:

𝐼(𝑥1, 𝑥2) = −1

2
log

( det𝐶

det𝐶11 det𝐶22

)
, (4)

其中协方差矩阵𝐶 =

[
𝐶11 𝐶12

𝐶21 𝐶22

]
. 在该互信息表达

式中,行列式的比值 det𝐶/(det𝐶11 det𝐶22)称为广义

方差.

将广义方差延伸至再生核空间进行核化,可以得

到如下的推广形式[6]:

𝛿ℱ (𝐾1,𝐾2) =
det𝐾

det𝐾11 det𝐾22
=

det𝒦
det𝒟 , (5)

称为KGV. 由广义特征值的定义和式 (2)可以看出,

KGV还可以表达为 𝛿ℱ =
∏
𝑖

(1− 𝜌2𝑖 ), 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

这表明KGV与KCCA仅考虑最大特征值 𝜌ℱ不同,它

还考虑了其他特征值,即对广义特征值的全局谱进行

了分析, 因此将高斯变量的互信息与CCA的全谱特

征值联系起来的KGV具有理想的数学特性.

基于式 (4)高斯变量互信息的形式,定义KGV形

式的对比函数为

𝐼(𝐾1,𝐾2)=−1

2
log 𝛿ℱ (𝐾1,𝐾2)=−1

2
log

∏
𝑖

(1− 𝜌2𝑖 ).

(6)

虽然式 (6)是由高斯变量的互信息推演得到的, 但由

于再生核的特性,对于原始空间中非高斯变量的互信

息度量, 本质上也提供了很好的逼近,而且当且仅当

式 (6)等于 0时, 源信号向量之间的互信息达到最小,

同时最大的 𝜌趋近于 0.这表明典型成分之间的相关

性已经达到最小,同时它们所代表的源信号向量也最

不相关,从而达到了分离的目的.

1.2 WKGV-KICA算算算法法法

KICA算法中的核函数选取对算法的性能有较

大影响, 原则上满足Mercer定理的核函数都可以选

取,而现有的KICA算法多采用高斯核函数,即 𝑘(𝑥, 𝑦)

= exp(−∥𝑥 − 𝑦∥2/2𝜎2).小波核函数具有小波信号局

部分析、多分辨率分析的优点,能够以很高的精度逼

近任意函数,而常规核函数不具备这样的优势. 其次,

小波核函数是正交或近似正交的,而常规核函数是相

关甚至冗余的. 因此,本文算法依据小波核函数强大

的非线性逼近能力, 通过构造一类可允许的多维张

量积小波核函数, 并结合KGV理论实现了一种新的

WKGV-KICA算法.

为构造一种平移不变小波核函数, 不失一般性,

可以选择Morlet母小波ℎ1(𝒙)和Mexican hat母小波

ℎ2(𝒙)如下:

ℎ1(𝒙) = cos(1.75∥𝒙∥) exp(−∥𝒙∥2/2), (7)

ℎ2(𝒙) = (1− ∥𝒙∥2) exp(−∥𝒙∥2/2). (8)

若记尺度因子为 𝑎, 𝜎, 且𝒙,𝒚 ∈ 𝑹𝑁 , 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑎, 𝜎 ∈ 𝑅,

则可以证明如下所示的小波核函数是一种可允许的

多维张量积的支持向量核函数[7]:

𝑘1(𝒙,𝒚) =

𝑁∏
𝑖=1

((
cos

1.75(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)

𝑎

)
× exp

(
− (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2

2𝜎2

))
,

(9)

𝑘2(𝒙,𝒚) =

𝑁∏
𝑖=1

((
1− (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2

𝑎2

)
× exp

(
− (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2

2𝜎2

))
. (10)

与高斯核函数相比,小波核函数增加了一个可调

参数 𝑎,将各维输入通过乘积的形式构成核函数,体现

了其对输入各维进行局部分析的特点,可调参数体现

了小波核函数各维的多分辨关系.

本文算法的架构如下,首先给定一组观测数据向

量 𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿, 并给出一个参数矩阵𝑊 , 假设 𝑥̃ =

𝑊𝑦,可以得到一组估计的源信号向量 𝑥̃1, 𝑥̃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̃𝐿,

其𝑚个变量服从一组中心化的Gram矩阵𝐾1,𝐾2,

⋅ ⋅ ⋅,𝐾𝑚.由此将式 (6)推广至𝑚个变量的情况, 依赖

于参数矩阵𝑊 的Gram矩阵构成一个新的对比函数
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𝐶(𝑊 ) = 𝐼(𝐾1,𝐾2 ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑚) =

− 1

2
log 𝛿ℱ (𝐾1,𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑚), (11)

其中 𝛿ℱ (𝐾1,𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑚) = det𝒦′/ det𝒟′.与式 (5)

相似, 𝒦′,𝒟′是由Gram矩阵构成的分块矩阵.利用在

Stiefel流型空间的梯度[6]

∇𝐶 =
∂𝐶

∂𝑊
−𝑊

( ∂𝐶

∂𝑊

)T

𝑊, (12)

借助最小化梯度获取𝐶(𝑊 )全局最优解对应的参数

矩阵𝑊 ,即可分离出原始的独立变量.

给定𝐿为采样点数目, 𝑚为源信号向量的数目,

则具体算法如下:

1)对观测数据向量 𝑦1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿进行中心化处理;

2)对 𝑦1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿进行白化处理;

3)根据估计的源信号向量求取公式 𝑥̃ = 𝑊𝑦,可

以得到一组以𝑊 为变量的估计的源信号向量 𝑥̃1, ⋅ ⋅ ⋅,
𝑥̃𝐿,并计算中心化的小波核Gram矩阵𝐾1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑚;

4)计算 𝛿ℱ (𝒦1,𝒦2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑚) = det𝒦′/det𝒟′;

5)利用式 (11)的𝐶(𝑊 )定义,结合式 (12)的梯度

算法, 通过全局最优𝐶(𝑊 )获取参数矩阵𝑊 , 从而实

现所需的源信号分离.

由于Gram的谱衰减较慢,且高维的核矩阵会带

来计算的复杂性, 在算法的具体实现过程中, 若直接

针对高维Gram矩阵进行求解, 则其计算复杂度为

𝑂(𝑚3𝐿3).为解决这一问题, 使用不完整的Cholesky

分解算法,以实现对核Gram矩阵的低秩逼近.若对小

波核矩阵进行低秩逼近时最大秩为𝑀 , 则在WKGV

-KICA算法中WKGV的计算复杂度为𝑂(𝑚2𝑀2𝐿 +

𝑚3𝑀3), 因为𝐿远大于𝑚𝑀 , 所以后一项可以忽略,

Stiefel流型空间梯度微分计算复杂度为𝑂(𝑚2𝑀2𝐿).

可以看出,算法时间复杂度与采样点数目𝐿成线性关

系,明显降低了高维核矩阵的求解难度.

2 盲盲盲源源源信信信号号号分分分离离离实实实验验验

下面应用所提出的WKGV-KICA算法对混合语

音信号分离、图像恢复和理解及生物医电信号ECG

检测进行盲源信号分离实验.为了评价算法的性能,

与现有 ICA算法及基于常规核函数的KCCA-KICA、

KGV-KICA算法进行比较,用于对比的核函数采用多

项式核函数 𝑘(𝑥, 𝑦)=(1+𝑥𝑦)𝑑和高斯核函数 𝑘(𝑥, 𝑦)=

e−∥𝑥−𝑦∥2/2𝜎2

.

算法的评价指标如下:

1)相关系数.根据 ICA的定义 𝑦 = 𝐴𝑥,设𝑥𝑖为源

信号矢量𝑥中的第 𝑖个源信号, 𝑥̃为𝑥的估计,而 𝑥̃𝑗为

估计的源信号 𝑥̃中的第 𝑗个分量,则𝑥𝑖与其估计 𝑥̃𝑗之

间的相关系数为 𝜌𝑖𝑗 =
cov(𝑥𝑖, 𝑥̃𝑗)√

cov(𝑥𝑖, 𝑥𝑖)cov(𝑥̃𝑗 , 𝑥̃𝑗)
. 当分

离效果较好时, ∣𝜌𝑖𝑗 ∣ ≈ 1.

2)性能指数

PI =

1

2𝑚

{ 𝑚∑
𝑖=1

(
𝑚∑
𝑗=1

∣𝑣𝑖𝑗 ∣

max𝑘 ∣𝑣𝑖𝑘∣ − 1
)
+

𝑚∑
𝑗=1

( 𝑚∑
𝑖=1

∣𝑣𝑖𝑗 ∣

max𝑘 ∣𝑣𝑘𝑗 ∣ − 1
)}

,

其中 𝑣𝑖𝑗为矩阵𝑉 =𝑊𝐴第 𝑖行第 𝑗列的元素. PI越接

近 0,分离效果越好.

2.1 混混混合合合语语语音音音信信信号号号分分分离离离

考虑在一个典型房间内通过麦克风阵列采集信

号并进行混合语音分离的应用问题. 实验数据取自

NTT通信科学实验室在网络中公开的用于学习和测

试的标准语音信号数据集[10]. 选取的 4段男女语音信

号的采样时间长度为 7 s, 采样频率为 8 000 Hz, 采样

点个数𝐿 = 56 000,用随机的 4× 4矩阵描述每个麦克

风与交谈者之间的距离信息.

在实验中,借助交叉验证的方法,多项式核函数

和高斯核函数的超参数分别取为 𝑑 = 3, 𝜎 = 1时,

KICA算法的分离效果较好. 表 1给出了在较优的一

组超参数条件下,即Morlet小波核函数超参数为𝜎 =

𝑎= 1.6, Mexican hat小波核函数超参数为𝜎= 𝑎= 2.6

时的算法性能比较.由表 1可以看出, WKGV-KICA

算法的性能最好,其 PI超过基于常规核函数的KICA

算法一个数量级.

表 1 WKGV-KICA算法与其他算法的性能参数比较

算法 相关系数 PI

最大化峭度的 ICA算法 0.957 4 0.032 5

最大化负熵的 ICA算法 0.957 6 0.024 8

最大似然估计的 ICA算法 0.957 1 0.041 7

Poly-KCCA-KICA 0.998 5 0.046 5

Poly-KGV-KICA 0.999 0 0.019 3

Gauss-KCCA-KICA 0.999 5 0.018 1

Gauss-KGV-KICA 0.999 8 0.010 5

Morlet-WKGV-KICA 0.999 9 0.005 2

Mexican hat-WKGV-KICA 0.999 9 0.004 0

另外,多次实验结果表明,小波核函数的尺度因

子 𝑎在 0.1∼ 10之间, 超参数𝜎在 0.8∼ 5之间调整时,

WKGV-KICA算法均能取得较好的分离效果,显示出

所提出的算法具有良好的鲁棒性.

在算法的实现中,采用不完整Cholesky分解算法

将高维核Gram矩阵的秩逼近至𝑀 = 5时,显著降低

了时间复杂度.采用WKGV-KICA算法及其他各种算

法对混合语音信号实施盲源分离的效果如图 1所示.

2.2 图图图像像像恢恢恢复复复和和和理理理解解解

实验数据来源于文献 [3]. 选取 3张灰度图像,其

分辨率为 512× 256. 在图像中混入高斯白噪声以增加

图像恢复的难度,混合矩阵𝐴取随机的 3× 3矩阵. 在

实验中, 借助交叉验证的方法, 多项式核函数和高斯

核函数的超参数选取同 2.1节.
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图 1 混合语音信号盲源信号分离效果图

在较优的一组超参数条件下,即Morlet小波核函

数超参数为𝜎 = 𝑎 = 1.6, Mexican hat小波核函数超参

数为𝜎 = 𝑎 = 2.6时的算法性能比较如表 2所示.由表

2可以看出, ICA算法对图像的恢复性能较差. 采用

常规核函数的KICA算法将问题映射到特征空间进

行求解, 在一定程度上提高了分离精度. 与之相比,

WKGV-KICA算法的性能最好,小波核函数近似正交

的优势使得算法的性能得到进一步改善, 对图像的

恢复效果优于基于常规核函数的KICA算法以及各

种 ICA算法.

表 2 WKGV-KICA算法与其他算法的性能参数比较

算法 相关系数 PI

最大化峭度的 ICA算法 0.928 9 0.085 0

最大化负熵的 ICA算法 0.924 6 0.093 4

最大似然估计的 ICA算法 0.928 9 0.084 9

Poly-KCCA-KICA 0.939 0 0.049 0

Poly-KGV-KICA 0.937 3 0.029 6

Gauss-KCCA-KICA 0.940 7 0.045 2

Gauss-KGV-KICA 0.949 2 0.025 1

Morlet-WKGV-KICA 0.963 4 0.016 8

Mexican hat-WKGV-KICA 0.969 8 0.016 3

另外,多次实验结果表明,小波核函数的尺度因

子 𝑎在 1∼10之间,超参数𝜎在 1.0 ∼ 3.5之间调整时,

!"#$ 1 !"#$ 2 !"#$ 3

%&#$ 1 %&#$ 2 %&#$ 3

'()*+ ,-
./#$

ICA

1

'()*+ ,-
./#$

ICA

2

'()*+ ,-
./#$

ICA

3

'(01+ ,-
./#$

ICA

1

'(01+ ,-
./#$

ICA

2

'(01+ ,-
./#$

ICA

3

'(234567+
,-./#$ICA 1

'(234567+
,-./#$ICA 2

'(234567+
,-./#$ICA 3

KICA,-8!#$1 KICA 2,-8!#$ KICA 3,-8!#$

WKGV-KICA,-
8!#$1

WKGV-KICA

2

,-
8!#$

WKGV-KICA

3

,-
8!#$

图 2 混合图像信号盲源信号分离效果图
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图 3 混合心电图信号盲源信号分离效果图

对图像的恢复性能均很理想,显示出所提出的算法具

有良好的鲁棒性.

具体实现中,采用不完整Cholesky分解算法将高

维核Gram矩阵的秩逼近至𝑀 = 4时,显著降低了时

间复杂度.采用WKGV-KICA算法及其他各种算法对

混合图像信号实施盲源分离的效果如图 2所示.

2.3 生生生物物物医医医电电电信信信号号号ECG检检检测测测

实验数据来源于MIT-BIH在网络中公开的非侵

入性胎儿心电图信号数据集[11]. 利用该数据集模拟

孕妇体外获取胎儿心电图信号的过程,心电信号与干

扰信号的混合矩阵𝐴取随机的 3× 3矩阵.

在实验中,借助交叉验证的方法,多项式核函数

与高斯核函数的超参数选取同 2.1节.表 3给出了在

较优的一组超参数条件下,即Morlet小波核函数超参

数为𝜎 = 𝑎 = 1.6, Mexican hat小波核函数超参数为

𝜎 = 𝑎 = 2.6时的算法性能比较.由表 3可以看出,基

于高斯核函数的KICA算法对心电图信号分离的效

果相比 ICA算法具有明显改进, 而使用Morlet小波

核和Mexican hat小波核的WKGV-KICA算法的性能

更好. WKGV-KICA算法对胎儿心电图信号的还原效

果明显优于基于常规核函数的KICA算法以及各种

ICA算法,能够为临床诊断提供帮助.

表 3 WKGV-KICA算法与其他算法的性能参数比较

算法 相关系数 PI

最大化峭度的 ICA算法 0.857 8 0.058 6

最大化负熵的 ICA算法 0.878 4 0.069 8

最大似然估计的 ICA算法 0.857 8 0.058 6

Poly-KCCA-KICA 0.993 1 0.051 8

Poly-KGV-KICA 0.999 1 0.038 0

Gauss-KCCA-KICA 0.999 4 0.047 2

Gauss-KGV-KICA 0.999 6 0.022 1

Morlet-WKGV-KICA 0.999 8 0.018 1

Mexican hat-WKGV-KICA 0.999 8 0.017 5

另外,多次实验结果表明,小波核函数的尺度因

子 𝑎在 0.5 ∼ 3.0之间调整,超参数𝜎在 1.2 ∼ 3.0之间

调整时, 同样能取得较好的分离效果,显示出所提出

的算法具有良好的鲁棒性.

在算法实现中,利用不完整Cholesky分解算法将

高维核Gram矩阵的秩逼近至𝑀 = 4时,显著降低了

时间复杂度.采用WKGV-KICA算法及其他各种算法

对心电图信号实施盲源分离的效果如图 3所示.

3 结结结 论论论

本文基于核学习强大的非线性映射能力,提出了

一种WKGV-KICA算法.引入了Morlet和Mexican-hat

两种小波核函数,进一步提高了KICA算法的性能.在

展现非线性特性的核函数选择上, WKGV-KICA通过
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构造多维张量积小波核函数,保持了小波函数近似正

交及多分辨分析的优点. 最后通过 3个不同领域的非

线性盲源信号分离实验,验证了WKGV-KICA算法的

有效性. WKGV-KICA算法作为 ICA和KICA算法的

改进与延伸,为非线性盲源信号的分离提供了一条新

的有效途径.
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