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摘 要: 针对离散滑模趋近律形式多样且容易产生高频抖振的问题,提出了离散滑模趋近律的一般形式,并给出了

无抖振的到达条件及其理论证明,从一般意义上为离散滑模趋近律的设计提供了理论依据. 针对满足匹配条件的不

确定系统,给出了切换函数收敛域的推导方法,推导了无抖振的最小收敛域.以典型的高氏指数趋近律为例,利用无

抖振的到达条件,对其一般形式进行了无抖振改进,验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: As the trending law of discrete-time sliding mode control is in different forms and difficult to avoid chattering, a

general form of it is proposed, and the reaching condition without chattering is given with the academic proof, which provides

a theory basis in general for the design and research of the chattering-free trending law for the discrete-time sliding mode

control. As to the uncertain system that satisfies matching condition, the method to infer the convergent region of the switch

function and the minimal value of it without chattering are provided. The classical exponential trending law is improved as

a case of using the reaching condition without chattering based on its general form, which shows the effectiveness of the

proposed method.
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0 引引引 言言言

变结构控制方法通过控制量的切换使系统状态

沿着滑模面运动,在受到参数摄动和外界干扰时系统

具有不变性,正是这种特性使得变结构控制方法受到

各国学者的普遍重视[1]. 由于数字控制器的广泛使用,

Dobe等[2]首次考虑了离散系统的变结构控制,并提出

了与连续系统相对应的到达条件. Milosavljevic[3]提

出了准滑动模态的思想,进而指出上述条件并不充分.

Sarpturk等[4]研究了满足匹配条件的不确定性离散线

性时不变系统的稳定性,提出了一种新型的离散滑模

到达条件,在此基础上又提出了离散控制信号必须有

界的理论. Furuta[5]则以Lyapunov函数的形式给出了

新的到达条件,并提出了基于等效控制的离散滑模变

结构控制算法. Young等[6]进一步完善了基于“等效控

制”的设计思想. 我国学者高为炳[7]给出了准滑动模

态的定义及其详细的物理解释,并提出了更一般的到

达条件,即离散趋近律,在揭示离散滑模变结构控制

的运动机理方面前进了一大步.但是高氏趋近律定义

的到达条件要求运动点一旦穿越切换面,它的后继步

均从另一面穿越切换面,并且一直进行下去. 这样的

定义保证了滑模控制的强鲁棒性,但会导致高频抖振

的出现. 文献 [8]采用准滑模控制的思想,引入幂次函

数替换高氏趋近律中的符号函数, 消除了抖振, 但并

不能保证切换函数在有限时间内到达零. 文献 [9]采

用逻辑判断的形式,消除了切换函数高频抖振并能在

有限时间内到达零,但是没有从一般意义上给出切换

函数无抖振到达的条件和设计方法. 文献 [10]基于死

区的方法,提出了一种离散趋近律的准滑模控制方法,

消除了高频抖振,但是切换函数只能单调地向死区收

敛,不能完全到达滑动模态.
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从所查阅的文献来看,虽然很多学者从不同的角

度提出了削弱或消除抖振的有效方法,但都没有从本

质上说明消除抖振的内在机理, 不具有一般性, 难以

灵活运用. 基于此,本文提出了离散滑模趋近律的一

般形式,给出了一般形式下切换函数无抖振的到达条

件及其理论证明,从一般意义上为离散滑模趋近律的

设计及其消抖方法的研究提供了理论依据. 针对满足

匹配条件的不确定系统,给出了切换函数收敛域的一

般推导方法及其无抖振条件下的最小收敛域.利用无

抖振的到达条件,只需对传统的趋近律进行简要改进,

便可在保持传统趋近律原有优点的基础上彻底消除

抖振,保证滑动模态的良好性能.

1 离离离散散散趋趋趋近近近律律律的的的一一一般般般形形形式式式

趋近律描述了变结构控制系统中的运动过程,其

最根本的特征是趋近速度的描述. 为了统一离散系统

与连续系统趋近律的表达形式,本文通过引入趋近速

度函数,提出离散趋近律的一般形式为

𝑠(𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅). (1)

其中: 𝑇 为采样周期, d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅)为趋近速度函数.

由式 (1)可以看出,趋近律的设计实际上是趋近速度

函数的设计.当𝑇 → 0+时, d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) → �̇�,离散趋

近律的一般形式统一于连续系统的趋近律.典型的高

氏指数趋近律可以表示为⎧⎨⎩
𝑠(𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅),
d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) = −𝑞𝑠(𝑘)− 𝜀sign(𝑠(𝑘)),

𝜀 > 0, 0 < 𝑞𝑇 < 1,

(2)

其中 sign(⋅)为符号函数. 由式 (2)可以看出, 当 ∣𝑠(𝑘)∣
→ 0+时, ∣𝑠(𝑘 + 1)∣ → 𝜀𝑇 . 这便是高氏离散趋近律从

理论上不能消除抖振的根本原因.

2 无无无抖抖抖振振振的的的到到到达达达条条条件件件及及及其其其收收收敛敛敛域域域分分分析析析

2.1 无无无抖抖抖振振振的的的到到到达达达条条条件件件

定定定义义义 1 一步可达边界 𝛿sup(𝑇 ): 采样周期为𝑇

时, ∃𝛿(𝑇 ) > 0, 当 ∣𝑠(𝑘0)∣ < 𝛿(𝑇 )时, 若存在可行控制

序列𝑢(𝑘) (𝑘 ⩾ 𝑘0),使 𝑠(𝑘) = 0 (𝑘 > 𝑘0),则有

𝛿sup(𝑇 ) = sup 𝛿(𝑇 ). (3)

利用一步可达边界的概念,提出离散趋近律的无

抖振到达条件为{
−𝑠𝑠′ < 𝑇d𝑓(𝑠, 𝑇, ⋅)𝑠′ < −𝜀, 𝑠(𝑘) ∕⊂ 𝑆(𝑇 );

𝑇d𝑓(𝑠, 𝑇, ⋅) = −𝑠, 𝑠(𝑘) ⊂ 𝑆(𝑇 ).
(4)

其中: 𝑆(𝑇 ) = {𝑠 : ∣𝑠∣ < 𝑞𝛿sup(𝑇 ), 0 < 𝑞 < 1}, 𝑠′ =

sign(𝑠), 𝑞𝛿sup(𝑇 ) > 𝜀 > 0.

证证证明明明 下面分两种情况简要证明.

1)当 𝑠(𝑘) ∕⊂ 𝑆(𝑇 )时:

①若 𝑠(𝑘) > 0,则由到达条件式 (4),有

−𝑠(𝑘) < 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) < −𝜀. (5)

将式 (5)代入 (1),可得

0 < 𝑠(𝑘 + 1) < 𝑠(𝑘)− 𝜀. (6)

②若 𝑠(𝑘) < 0,则由到达条件式 (4),有

−𝑠(𝑘) > 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) > 𝜀. (7)

将式 (7)代入 (1),可得

𝑠(𝑘) + 𝜀 < 𝑠(𝑘 + 1) < 0. (8)

2)当 𝑠(𝑘) ⊂ 𝑆(𝑇 )时,由到达条件式 (4),有

𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) = −𝑠(𝑘). (9)

将式 (9)代入 (1),可得

𝑠(𝑘 + 1) = 0. (10)

于是定义 1得证. □

结论 1 若离散趋近律的一般形式 (1)满足到达

条件 (4), 则切换函数 𝑠将单调无抖振、无正负、交替

地在有限采样周期内到达零并保持为零.

2.2 收收收敛敛敛域域域的的的推推推导导导

假假假设设设 1 趋近速度函数𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅)随参数
𝑠(𝑘)单调递减,即对于 ∀𝑠(𝑘1) < 𝑠(𝑘2),下式成立:

d𝑓(𝑠(𝑘1), 𝑇, ⋅) > d𝑓(𝑠(𝑘2), 𝑇, ⋅). (11)

定定定义义义 2 切换函数收敛上界𝐵sup定义为

𝐵sup = min{𝐵 : 𝑠(𝑘) > 𝐵 ⇒ 𝑠(𝑘 + 1) < 𝑠(𝑘)}.
定定定义义义 3 切换函数收敛下界𝐵inf定义为

𝐵inf = max{𝐵 : 𝑠(𝑘) < 𝐵 ⇒ 𝑠(𝑘 + 1) > 𝑠(𝑘)}.
定定定义义义 4 切换函数收敛域𝐵𝑠定义为

𝐵𝑠 = [𝐵inf , 𝐵sup]. (12)

考虑如下线性参数不确定离散系统:

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑘)+

(𝐵 +Δ𝐵)𝑢(𝑘) + 𝑓(𝑘). (13)

其中: Δ𝐴和Δ𝐵为参数摄动, 𝑓(𝑘)为外部干扰. 假设

系统 (13)满足匹配条件,即

Δ𝐴 = 𝐵𝐴, Δ𝐵 = 𝐵�̃�, 𝑓(𝑘) = 𝐵𝑓(𝑘), (14)

则系统 (13)可写为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵[𝑢(𝑘) + 𝑑(𝑘)], (15)

其中 𝑑(𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘) + �̃�𝑢(𝑘) + 𝑓(𝑘),为系统受到的总

干扰.

设计离散线性切换函数为

𝑠(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘). (16)

针对系统 (15)的标称系统采用本文提出的离散趋近

律的一般形式 (1),有
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𝑢(𝑘) = − (𝐶𝐵)−1[𝐶𝐴𝑥(𝑘)− 𝑠(𝑘)−
𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅)]. (17)

将控制律𝑢(𝑘)施加于实际的被控对象系统 (15)时,有

𝑠(𝑘 + 1) = 𝐶𝑥(𝑘 + 1) =

𝐶𝐴𝑥(𝑘) + 𝐶𝐵𝑢(𝑘) + 𝐶𝐵𝑑(𝑘) =

𝑠(𝑘) + 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) + 𝐶𝐵𝑑(𝑘). (18)

记

Δ𝑠(𝑘) = 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅) + 𝐶𝐵𝑑(𝑘), (19)

则式 (18)可以写为

𝑠(𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + Δ𝑠(𝑘). (20)

由定义 2,收敛上界𝐵sup和下界𝐵inf可以写为

𝐵sup = min{𝐵 : 𝑠(𝑘) > 𝐵 ⇒ Δ𝑠(𝑘) < 0}, (21)

𝐵inf = max{𝐵 : 𝑠(𝑘) < 𝐵 ⇒ Δ𝑠(𝑘) > 0}. (22)

设𝐶𝐵𝑑(𝑘)满足

𝑑min < 𝐶𝐵𝑑(𝑘) < 𝑑max. (23)

若趋近速度函数 d𝑓(𝑠(𝑘), 𝑇, ⋅)满足假设 1, 则收敛上

界𝐵sup和下界𝐵inf分别为

𝐵sup = 𝐵 : 𝑇d𝑓(𝐵, 𝑇, ⋅) = −𝑑max, (24)

𝐵inf = 𝐵 : 𝑇d𝑓(𝐵, 𝑇, ⋅) = −𝑑min. (25)

由离散趋近律的无抖振到达条件 (4),可得

𝐵sup ⩾ 𝑑max, (26)

𝐵inf ⩽ 𝑑min. (27)

当且仅当 [𝑑min, 𝑑max] ⊂ 𝑆(𝑇 )时, 无抖振离散滑

模切换函数可以获得最小收敛域,即

𝐵𝑠min = [𝑑min, 𝑑max]. (28)

3 传传传统统统趋趋趋近近近律律律的的的无无无抖抖抖振振振改改改进进进与与与仿仿仿真真真验验验证证证

将传统的趋近律对照无抖振到达条件式 (4), 可

以发现传统趋近律算法不能无抖振到达的原因.将传

统趋近律进行适当改进, 使其满足无抖振的到达条

件 (4), 即可在基本不改变原有趋近律性能的基础上

实现无抖振到达的优良性能.下面以高氏指数趋近律

为例,给出改进的方法.

3.1 高高高氏氏氏趋趋趋近近近律律律的的的改改改进进进

由高氏离散趋近律的一般形式 (2)可知,当 ∣𝑠(𝑘)∣
< 𝜀𝑇/(1− 𝑞𝑇 )时, 不满足无抖振到达条件 (4). 于是

定义

𝑆(𝑇 ) =

{
𝑠(𝑘) : ∣𝑠(𝑘)∣ < 𝜀𝑇

1− 𝑞𝑇

}
. (29)

利用式 (4),可以改进高氏离散趋近律算法为

⎧⎨⎩
𝑠(𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + 𝑇d𝑓(𝑠(𝑘));

d𝑓(𝑠(𝑘)) = −𝑞𝑠(𝑘)− 𝜀sign(𝑠(𝑘)), 𝑠(𝑘) ∕⊂ 𝑆(𝑇 );

d𝑓(𝑠(𝑘)) = −𝑠(𝑘)/𝑇, 𝑠(𝑘) ⊂ 𝑆(𝑇 );

𝜀 > 0, 0 < 𝑞𝑇 < 1.

(30)

再由式 (24)和 (25)即可求得改进趋近律的收敛域.

3.2 数数数值值值仿仿仿真真真分分分析析析

选用文献 [11]提出的典型一阶倒立摆为对象进

行仿真. 其离散状态方程如下:⎧⎨⎩
𝑥1(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘) + 𝑇𝑥2(𝑘),

𝑥2(𝑘 + 1) = 𝑥2(𝑘) + 𝑇 [𝑓(𝑥1(𝑘), 𝑥2(𝑘))+

𝑔(𝑥1(𝑘), 𝑥2(𝑘))𝑢(𝑘)].

其中

𝑓 = (107.9 sin(𝑥1(𝑘))−
1.5(𝑥2(𝑘))

2 cos(𝑥1(𝑘)) sin(𝑥1(𝑘)))/

(7.3− 1.5(cos(𝑥1(𝑘)))
2),

𝑔 = cos(𝑥1(𝑘))/7.3− 1.5(cos(𝑥1(𝑘)))
2.

取线性滑模面参数𝐶 = [ 𝑐 1 ], 系统采样周期

𝑇 = 0.01 s. 系统的初值𝑥1(0) = π/6, 𝑥2(0) = 0. 仿真

时,视 𝑓为干扰项.利用式 (17)可以得到控制输入

𝑢(𝑘) =
d𝑓(𝑠(𝑘))− 𝑐𝑥2(𝑘)

𝑔(𝑥1(𝑘), 𝑥2(𝑘))
.

取滑模面参数 𝑐 = 15, 分别采用高氏指数趋近律 (2),

本文改进的无抖振趋近律 (30)以及如下基于幂次函

数的离散滑模控制算法进行对比:⎧⎨⎩ 𝑠(𝑘 + 1) = (1− 𝑞𝑇 )𝑠(𝑘)− 𝜀𝑇 fal (𝑠(𝑘), 𝛼, 𝛿) ,

𝛿 >
( 𝜀𝑇

1− 𝑞𝑇

) 1
1−𝛼

, 0 <
𝜀𝑇

1− 𝑞𝑇
< 1;

fal(𝑠, 𝛼, 𝛿) =

⎧⎨⎩ ∣𝑠∣𝛼sign(𝑠), ∣𝑠∣ ⩾ 𝛿;
𝑠

𝛿1−𝛼
, ∣𝑠∣ < 𝛿.

以上各趋近律控制参数如表 1所示.

表 1 仿真控制参数

趋近律方法 控制参数

改进高氏趋近律 𝜀 = 0.1, 𝑞 = 8

高氏趋近律 𝜀 = 0.1, 𝑞 = 8

基于幂次函数的趋近律 𝜀 = 0.1, 𝑞 = 8, 𝛼 = 0.5, 𝛿 = 0.1

图 1∼图 3分别为 3种趋近律控制器输出、切换

函数和系统状态输出的时间历程. 图中: 实线代表高

氏趋近律,虚线代表基于幂次函数的趋近律,点线代

表改进的高氏趋近律. 表面上看 3条曲线基本重合,

但通过局部放大可以明显看出 3种趋近律的区别.从

右边局部放大的曲线可以看出,基于改进高氏趋近律
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的方法彻底消除了抖振,且克服了基于幂次函数趋近

律方法不能在有限时间到达零的缺点,同时被控系统

在整个状态空间内具有良好的动态品质.

4 结结结 论论论

本文提出了离散滑模趋近律的一般表示形式,给

出了切换函数无抖振的到达条件及其收敛域的推导

方法,指出了无抖振离散滑模切换函数可以获得的最

小收敛域.从一般意义上为离散滑模趋近律的设计和

消抖方法的研究提供了理论依据. 本文提出的改进方

法简单实用,不增加控制参数,且具有一般性. 基于本

文方法对传统趋近律的改进,能够在保持原有趋近律

方法优点的基础上彻底消除高频抖振,保证滑模控制

方法具有良好的动态品质.
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