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研究论文

空间框架结构几何非线性分析方法的改进研究
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摘要 以几何精确梁理论为基础，分别采用高阶拉格朗日插值和埃米特插值构造高精度空间梁单元. 提出基于

单元层次平衡迭代的自由度凝聚方法，以保证单元的通用性.实现了基于载荷控制或柱面弧长控制的结构几何

非线性分析算法. 算例研究结果表明，提出的改进方法不但提高了计算效率，而且还具有较高的数值稳定性；

特别是基于三次埃米特插值构造的单元表现出较好的性态，适用于结构屈曲后分析.
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引 言

结构几何非线性分析较常用的基本方法有完全

拉格朗日列式法 (total Lagrange)、更新拉格朗日列式

法 (updated Lagrange)和随转坐标列式法 (co-rotation).

采用更新拉格朗日列式法和随转坐标列式法时，一

般先计算各载荷增量步的位移、变形及内力增量，

然后再累加得到响应总量. 尽管这种算法可以有效

地简化分析过程，但也带来了最终结果精度取决于

步长选择的问题.对于空间结构，构形更新过程有可

能产生计算误差，影响算法的数值稳定性.因此，为

了得到较可靠准确的分析结果，通常需要选用较小

的载荷步长. 这些问题的存在限制了这类方法的应

用. 相对而言，完全拉格朗日列式法在计算过程中

采用固定的参考构形，避免了构形更新所引起的误

差；但是相应的分析过程相对复杂，且基于小应变原

理的完全拉格朗日列式法在结构变形较大时也无法

得到准确结果.

由 Simo及其合作者 [1-2]在 Reissner[3] 的研究工

作基础上提出的几何精确梁理论，可以有效地避免

常规方法的主要缺陷，为空间框架的非线性分析提

供了一种高精度的分析方法. 几何精确梁理论的特

点包括：(1)以大位移和有限转动理论为基础；(2)以

梁截面的形心位置向量和转动向量为基本的运动学

参量；(3)采用精确的几何关系.因此，该方法在分析

过程中不需改变参考构形，避免由此可能引起的数

值误差，计算精度几乎不受步长的影响.同时，可以

考虑剪切变形的影响，应用范围更广.

自几何精确梁理论提出以来，国内外学者在此

基础上展开了广泛的研究，包括曲梁单元分析 [4-7]、

转动向量参数化研究 [8]、动力分析 [9]、基于应变插值

的梁单元构造 [10]、基于海林格 --瑞斯纳 (Hellinger--

Reissner)变分原理的混合单元研究 [11-12]、薄壁杆件

分析 [13-17]、二维梁有限变形分析 [18] 等，其应用范

围不断扩展，从初期的实体梁分析到近期的薄壁杆

件分析，成为一种有潜力的结构非线性分析方法.

在应用几何精确梁理论构造梁单元的过程中，

现有文献一般采用高阶拉格朗日插值表示单元位移

场. 一方面，这种单元的位移自由度数较多，导致

结构整体分析计算量增大；另一方面，这种单元的

节点位移自由度数目多于常规单元，也不便于与通

用有限元程序结合.特别地，若在薄壁杆件结构的非

线性分析中考虑截面变形，需要保证单元间位移导

数的连续性，而拉格朗日插值无法满足这样的要求.

Gonçalves等 [17] 用埃米特插值进行了薄壁梁的几何

非线性分析，但仅限于单一杆件，更进一步的研究还

未见报道.

本文应用几何精确梁理论，分别采用拉格朗日

和埃米特插值函数构造空间梁单元，通过单元层次

平衡迭代凝聚内部自由度，形成与常规单元相同的

12×12单元刚度矩阵，以提高单元的通用性和空间框
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架结构分析的计算效率.采用 4个典型算例分析和比

较不同单元的计算效果，验证了方法的有效性.

1 几何精确梁理论

1.1 运动学描述

图 1表示了几何精确梁理论中所采用的两种构

形的关系及运动学描述方法.图中，参考构形在分析

过程中保持不变，通常取为初始构形 (材料构形)，而

当前构形 (空间构形)则在分析过程中不断变化；A,

B分别表示任意截面的形心和面上的任意点；C 为

始端截面形心；X = X1E1 + X2E2 + X3E3表示参考构

形中 B点的位置向量，其中 E1, E2, E3 为坐标基向

量；r = r (X1)为当前构形中形心的位置向量；x表示

当前构形中 B点的位置向量；Λ为截面的转动张量.

图 1 几何精确梁理论的运动学描述

Fig. 1 Kinematic description in geometrically exact beam theory

在几何精确梁理论中，基本位移变量取为

φ =


r

θ

 (1)

式中，r 如前所述为当前构形中形心的位置向量，

θ = θ (X1)为梁截面的转动向量. 梁截面的转动张量

Λ由 θ确定，同为梁轴坐标 X1的函数 [8]

Λ = I +
sinθ
θ
θ̃ +

1− cosθ
θ2

θ̃
2

(2)

其中，θ = ‖θ‖，θ̃ =



0 −θ3 θ2

θ3 0 −θ1

−θ2 θ1 0


.

由此，当前构形中任意一点的位置可用下式表示

x = r + Λ (X2E2 + X3E3) (3)

根据以上定义，在平截面假定和刚性截面假定

的前提下，可得到基本变量与截面广义应变的关系

(几何关系)[1-2,6]

Γ = ΛT r′ − E1 (4a)

K = TTθ′ (4b)

其中，Γ 和 K 为参考构形下的广义应变，分别表示

为拉伸/剪切应变和曲率；r′和 θ′分别表示位置及转

动向量对轴向坐标的导数；T为空间旋转张量 [6]

T = I +
1− cosθ

θ2
θ̃ +

θ − sinθ
θ3

θ̃
2

(5)

1.2 虚功方程及其线性化

以前一节给出的运动学描述和几何关系为基

础，可以建立梁的虚功方程并进行线性化. 文献 [8]

给出了具体推导过程，本文不再重复，仅在此列出主

要的表达式.

首先，虚功方程可表示为

G (φ, δφ) = Gint (φ, δφ) −Gext (φ, δφ) = 0 (6)

式中，Gint和Gext分别表示内力虚功和外力虚功

Gint (φ, δφ) =

∫

S
(N · δΓ + M · δK) dS (7)

Gext (φ, δφ) =

∫

S
(n̄ · δr + m̄ · δω) dS+

[n · δr + m · δω]L
0 (8)

其中，S为单元形心线的弧长参数，N表示参考构形

下截面的轴力和剪力，M 表示参考构形下截面的弯

矩和扭矩，n̄和 m̄表示当前构形下单元分布力和分

布力矩，n和 m表示当前构形下单元截面内力，ω为

当前构形的截面旋转向量. 任一截面在两种构形中

的内力关系为 n = ΛN和 m = ΛM .

对式 (4)两端取变分，整理后可得

δΓ = ΞDΛT (r′)δθ + ΛTδr′ (9a)

δK = ΞDTT (θ′)δθ + TTδθ′ (9b)

式中，ΞDΛT (r′)和 ΞDTT (θ′)为三阶方阵.利用式 (9)可

以得到单位长度内力虚功的表达式

N · δΓ + M · δK = ΞT
DΛ(N)r′ · δθ + ΛN · δr′+

ΞT
DT(M)θ′ · δθ + TM · δθ′ (10)

由此，虚功方程中的内外力虚功可进一步表示为

Gint (φ, δφ) =

∫

S

[
ΛN · δr′ + TM · δθ′+

(
ΞT

DΛ (N) r′ + ΞT
DT (M) θ′

)
δθ

]
dS (11)
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Gext (φ, δφ) =

∫

S

[(
Λn̄f + n̄s

)
δr+

(
Tm̄f + TTm̄s + m̄r

)
δθ

]
dS+

n̄0 · δr0 + m̄θ
0 · δθ0 + n̄L · δrL + m̄θ

L · δθL (12)

其中，上标 f 和 s分别表示随从力 (力矩)和空间方

向固定的力 (力矩)；m̄r 表示与转动向量增量共轭的

扭矩；n̄0, m̄θ
0, n̄L 和 m̄θ

L 表示梁的端部截面力和力矩.

采用牛顿--拉夫森迭代进行求解时，单元的切线

刚度矩阵可由虚功方程的线性化表达式推得. 用 ∆φ

表示基本位移变量的增量，则内外虚功的线性化可

分别表示为

DGint (φ, δφ) · ∆φ = ∆

∫

S
(N · δΓ + M · δK) dS =

∫

S
(∆N · δΓ + ∆M · δK + N · ∆δΓ + M · ∆δK) dS =

DmatG (φ, δφ) · ∆φ + DgeoG (φ, δφ) · ∆φ (13)

DGext (φ, δφ) · ∆φ =

∫

S


δr

δθ

 ·

0 ΞDΛ

(
n̄f

)

0 ΞDT

(
m̄f

)
+ ΞDTT (m̄s)




∆r

∆θ

 dS+


δr0

δθ0

 ·

0 ΞDΛ

(
n̄f

0

)

0 ΞDT

(
m̄f

0

)
+ ΞT

DT

(
m̄s

0

)




∆r0

∆θ0

 +


δrL

δθL

 ·

0 ΞDΛ

(
n̄f

L

)

0 ΞDT

(
m̄f

L

)
+ ΞT

DT

(
m̄s

L

)




∆rL

∆θL

 (14)

由式 (13)可见，单元切线刚度阵包含弹性刚度部分

和几何刚度部分.由式 (14)可见，当结构受到非保守

载荷作用时，在切线刚度阵中需增加与其相应的刚

度系数，而这部分刚度往往是非对称的.

2 有限元离散与求解

2.1 插值函数

由于几何精确梁理论将截面的形心位置和转动

向量作为独立的基本变量，在空间框架分析中，单元

之间仅需满足 C0连续性要求. 因此，现有的相关文

献中多采用了拉格朗日插值函数构造单元，即取

r =

Ip∑

i=1

NLi r i , θ =

Ip∑

i=1

NLiθi (15)

其中，NLi 表示第 i 个拉格朗日插值函数，Ip为单元

插值点总数. 本文在采用拉格朗日插值时仅考虑四

节点单元，故 Ip = 4.

为了进一步提高单元的数值稳定性，并为进一

步研究薄壁杆件作准备，本文还构造和研究基于如

下三次埃米特插值函数的单元

r = NH1r1 + NH2r′1 + NH3r2 + NH4r′2 (16a)

θ = NH1θ1 + NH2θ
′
1 + NH3θ2 + NH4θ

′
2 (16b)

其中，NHi 为第 i个埃米特插值函数，r′i 和 θ′i 分别为

位置向量和转动向量的轴向梯度的节点值.

2.2 内部自由度凝聚

采用式 (15)给出的拉格朗日插值格式，得到的

四节点空间梁单元将具有 24个节点自由度，这样的

单元不易在通用有限元程序实现 (常规空间梁单元

自由度数为 12). 同时，在结构层面分析时，结构总

自由度数会较多，导致结构平衡方程组的求解工作

量增大.基于此考虑，本文提出对单元中间节点自由

度进行凝聚，将单元两端节点的位移和转角取为外

部自由度，2个内部节点的位移和转角取为内部自由

度 (见图 2).在结构分析中构造凝聚后的 12×12的单

元切线刚度阵进行结构总刚组装，单元内力的计算

则通过单元内部平衡迭代来完成.

图 2 拉格朗日单元的外部和内部自由度

Fig. 2 Internal and external DOFs in Lagrange element

对于三次埃米特插值单元，强制单元间位移和

转角的一阶导数连续有可能导致错误结果，例如当

相邻单元交点处存在集中力 (力矩)、或单元不共线

时，某些位移和转角分量的导数实际并不连续. 因

此，为避免引入过强的连续性条件，本文同样进行

凝聚处理，以单元端部节点的位移和转角作为单元

外部自由度，其导数值作为内部自由度 (见图 3).

图 3 三次埃米特单元的外部和内部自由度

Fig. 3 Internal and external DOFs in cubic Hermite element
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结构非线性求解常采用增量--迭代方法，增量的

控制可用载荷增量法或柱面弧长法 [19]等.对于一般

的拉格朗日插值单元，可直接采用牛顿--拉夫森类迭

代来完成.但对于本文提出的两种单元，由于定义了

单元内部自由度，在标准的牛顿--拉夫森迭代求解过

程中需要在单元层次上增加单元内部自由度的凝聚

和单元的平衡迭代过程.因此，不同于线性静力分析

中成熟的内部自由度凝聚方法 [20]，非线性分析中的

凝聚还需进行如下的特别处理.

为方便表达，可将单元的平衡方程表示如下


KEE KEI

KIE KII




∆uE

∆uI

 =


∆PE

∆PI

 (17)

式中，下标 E和 I 分别对应于单元的外部自由度和

内部自由度，右端项为当前节点非平衡力向量.

进行结构刚度矩阵的组装之前，先由式

K̃ = KEE − KEIK−1
II KIE (18)

得到凝聚后的单元切线刚度阵，通过坐标转换后即

可用于组装结构总体刚度矩阵.凝聚后，单元对整体

平衡的贡献可表示为 ∆P̃E = ∆PE − KEIK−1
II ∆PI .

单元内力的计算 (也可称为单元状态确定)通过

单元内部平衡迭代实现.分析过程中，每次在求解结

构的平衡方程获得各单元外部自由度的增量位移和

转角后，即可进入单元状态确定过程，具体的实现过

程如图 4所示.计算过程中，单元内部自由度对应的

位移量除初始化时给定初值外，在单元状态确定过

图 4 单元状态确定流程

Fig. 4 Flowchart of element state determination

程中逐步更新，并在内存中存储以备下一次循环中

读取. 图中，PI 表示由单元载荷得到的等效节点载

荷中与内部自由度相应的部分，F(1)
I 表示在本次单

元状态确定中首次计算得到的与内部自由度对应的

内力，R表示与单元内部自由度对应的不平衡力，ε

为预先设定的迭代误差限值.

3 数值算例研究

为便于表达和结果分析，将所研究的 3种单元

和算法分别记为：

(1) LIE (Lagrange interpolation element)：采用拉格

朗日插值，整体分析中保留全部节点自由度；

(2) LIEI (Lagrange interpolation element with equi-

librium iteration)：采用拉格朗日插值，通过单元平衡

迭代凝聚内部自由度；

(3) HIEI (cubic Hermite interpolation element with

equilibrium iteration)：采用三次埃米特插值，通过单

元平衡迭代凝聚内部自由度.

本节给出的算例中，整体结构非线性分析的不

平衡力容许相对误差限 [26]取为 β = 1.0× 10−6.

3.1 算例 1: 悬臂梁线性分析

结构模型及相关无量纲化参数如图 5所示，共

考虑 4种载荷工况：(1) C点竖向集中力；(2) C点力

矩；(3) B点竖向集中力；(4) B点力矩.

图 5 悬臂梁结构图

Fig. 5 Initial geometry of a cantilever beam

本算例用于研究和测试HIEI单元在线性静力分

析中的性态. 横向位移 v,转角 θ 以及对应的导数 v′

和 θ′ 的分析结果如表 1所示. 计算中每一节点处的

横向位移和转角均取唯一值；但允许横向位移和转

角的导数在 B点有 2个独立值，分别对应于单元 (1)

和单元 (2)的端点值，表中用上标区分.

与解析解对比发现，表 5的结果为精确解.

值得注意的是，在集中力作用处，横向位移的导

数发生跳跃 (见工况 (3), v′(1)
B , v′(2)

B )；在力矩作用处,
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表 1 算例 1分析结果

Table 1 Analysis results of Example 1

Item Case (1) Case (2) Case (3) Case (4)

vA 0 0 0 0

vB −15.066 67 −8.928 57 −6.138 10 −8.928 57

vC −47.990 48 −35.714 29 −15.066 67 −26.785 71

θA 0 0 0 0

θB −0.535 71 −0.357 14 −0.178 57 −0.357 14

θC −0.714 29 −0.714 29 −0.178 57 −0.357 14

v′(1)
A −0.003 71 0 −0.003 71 0

v′(1)
B −0.539 43 −0.357 14 −0.182 29 −0.357 14

v′(2)
B −0.539 43 −0.357 14 −0.178 57 −0.357 14

v′(2)
C −0.718 00 −0.714 29 −0.178 57 −0.357 14

θ′(1)
A −0.014 29 −0.007 14 −0.007 14 −0.007 14

θ′(1)
B −0.007 14 −0.007 14 0 −0.007 14

θ′(2)
B −0.007 14 −0.007 14 0 0

θ′(2)
C 0 −0.007 14 0 0

转角的导数也不连续 (见工况 (4)，θ′(1)
B , θ′(2)

B ). 因

此，对于基本位移分量的导数，无法取其节点值作

为节点自由度，而必须保留其单元端点值作为单元

的内部自由度.在单元层次对这些自由度进行凝聚，

可以保证得到的单元刚度矩阵具有与常规单元相同

的节点自由度.除此之外，当有剪力作用时，横向位

移导数 (v′)不等于截面转角 (θ)(见工况 (1)下的单元

(1)和 (2)，以及工况 (3)下的单元 (1))，两者之差反映

了剪切变形的影响.

3.2 算例 2: Lee框架

结构模型及相关无量纲化参数如图 6所示. 首

先分别采用 7个和 13个 HIEI单元 (立柱分别均分为

3个和 6个单元；横梁集中力左侧 1个单元，右侧分

别均分为 3个和 6个单元)，分析算法采用柱面弧长

法. 本算例属于平面结构全过程平衡路径跟踪求解

问题.

图 6 Lee框架结构图

Fig. 6 Initial geometry of Lee frame

分析得到的载荷--位移曲线如图 7所示.此结果

与文献 [2, 21]的结果相吻合，也与采用 41个常规单

元 [22]进行更新拉格朗日列式法分析的结果一致.

图 7 HIEI分析结果 (载荷--位移曲线)

Fig. 7 Results of HIEI (load--displacement curve)

基于 13单元模型，取载荷值大于 3.0×104作为

结束条件，对比采用 LIE, LIEI 和 HIEI 3 种不同单

元进行分析的效果.分析结果及计算耗时见表 2，表

中 Pcr1和 Pcr2表示载荷 --位移曲线上前两个载荷极

值.由表可见，对于本例，即使单元平衡迭代使用较

大的迭代误差限值，也能得到正确结果.同时，由于

进行了自由度凝聚处理，结构层次计算量减少，LIEI

和 HIEI的计算效率均得到较大幅度的提高.

表 2 算例 2中 3种单元分析结果

Table 2 Results of the three elements for Example 2

Model ε Pcr1 Pcr2 Time/s

LIE — 18 658.091 −9 466.0501 1 395.60

LIEI

0.1 18 658.447 −9 466.702 3 523.02

0.5 18 658.447 −9 466.448 4 490.24

0.8 18 658.442 −9 466.704 6 485.86

1.0 18 658.447 −9 466.679 2 351.96

HIEI

0.1 18 658.447 −9 466.688.9 481.70

0.5 18 658.447 −9 466.703 4 463.13

0.8 18 658.447 −9 466.801 1 466.00

1.0 18 714.018 −9 286.178 8 305.18

3.3 算例 3 45◦弯曲悬臂梁

悬臂曲梁结构如图 8 所示，矩形截面尺寸为

1×1(无量纲量)，在悬臂端作用 Z方向的集中载荷.本

算例为空间结构弯扭耦合计算问题.

将曲梁划分为 8个等长直梁单元，分别采用 LIE,

LIEI 和 HIEI进行分析，分析过程采用载荷增量法，
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图 8 45◦ 弯曲悬臂梁结构图

Fig. 8 Initial geometry of 45◦-curved cantilever beam

共 12个相同增量步加载到 P = 600.本文 HIEI 分析

所得的悬臂端位移结果与参考文献中的结果对比见

表 3；其余两种方法与 HIEI 方法的计算结果一致，

计算耗时的对比则见表 4.

从表 3可知，HIEI 单元计算结果与文献结果吻

合良好，说明对于弯扭耦合的情况，本文算法可以得

到准确结果，同时也验证了通过单元平衡迭代进行

内部自由度凝聚方法的可行性，而且这种处理方法

也适用于对于埃米特插值中以两端位移和转角的导

数作为内部自由度的情况.由表 4可见，相对于 LIE

和 LIEI 单元，HIEI单元具有更高的计算效率.

表 3 算例 3计算结果

Table 3 Comparison of results for Example 3

Model
Displacement components

X Y Z

Bathe and Bolourch[23] −13.4 −23.5 −53.4

Simo and Vu-Quco[2] −13.49 −23.49 −53.37

Dvorkin et al.[24] −13.6 −23.5 −53.3

Cardona and Geradin[25] −13.74 −23.67 −53.50

Ibrahimbegović[6] −13.729 −23.814 −53.605

Crisfield[26] −13.68 −23.87 −53.71

Schulz and Filippou[27] −13.67 −23.81 −53.56

Ritto-Corrêa and Camotim[8] −13.668 −23.697 −53.498

Proposed HIEI −13.671 −23.800 −53.543

表 4 算例 3运算时间

Table 4 Running times for Example 3

ε LIE LIEI HIEI

— 13.766 — —

0.1 — 12.156 8.719

0.5 — 13.109 9.875

0.8 — 13.478 10.016

3.4 算例 4 悬臂直角刚架

图 9所示直角悬臂框架，在悬臂端作用平面内

集中力 Px. 为了研究其非线性屈曲性能，在悬臂端

施加面外微小挠动载荷 Pz，取 Pz = 0.001Px.本算例

图 9 悬臂直角刚架结构图

Fig. 9 Initial geometry of cantilevered right-angle frame

是结构面外屈曲问题，微小的挠动载荷将引起结构

面外屈曲.

分别采用 3 种单元，基于载荷增量法进行分

析，每根杆件均分为 5个单元. Px 从 0经过 10个

等量载荷步加载至 1.02 N，再经过 55个载荷步加载

到 1.16 N，最后经过 35个载荷步加载至 1.4 N.相应

的分析结果如表 5所示，载荷 --位移曲线如图 10所

示.

当载荷接近屈曲临界值时，常规算法可能会由

于稳定性低而出现不收敛的现象. 本文采用单元平

衡迭代，通过适当地控制局部迭代的收敛，能有效

地保证分析计算过程的稳定性. 由表 5可见，采用

LIE 计算无法收敛，而采用 LIEI 和 HIEI、通过设定

一定的内部平衡迭代收敛条件可以获得可靠的收敛

解.而对比 LIEI 和 HIEI，采用 HIEI时可选用较大的

表 5 算例 4中 3种种单元分析结果

Table 5 Results of the three elements for Example 4

Model ε
DisplacementZ of loading point/mm

Time/s
Px = 1.2 Px = 1.3 Px = 1.4

Zhang[20] — 45.75 55.51 59.84 —

LIE — — — — diverged

LIEI

0.04 45.70 55.41 59.67 123.118

0.08 45.70 55.41 59.67 118.125

0.12 — — — diverged

0.16 — — — diverged

HIEI

0.04 45.70 55.41 59.67 84.735

0.08 45.70 55.41 59.67 85.797

0.12 45.70 55.41 59.67 88.094

0.16 — — — diverged
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图 10 HIEI分析结果 (载荷--位移曲线)

Fig. 10 Results of HIEI (load--displacement curve)

误差限值，说明其数值稳定性更好；在采用同样的

计算参数情况下，HIEI 所需运算时间较短，故其计

算效率也更高.

另外值得说明的是，若采用自适应弧长法 [19]，

3种单元均能得到收敛解，但所需增量步数较多.

4 结 论

本文研究了几何精确梁单元及其在空间框架结

构几何非线性分析中的应用. 建立了分别采用拉格

朗日插值函数和埃米特插值函数的高阶单元，提出

了基于单元内部平衡迭代的改进算法，并进行了算

例验证，获得了理想的效果.

基于本文研究，可得以下结论：

(1)采用内部自由度凝聚的方法不但使单元具有

良好的程序通用性，还能有效提高计算效率；单元平

衡迭代保证了非线性分析过程中凝聚的正确性，并

且有效提高了非线性计算的数值稳定性.

(2)提出基于埃米特插值函数的高阶单元，并通

过单元平衡迭代，有效地处理了节点导数自由度的

凝聚，实现了空间框架结构几何非线性的高效可靠

分析.

(3)采用埃米特插值可以提高位移场阶次，并保

证单元间的 C1连续性，以本文工作为基础进行薄壁

杆件几何非线性分析是可行的. 基于结论 (2)，在下

一步研究中可以根据需要选择性地进行自由度凝聚.
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Abstract Two spatial beam elements based on the geometrically exact beam theory are developed using high order

Lagrange interpolation and Hermite interpolation. An element-level equilibrium iteration procedure is proposed for con-

densing out internal degrees of freedom, enhancing the applicability of the elements to general-purposed finite element

software. A geometrically nonlinear analysis algorithm with both load control and cylindrical arc-length control is de-

veloped for spatial frame structures. The presented results of numerical examples show that the proposed approach is

effective both to increase the computational efficiency and to achieve better numerical stability. Especially, the proposed

element based on the Hermite cubic interpolation performs better in the numerical tests and is therefore well suited for

the post-buckling analysis of frame structures.
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