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摘 要: 对于具有白噪声加性干扰的复杂系统的控制问题,建立了Takagi-Sugeno模糊控制模型,利用Kalman滤波对

系统状态信息进行局部估计,用动态规划获得了控制增益,这样导出的控制器具有学习特点,使得闭环系统具有期望

的性能指标.以倒立摆为仿真实例,仿真结果表明了所设计控制器的有效性.
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Abstract: The control problem for a class of complex systems with the disturbance of white noise and additivity is

considered. The Takagi-Sugeno fuzy control model is established, the local state information is estimated by Kalman filter,

and the control gain is obtained by dynamic programming. Then the controller is designed, which has the active learning

feature and the desired performance. Using an inverted pendulum as a simulation example, the results show the effectiveness

of the designed controller.
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0 引引引 言言言

线性二次型高斯 (LQG)问题以其工程上的实用

性和数学上的易处理性,受到了控制理论和工程界的

普遍重视.迄今为止,航空、航天、工业系统和社会经

济系统中的大量问题都可以在LQG框架下获得令人

满意的控制效果. 在经典的LQG问题中被控对象是

线性随机系统,控制目标是状态与控制的二次形式累

加和的均值.基于这种理论设计出控制器的突出特点

是最优控制增益与最优滤波之间具有分离性,即控制

律等于控制增益与系统当前时刻最佳状态估计之积.

控制增益与状态估计无关,可以用Bellman的动态规

划离线求出;状态估计可以用Kalman滤波在线获得,

两者之间独立计算,在线合成. 对于一类不具有分离

性的复杂系统, 文献 [1-5]用一系列具有未知参数的

线性系统模型逼近复杂系统,提出了自适应对偶控制

方法,控制器一方面能够使系统朝着期望的目标运行,

另一方面又能充分激励系统,获得丰富的信息,减少

了系统中的部分不确定性,从而获得了较好的控制性

能. 对于一类具有多项式形的非线性随机复杂系统,

文献 [6]在LQG的框架下,用迭代线性化策略给出了

原系统的次优控制,证明了算法的收敛性, 但由于每

次迭代都要计算Riccati方程、Lyapunov方程和线性

化系数,产生了巨大的计算量,仅适用低维系统.

就一般复杂系统而言, Takagi和Sugeno在 20世

纪 80年代提出了著名的T-S模型,基本思想是用模糊

规则对复杂系统进行简化,也就是用一系列线性系统

逼近原来的复杂系统,线性系统的个数等同于模糊规

则数. 模糊规则的前件变量选为工程上容易测量的

变量, 后件部分选用最简单的线性系统.这种处理复

杂系统的思想具有普适性,一经出现就受到了工程界
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和理论界的广泛关注,目前已经成功解决了一大批工

程与理论问题,并且演化出了许多新的方法[7-8]. 为使

闭环系统稳定, 这些方法的共同特点就是对所有局

部线性模型必须找出一个公共的Lyapunov矩阵, 导

致控制器具有极大的保守性. 为克服这一困难,模糊

Lyapunov函数法[9]、分段Lyapunov函数法[10]和基于

隶属函数形状与结构[11]的众多方法应运而生.

文献 [12]在最大-最小框架下研究了一类复杂系

统的控制问题, 在最坏情况下对系统实施最优控制,

但假定系统的状态能够实时获取. 文献 [13]用全局线

性化和T-S规则, 在LMIs框架下设计了随机系统的

滤波器, 但没有考虑控制问题. 文献 [14]研究了状态

依赖噪声的线性系统的𝐻2/𝐻∞控制问题,获得了一

些有意义的结果. T-S模型的本质就是模糊规则设计

与规则后件部分系统模型的选取,不同的模型必然有

不同的闭环性能.因此,为数学处理上的方便,模型选

取越简单越好,极端情况就是线性模型, 这种简化以

减少甚至牺牲闭环系统的性能为代价.

系统的复杂性往往和不确定性密切相关,如果不

确定性能够先前知道统计特性, 则LQG控制方法应

该是模糊规则后件模型的最佳选择.作为尝试,本文

对于具有白噪声加性干扰的复杂系统的控制问题,建

立了T-S模糊控制模型,利用Kalman滤波对系统状态

信息进行估计,用动态规划获得了控制增益,这样导

出的控制器具有学习特点,使得闭环系统具有期望的

性能指标,也减少了控制器的保守性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑下列离散时间动态系统:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) + 𝑤(𝑘), (1)

𝑦(𝑘) = ℎ(𝑥(𝑘)) + 𝑣(𝑘). (2)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛是状态向量, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑅𝑝是输入向量,

𝑦(𝑘) ∈ 𝑅𝑞是测量向量, 𝑤(𝑘) ∈ 𝑅𝑛和 𝑣(𝑘) ∈ 𝑅𝑞是不

相关的过程噪声和测量噪声, 𝑓和ℎ分别是𝑛维和 𝑞

维非线性函数. 系统的复杂性体现于模型函数 𝑓和ℎ

未知,或者已知但高度复杂,导致控制难、测量难.这

类问题是目前复杂系统研究的热点之一,同时系统在

运行过程中状态与测量都受到统计特性已知的随机

干扰𝑤(𝑘)和 𝑣(𝑘)的影响.

用不同的输入序列 {𝑢(𝑘)}对系统实施控制必然
产生不同的性能,下面的泛函定义为性能指标:

𝐽 =𝑥T(𝑁)𝑄0𝑥(𝑁) +

𝑁−1∑
𝑘=0

[𝑥T(𝑘)𝑄1𝑥(𝑘)+

𝑢T(𝑘)𝑄2𝑢(𝑘)]. (3)

其中: 𝑘 = 0和𝑁分别表示控制过程的初始时刻和终

端时刻; 𝑄0和𝑄1为半正定矩阵, 𝑄2为正定矩阵, 它

们有适当维数,可以是定常的,也可以是时变的,处理

方法完全相同.为书写简单起见,本文讨论定常情况.

对于随机非线性系统 (1),在 𝑘时刻,控制器关于

系统除了知道先验信息外 (如𝑤(𝑘)、𝑣(𝑘)的统计特性

及以加性方式对系统进行干扰),还有 𝑘时刻以前,施

加于系统的控制输入序列 {𝑢(0), 𝑢(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 − 1)}
及直至当前时刻观测到的系统输出 {𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦(𝑘)}. 因此,定义 𝑘时刻控制器能够利用的实时信息

集如下:

𝐼𝑘 = {𝑢(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 − 1); 𝑦(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑘)}.
本文解决的问题是, 求具有𝑢(𝑘) = 𝜇𝑘(𝐼

𝑘)形式

的控制律,使性能指标 (3)在统计意义下最小,即

(P) min
{𝑢(𝑘)}

𝐸{𝐽}.

s.t. 𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) + 𝑤(𝑘),

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑦(𝑘) = ℎ(𝑥(𝑘)) + 𝑣(𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

其中𝐸{⋅}为期望算子.

对于离散时间随机非线性系统 (1)和 (2), T-S随

机模糊模型第 𝑖条规则取为如下形式:

𝑅𝑖 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑚(𝑘) ∈ 𝑀𝑖𝑚, Then

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) + 𝑤𝑖(𝑘), (4)

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑖𝑥(𝑘) + 𝑣𝑖(𝑘). (5)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟, 𝑟表示 If-Then规则的个数; 𝑧(𝑡)

= [𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑚(𝑡)]T为前件变量; 𝑀𝑖𝑗为模糊

论域; 𝑤𝑖(𝑘)、𝑣𝑖(𝑘)和𝑥(0)为局部不相关的过程噪声、

量测噪声和初始状态, 它们服从高斯分布, 即𝑤𝑖(𝑘)

∼ 𝑁(0,Ω𝑖), 𝑣𝑖(𝑘) ∼ 𝑁(0,Θ𝑖); 𝐴𝑖, 𝐵𝑖和𝐶𝑖是第 𝑖条规

则下局部线性系统的模型矩阵.

用 𝑟条模糊规则将复杂系统进行局部简化,由于

系统中的不确定性有明确的统计特征,每一条规则表

示了复杂系统需要解决的局部线性化随机控制问题,

这是一个标准的LQG问题. 这样, 在第𝑅𝑖条规则下,

对应的局部控制问题为

(LOP) min
{𝑢(𝑘)}

𝐸{𝐽}.

s.t. 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) + 𝑤𝑖(𝑘),

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑖𝑥(𝑘) + 𝑣𝑖(𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

2 模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设计计计

下面建立T-S随机模糊模型的控制律𝑢(𝑘)设计

的理论基础. 假设初始状态𝑥(0)的均值为𝑚0, 方差

为𝑃0,且与噪声 {𝑤𝑖(𝑘)}、{𝑣𝑖(𝑘)}不相关.

定定定义义义 1 𝑘时刻基于实时信息 𝐼𝑘对第 𝑖个子
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系统的状态𝑥𝑖(𝑘)的估计为 �̂�𝑖(𝑘) = 𝐸{𝑥(𝑘)∣𝐼𝑘, 𝑅𝑖},
则 �̂�𝑖(𝑘)可用如下的Kalman滤波递推方程得到[1]:

�̂�𝑖(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖�̂�𝑖(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) +𝐾𝑖(𝑘)𝜈𝑖(𝑘). (6)

其中

𝐾𝑖(𝑘) =

𝐴𝑖𝑃𝑖(𝑘∣𝑘 − 1)𝐶T
𝑖 [𝐶𝑖𝑃𝑖(𝑘∣𝑘 − 1)𝐶T

𝑖 +Θ𝑖]
−1,

𝑃𝑖(𝑘 + 1∣𝑘) = 𝐴𝑖𝑃𝑖(𝑘∣𝑘)𝐴T
𝑖 + Ω𝑖,

𝑃𝑖(𝑘∣𝑘) = [𝐼 −𝐾𝑖(𝑘)𝐶𝑖]𝑃𝑖(𝑘∣𝑘 − 1),

𝜈𝑖(𝑘) = 𝑦(𝑘)− 𝐶𝑖�̂�𝑖(𝑘∣𝑘 − 1).

边界条件为 �̂�𝑖(0) = 𝑚0和𝑃𝑖(0∣0) = 𝑃0.

定定定理理理 1 对于第 𝑖条规则𝑅𝑖,局部最优控制为

𝑢∗
𝑖 (𝑘) = −𝐿𝑖(𝑘)�̂�𝑖(𝑘). (7)

其中

𝐿𝑖(𝑘) = 𝐷−1
𝑖 (𝑘)𝐵T

𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐴𝑖, (8)

𝐷𝑖(𝑘) = 𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐵𝑖 +𝑄2, (9)

𝑆𝑖(𝑘) = 𝐴T
𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐴𝑖 +𝑄1−

𝐿T
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)𝐿𝑖(𝑘), (10)

边界条件为𝑆𝑖(𝑁) = 𝑄0.

证证证明明明 对于给定的第 𝑖条规则𝑅𝑖对应的局部控

制问题,其最优控制可用动态规划获得.

在阶段𝑁 − 1,有

𝐽(𝑁 − 1) =

𝐸{[𝑥T(𝑁 − 1)𝑄1𝑥(𝑁 − 1)+

𝑢T(𝑁 − 1)𝑄2𝑢(𝑁 − 1)]+

𝑥T(𝑁)𝑆𝑖(𝑁)𝑥(𝑁)∣𝐼𝑁−1} =

𝐸{[𝑥T(𝑁−1)𝑄1𝑥(𝑁−1) + 𝑢T(𝑁−1)𝑄2𝑢(𝑁−1)]+

[𝐴𝑖𝑥(𝑁 − 1) +𝐵𝑖𝑢(𝑁 − 1) + 𝑤𝑖(𝑁 − 1)]T𝑆𝑖(𝑁)×
[𝐴𝑖𝑥(𝑁 − 1) +𝐵𝑖𝑢(𝑁 − 1) + 𝑤𝑖(𝑁 − 1)]∣𝐼𝑁−1} =

𝐸{𝑥T(𝑁 − 1)[𝑄1 +𝐴T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐴𝑖]𝑥(𝑁 − 1)+

𝑢T(𝑁 − 1)[𝑄2 +𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐵𝑖]𝑢(𝑁 − 1)+

2𝑢T(𝑁 − 1)𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐴𝑖𝑥(𝑁 − 1)∣𝐼𝑁−1}+

Tr(𝑆𝑖(𝑁)Ω𝑖), (11)

其中Tr(𝑋)表示方阵𝑋的迹.

将Kalman滤波公式 (6)代入式 (11),整理后有

𝐽(𝑁 − 1) =

�̂�T
𝑖 (𝑁 − 1)[𝑄1 +𝐴T

𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐴𝑖]�̂�𝑖(𝑁 − 1)+

Tr[(𝑄1 +𝐴T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐴𝑖)𝑃𝑖(𝑁 ∣𝑁 − 1)]+

𝑢T(𝑁 − 1)[𝑄2 +𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐵𝑖]𝑢(𝑁 − 1)+

2𝑢T(𝑁 − 1)𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑁)𝐴𝑖�̂�𝑖(𝑁 − 1)+

Tr[𝑆𝑖(𝑁)Ω𝑖]. (12)

𝐽(𝑁 − 1)关于𝑢(𝑁 − 1)最小化,即
∂𝐽(𝑁 − 1)

∂𝑢(𝑁 − 1)
= 0,

可得在规则𝑅𝑖下,局部最优控制为

𝑢∗
𝑖 (𝑁 − 1) = −𝐿𝑖(𝑁 − 1)�̂�𝑖(𝑁 − 1),

表明定理 1的结论在 𝑘 = 𝑁 − 1时成立.

将最优控制𝑢∗
𝑖 (𝑁 −1)代入式 (12),在𝑁 −1阶段

的最优指标为

𝐽∗(𝑁 − 1) = �̂�T
𝑖 (𝑁 − 1)𝑆𝑖(𝑁 − 1)�̂�𝑖(𝑁 − 1)+

Tr[𝑆𝑖(𝑁)𝑃𝑖(𝑁 ∣𝑁 − 1)].

剩下的证明,采用归纳法. 假定在 𝑘 + 1阶段,最优指

标为

𝐽∗(𝑘 + 1) = �̂�T
𝑖 (𝑘 + 1)𝑆𝑖(𝑘 + 1)�̂�𝑖(𝑘 + 1)+

𝑁∑
𝑗=𝑘+2

Tr[𝑆𝑖(𝑗)𝑃𝑖(𝑗∣𝑗 − 1)]. (13)

根据Bellman动态规划方程, 在 𝑘阶段, 关于𝑢(𝑘), 必

须最小化下面方程:

𝐽(𝑘) =𝐸{𝑥T(𝑘)𝑄1𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑄2𝑢(𝑘)+

𝐽∗(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘}. (14)

由实时信息集 𝐼𝑘的定义, 显然 𝐼𝑘 ⊂ 𝐼𝑘+1. 对式

(11)使用期望算子的光滑性

𝐸{(⋅)∣𝐼𝑘} = 𝐸{𝐸{(⋅)∣𝐼𝑘+1}∣𝐼𝑘},
有如下方程成立:

𝐽(𝑘) =𝐸{𝑥T(𝑘)𝑄1𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑄2𝑢(𝑘)+

�̂�T
𝑖 (𝑘 + 1)𝑆𝑖(𝑘 + 1)�̂�𝑖(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘}+
𝑁∑

𝑗=𝑘+2

Tr[𝑆𝑖(𝑗)𝑃𝑖(𝑗∣𝑗 − 1)]. (15)

将Kalman滤波方程 (6)代入式 (15),有

𝐽(𝑘) =

𝐸{𝑥T(𝑘)𝑄1𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑄2𝑢(𝑘)+

[𝐴𝑖�̂�𝑖(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) +𝐾𝑖(𝑘)𝜈𝑖(𝑘)]
T×

𝑆𝑖(𝑘 + 1)[𝐴𝑖�̂�𝑖(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) +𝐾𝑖(𝑘)𝜈𝑖(𝑘)]∣𝐼𝑘}+
𝑁∑

𝑗=𝑘+2

Tr[𝑆𝑖(𝑗)𝑃𝑖(𝑗∣𝑗 − 1)]. (16)

整理式 (16),有

𝐽(𝑘) = �̂�T(𝑘)[𝑄1 +𝐴T
𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐴𝑖]�̂�(𝑘)+

𝑢T(𝑘)[𝑄2 +𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐵𝑖]𝑢(𝑘)+

2𝑢T(𝑘)𝐵T
𝑖 𝑆𝑖(𝑘 + 1)𝐴𝑖�̂�𝑖(𝑘)+

𝑁∑
𝑗=𝑘+1

Tr[𝑆𝑖(𝑗)𝑃𝑖(𝑗∣𝑗 − 1)]. (17)

目标函数 𝐽(𝑘)关于𝑢(𝑘)最小化,得
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𝑢∗(𝑘) = −𝐿𝑖(𝑘)�̂�𝑖(𝑘).

将𝑢∗(𝑘)代回 𝐽(𝑘),则 𝑘阶段的最优指标为

𝐽∗(𝑘) = �̂�T(𝑘)𝑆𝑖(𝑘)�̂�(𝑘)+

𝑁∑
𝑗=𝑘+1

Tr[𝑆𝑖(𝑗)𝑃𝑖(𝑗∣𝑗 − 1)]. (18)

定理 1得证. 2
由定理 1可看出,第 𝑖子系统模型对应的最优控

制𝑢∗
𝑖 (𝑘)由两部分组成: 一部分为控制增益𝐿𝑖(𝑘), 另

一部分为状态估计 �̂�𝑖(𝑘). 前者由式 (8)∼ (10)确定,它

们仅与系统的局部模型矩阵𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖和性能指标中

的矩阵𝑄0, 𝑄1, 𝑄2有关,与系统的测量、状态无关,因

此可以事先离线计算后存储起来. 后者由式 (6)确定,

它与新息 𝜈𝑖(𝑘) = 𝑦(𝑘) − 𝐶𝑖�̂�𝑖(𝑘)有关. 显然, 𝜈𝑖(𝑘)由

当前测量 𝑦(𝑘)所确定, 这是一个实时信息,必须在线

确定. 这说明,控制增益𝐿𝑖(𝑘)与状态估计 �̂�𝑖(𝑘)之间

具有分离性,这个特点为工程应用带来了极大的方便.

每条规则在不同的工作点对复杂系统进行局部

线性化, 这样规则𝑅𝑖对应一个子系统, 𝑟条规则对应

𝑟个子系统. 根据定理 1每一个子系统模型可以确定

一个相应的最优控制, 则整个控制过程中, 每个时

刻 𝑘都有 𝑟个最优控制𝑢∗
1(𝑘), 𝑢

∗
2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢∗

𝑟(𝑘)可供

选择. 如何确定出施加于实际系统的控制律, 下面

的定理对此做出了回答.

定定定理理理 2 对于问题(P), 在 𝑘时刻施加于系统的

控制为

𝑢∗(𝑘) = −𝐿(𝑘)�̂�(𝑘).

其中

𝐿(𝑘) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑘)𝐿𝑖(𝑘), �̂�(𝑘) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑘)�̂�𝑖(𝑘),

𝑤𝑖(𝑧(𝑘)) = ℎ𝑖(𝑧(𝑘))
/ 𝑟∑

𝑖=1

ℎ𝑖(𝑧(𝑘)),

ℎ𝑖(𝑧(𝑘)) =

𝑚∏
𝑗=1

𝑀𝑖𝑗(𝑧𝑗(𝑘)).

证证证明明明 在 𝑘时刻, 对于在T-S模糊规则𝑅𝑖下, 复

杂系统被简化为 (4)和 (5),根据定理 1,有如下结论:

𝑅𝑖 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑚(𝑘) ∈ 𝑀𝑖𝑚,

Then 𝑢∗
𝑖 (𝑘) = −𝐿𝑖(𝑘)�̂�𝑖(𝑘).

运用单点模糊化、乘积推理和平均加权解模糊化原

理,在 𝑘时刻,有

ℎ𝑖(𝑧(𝑘)) =

𝑚∏
𝑗=1

𝑀𝑖𝑗(𝑧𝑗(𝑘)),

𝑤𝑖(𝑧(𝑘)) = ℎ𝑖(𝑧(𝑘))
/ 𝑟∑

𝑖=1

ℎ𝑖(𝑧(𝑘)).

上面计算出的𝑤𝑖(𝑧(𝑘))为 𝑘时刻第 𝑖个子系统在整个

复杂系统中所占的权重, 因此, 𝑘时刻的增益𝐿(𝑘)和

状态估计 �̂�(𝑘)可以如下给出:

𝐿(𝑘) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑘)𝐿𝑖(𝑘),

�̂�(𝑘) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑘)�̂�𝑖(𝑘).

定理得证. 2
定理 2表明, 用 𝑟条规则将复杂系统简化为 𝑟个

子系统,每个子系统在 𝑘时刻可以求出最优的局部控

制增益𝐿𝑖(𝑘)和局部状态估计 �̂�𝑖(𝑘). 然后,用PDC原

理,对 𝑟个局部增益和状态估计用隶属度进行加权和,

即得 𝑘时刻的最优控制.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

以具有随机噪声干扰的倒立摆系统为例,说明本

文提出的控制方法的具体实施.

倒立摆系统是一个典型的非线性控制系统,其模

型如下:

�̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑤(𝑡),

�̇�2(𝑡) =
𝑔 sin(𝑥1(𝑡))− 𝑎1𝑥

2
2 sin(2𝑥1(𝑡))/2

4𝑙/3− 𝑎1 cos2(𝑥1(𝑡))
−

𝑎2 cos(𝑥1(𝑡))𝑢(𝑡)

4𝑙/3− 𝑎1 cos2(𝑥1(𝑡))
+ 𝑤(𝑡),

𝑦1(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑣(𝑡),

𝑦2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑣(𝑡).

其中: 𝑥1为角度, 𝑥2为角速度, 𝑢(𝑡)为系统的控制,

𝑦1(𝑡)和 𝑦2(𝑡)为系统的输出, 𝑤(𝑡)和 𝑣(𝑡)分别为独立

增量过程与测量噪声; 𝑔 = 9.8m/s
2为重力加速度, 𝑙

= 0.5m为摆长, 𝑎1 =
𝑚𝑙

𝑀 +𝑚
, 𝑎2 =

1

𝑀 +𝑚
, 𝑚 =

2 kg为摆的质量, 𝑀 = 8 kg为小车质量. 假设𝑥1(𝑡) ∈
[−1.34, 1.34],单位为 rad; 𝑥2 ∈ [−5, 5],单位为 rad/s.

在上述模型中,可以明显地看出第 2个动态方程

是一个复杂的非线性方程,导致控制器设计极为困难.

根据验前信息,可以假定系统运行在某个范围内,如

图 1所示的矩形.
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图 1 控制区域
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为使问题简化, 在矩形域中取出 9个点, (0, 0),

(0,±4), (π/3,±4), (±π/3, 0), (−π/3,±4),用T-S模糊

规则对非线性系统在这 9个点进行局部线性化,每条

规则对应一个线性系统,即

𝑅1 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀11 and 𝑧2(𝑘) ∈ 𝑀12,

Then 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴1𝑥(𝑘) +𝐵1𝑢(𝑘) + 𝑤1(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶1𝑥(𝑘) + 𝑣1(𝑘).

𝑅2 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀21 and 𝑧2(𝑘) ∈ 𝑀22,

Then 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴2𝑥(𝑘) +𝐵2𝑢(𝑘) + 𝑤2(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶2𝑥(𝑘) + 𝑣2(𝑘).

𝑅3 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀31 and 𝑧2(𝑘) ∈ 𝑀32,

Then 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴3𝑥(𝑘) +𝐵3𝑢(𝑘) + 𝑤3(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶3𝑥(𝑘) + 𝑣3(𝑘).

𝑅4 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀41 and 𝑧2(𝑘) ∈ 𝑀42,

Then 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴4𝑥(𝑘) +𝐵4𝑢(𝑘) + 𝑤4(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶4𝑥(𝑘) + 𝑣4(𝑘).

𝑅5 : If 𝑧1(𝑘) ∈ 𝑀51 and 𝑧2(𝑘) ∈ 𝑀52,

Then 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴5𝑥(𝑘) +𝐵5𝑢(𝑘) + 𝑤5(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶5𝑥(𝑘) + 𝑣5(𝑘).

其中第 𝑖条规则𝑅𝑖中的隶属度函数𝑀𝑖𝑗的解析表达

式如下:

𝑀11 = e
−(𝑧1−0)2

2∗0.32 , 𝑀12 = e
−(𝑧2−0)2

2∗1.22 ,

𝑀21 = e
−(𝑧1−0)2

2∗0.32 , 𝑀22 = e
−(𝑧2±4)2

2∗1.22 ,

𝑀31 = e
−(𝑧1±𝜋

3
)2

2∗0.32 , 𝑀32 = e
−(𝑧2−0)2

2∗1.22 ,

𝑀41 = e
−(𝑧1±𝜋

3
)2

2∗0.32 , 𝑀42 = e
−(𝑧2±4)2

2∗1.22 ,

𝑀51 = e
−(𝑧1±π

3
)2

2∗0.32 , 𝑀52 = e
−(𝑧2±4)2

2∗1.22 .

取系统采样时间𝑇 = 0.1 s,对倒立摆局部连续模

型离散化，相应的离散子系统模型矩阵如下:

𝐴1=

[
1.088 1.780

0.103 1.088

]
, 𝐵1=

[−0.016

−0.018

]
, 𝐶1=

[
1 0

0 1

]
,

𝐴2=

[
1.073 1.490

0.102 1.073

]
, 𝐵2=

[−0.013

−0.018

]
, 𝐶2=

[
1 0

0 1

]
,

𝐴3=

[
1.029 0.591

0.101 1.029

]
, 𝐵3=

[−0.002

−0.008

]
, 𝐶3=

[
1 0

0 1

]
,

𝐴4=

[
1.037 0.753

0.104 1.093

]
, 𝐵4=

[−0.003

−0.008

]
, 𝐶4=

[
1 0

0 1

]
,

𝐴5=

[
1.036 0.714

0.099 0.983

]
, 𝐵5=

[−0.003

−0.008

]
, 𝐶5=

[
1 0

0 1

]
.

在 𝑘时刻, 尽管系统的状态变量𝑥1(𝑘)和𝑥2(𝑘)

是不可量测的, 但利用已知实时信息 𝐼𝑘对它的估计

�̂�1(𝑘)和 �̂�2(𝑘)是已知的. 因此,前件变量 𝑧1(𝑘)和𝑧2(𝑘)

分别用 �̂�1(𝑘)和 �̂�2(𝑘)代替状态变量𝑥1(𝑘)和𝑥2(𝑘),

这样每条规则对应的局部线性模型即可完全确定.

图 2给出了状态量𝑥1(𝑘)和𝑥2(𝑘)的隶属度函数

形状, 它们与其他参考文献的隶属函数形状完全

相同, 因此, 本文也将隶属度函数假设为正态分布.

由于𝑥1(𝑘)和𝑥2(𝑘)的不可测量性, 同样用估计 �̂�1(𝑘)

和 �̂�2(𝑘)对它们进行代换.
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图 2 状态向量𝑥的隶属度函数

为书写方便起见,假设系统在每个局部模型噪声

有完全相同的统计特性, 即𝑤𝑖(𝑘) ∼ 𝑁(0, 0.8), 𝑣𝑖(𝑘)

∼ 𝑁(0, 0.1). 这表明, 干扰在每个局部模型噪声的均

值与方差不变.假如不是这种情况, 即各局部模型的

统计特性不同,仿真中只是统计特性的数值大小不同

而已, 则控制器设计方法没有任何区别.再假定系统

的初始状态是图 1所示的矩形内的随机数,则仿真结

果如图 3和图 4所示.
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图 3 状态向量 (𝑥1, 𝑥2)响应曲线
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图 4 系统的控制向量 (𝑢)曲线

图 3是系统的状态响应曲线, “虚线”表示系统状

态的目标值, “实线”表示在本文的控制策略下, 系统

状态的实际响应曲线.从状态曲线可以看出,用本文

提出的方法,非线性系统的状态向量在控制向量𝑢的

作用下, 系统状态向量快速趋于期望位置. 图 4是控

制𝑢的曲线图, 在有限步数内, 𝑢趋向于零, 表明用最

小的控制能量实现了期望的控制.

4 结结结 论论论

本文研究了具有噪声的离散随机非线性系统在

二次性能指标下的最优控制问题.传统的对偶控制方

法采用一系列线性模型逼近复杂系统,线性模型必须

适应复杂系统,因此, 控制器必须在控制与参数学习

间做出平衡. 由于两者互相耦合,使得最优控制的解

析解无法获得. 本文在T-S模糊控制框架下, 设计出

了能够调节随机非线性系统的控制器,仿真结果也表

明了控制器的有效性. 用本文的方法设计出的控制

器,由于控制增益与状态估计间满足分离性,因此,计

算量小,容易实现.

然而,本文的方法也有一定的局限性. 例如,利用

模糊加权所得到的控制律, 对于非线性很强的系统,

未必会有很好的控制效果,这源于每个局部模型都采

用了线性化方法. 另外,在每条规则下获得的局部最

优控制合并后是否为全局最优控制？这些问题都有

待于进一步深入研究.
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