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摘 要: 针对现实世界广泛存在的小样本振荡序列建模和预测问题, 提出含有系统延迟和时变参数的振荡型

GM(1,1)幂模型. 给出最小二乘准则下的两级参数包计算公式, 在此基础上构建非线性优化模型以寻求最佳幂指

数和时间作用参数,以此识别原始数据所蕴含的振荡特征. 将该模型应用于应急资源需求预测,并将建模结果与传

统GM(1,1)幂模型、ARIMA和EMD-ARIMA方法进行比较,结果表明振荡型GM(1,1)幂模型具有较高的精度.
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Oscillating GM(1,1) power model and its application
WANG Zheng-xin
(School of Economics and International Trade，Zhejiang University of Finance and Economics，Hangzhou 310018,

China．E-mail：jenkin226@163.com)

Abstract: In view of the problem of modeling and forecasting for small sample oscillating series, which exists widely in the

real world but to be paid less attention by people, this paper proposed oscillating GM(1,1) power model with system latency

and time-varying parameters. The two ranks’parameters package formula is presented under the least squares criterion.

On this basis, a nonlinear optimization model is employed to seek the best exponent and time interaction parameters, in

order to identify the oscillating characteristics behind raw data. Finally, the proposed model is applied to forecast emergency

resource demand, and the modeling precisions are compared among the traditional GM(1,1) power model, ARIMA and

EMD- ARIMA. The results show that the oscillating GM(1,1) power model has the highest accuracy.
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0 引引引 言言言

由于现实经济社会系统内外部影响因素的复杂

多变性, 人们在进行系统分析和建模时, 能够获得的

系统行为数据往往也是杂乱无章的. 统计分析方法以

概率分布为出发点, 研究数据的统计规律,但是其建

模过程依赖于大样本的原始数据,对小样本 (小于 30)

时间序列难以建立可靠的预测模型.

20世纪 80年代初, 邓聚龙提出的灰色GM(1,1)

模型[1]能够适用于“小样本,贫信息”系统的建模和预

测. 近年来, 该模型已被国内外学者广泛接受, 并应

用于解决多个领域的实际预测问题[2-5]. 同时,对模型

灰导数[6]、背景值[7]、初始条件[8]、参数估计[9]、组合

预测[10,11]等方面的理论研究也取得了很多有价值的

成果,进一步提高了GM(1,1)模型的预测精度.然而,

这些改进模型的预测响应式依旧是单调的指数函数,

因此, 对于具有非指数律或波动性较强的原始数据,

GM(1,1)模型及其改进方法并不适用. 为此, 邓聚龙

曾提出陡变型灰色预测模型[12]和摆动型灰色预测模

型[13], 以适应传统模型不能有效拟合的非光滑序列.

由于模型中参数取值具有一定的随意性,人们对这两

种新模型的后续研究和应用较为少见.

GM(1,1)幂模型是近几年发展起来的新型灰色

预测模型, 其实质是GM(1,1)模型的一种扩展. 该模

型的主要特点是模型中的幂指数可以有效体现灰色

系统的能量特性并灵活地决定模型的形式,因此适用

范围宽于GM(1,1)模型. 文献 [14]利用信息覆盖的思

想给出了幂指数的白化公式,首次提出了GM(1,1)幂

模型的求解方法,并讨论了幂指数的不同取值对于模

型解的性质的影响.文献 [15-16]将GM(1,1)幂模型称

为非线性灰色伯努利模型, 并分别应用该模型预测
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台湾的失业率和台币汇率. 文献 [17-18]分别采用粒

子群优化算法和遗传算法对模型中的幂指数进行优

化, 取得了较好的预测效果. 文献 [19]建立非线性优

化模型对背景值和幂指数同时优化,进一步增强了模

型的预测能力, 并将优化模型应用于我国 31个行政

区工业废水排放达标率的预测和预警. 文献 [20]应用

GM(1,1)幂模型预测中国CO2排放量、能源消耗和经

济增长,结果表明其预测精度高于统计预测方法. 从

误差分析角度来看,上述GM(1,1)幂模型及其优化模

型仍然含有来自模型内部的偏差. 文献 [21]基于误差

来源分析提出了无偏GM(1,1)幂模型,并证明了无偏

模型对传统模型及其本身的时间响应函数所表达的

曲线进行模拟和预测具有完全重合性. 文献 [22]试图

应用优化幂指数的GM(1,1)幂模型预测振荡序列,尽

管该模型比传统模型具有更好的灵活性和适应非指

数律原始序列的能力,但它对波动性较强的振荡序列

建模预测时,难以取得理想的结果.

小样本振荡序列预测问题是现实世界广泛存在

而现有理论和方法尚未妥善解决的一类复杂问题,如

应急资源需求预测、新产品销售预测等. 文献 [23]采

用EMD-ARIMA方法对我国某一次灾害应急资源的

需求进行预测,尽管该方法的建模精度显著高于传统

ARIMA方法,但由于可获得的样本量过少,导致预测

平均相对误差仍高达 9.1%. 在这种情况下,采用灰色

预测方法或许是更加明智的选择,但是现有灰色预测

方法也不适用于振荡序列的预测. 本文试图进一步拓

展灰色预测方法的应用范围,建立振荡型GM(1,1)幂

模型,并通过实例验证模型的有效性和实用性.

1 振振振荡荡荡型型型GM(1,1)幂幂幂模模模型型型和和和求求求解解解
1.1 传传传统统统GM(1,1)幂幂幂模模模型型型和和和缺缺缺陷陷陷分分分析析析

设非负原始序列为𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)},对原始序列𝑋(0)作一阶累加生成

𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)},

其中𝑥(1)(𝑘)=

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖). 𝑍(1) = {𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑧(1)(𝑛)}为序列𝑋(1)邻均值生成序列,其中 𝑧(1)(𝑘) =

0.5(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 − 1)), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定义 1[14] 称灰色微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))𝛾 , 𝛾 ∕= 1 (1)

为GM(1,1)幂模型. 其中: 𝑥(0)(𝑘), 𝑥(1)(𝑘)和 𝑧(1)(𝑘)如

前文所述, 𝑥(0)(𝑘)为灰导数, 𝑧(1)(𝑘)为灰导数的背景

值, 𝑏为灰色作用量.

灰导数𝑥(0)(𝑘)推导过程如下: 𝑥(1)(𝑘)的导数为

d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
= lim

Δ𝑡⇒0

𝑥(1)(𝑡)− 𝑥(1)(𝑡−Δ𝑡)

Δ𝑡
.

对于离散的时间序列,有Δ𝑡⇒ 1,则有
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
= lim

Δ𝑡⇒1
𝑥(1)(𝑡)− 𝑥(1)(𝑡− 1) = 𝑥(0)(𝑡).

根据式 (1)对参数列 (𝑎, 𝑏)T作最小二乘估计

(𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (2)

其中

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))𝛾

−𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))𝛾

...
...

−𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

式 (1)所描述的系统变量之间的关系均处于相同

的时刻 𝑘,因此,在利用式 (2)估计出结构参数后还不

能直接对𝑥(0)(𝑘)在时刻 𝑘 = 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ 进行外
推预测,必须采用类似于传统GM(1,1)模型的白化预

测方法, 即借助与式 (1)对应的白化微分方程的解来

预测样本以外的数据.

定义 2[14] 称

d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏(𝑥(1))𝛾 (3)

为GM(1,1)幂模型白化微分方程, 其中参数 𝑎和 𝑏如

前文所述.

解以上微分方程,可得到白化时间响应式

𝑥(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(0)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

} 1
1−𝛾

, (4)

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

对 �̂�(1)(𝑘 + 1)作一阶累减还原,有

�̂�(0)(𝑘 + 1) = �̂�(1)(𝑘 + 1)− �̂�(1)(𝑘). (5)

与传统灰色模型相比, GM(1,1)幂模型在形式上

具有更好的灵活性,不同的幂指数 𝛾可以帮助该模型

适应一类近似幂指数律的非线性时间序列. 但现实中

一般为小样本振荡序列,本文通过理论分析和大量实

验模拟验证了GM(1,1)幂模型仅适用于单峰变化或

增长受阻的时间序列,而对于更具一般性的小样本振

荡序列并不适用.

1.2 振振振荡荡荡型型型GM(1,1)幂幂幂模模模型型型和和和参参参数数数包包包

定义 3 设𝑋(0), 𝑋(1), 𝑍(1)分别为原始序列、一

阶累加生成序列和背景值序列,称灰色微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)𝑧(1)(𝑘 − 𝜏) =

𝑏 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)(𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))𝛾 (6)

为振荡型GM(1,1)幂模型. 其中: −𝑎 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)为发

展系数, 𝑏 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)为灰色作用量, 𝜏为系统延迟时

间, 𝑝为时间作用参数, 𝛾为幂指数且 𝛾 ∕= 1.

因为 𝜏表示的是非负时滞变量,模型中考虑的是

系统变量生成的背景值及其幂函数在 𝑘之前的 𝜏时
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刻对被预测变量𝑥(0)(𝑘)的影响, 所以, 𝑘和 𝜏是相减

的关系. 本文选取 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)和 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)分别作

为灰色作用量和发展系数的一部分,是考虑到系统行

为序列𝑋以外的可控和不可控因素对𝑋时滞振荡性

的影响.

与传统GM(1,1)幂模型相比,振荡型GM(1,1)幂

模型增加了系统延迟参数 𝜏、时变参数 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)

和 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏). 振荡型GM(1,1)幂模型含有系统延迟

参数,且其发展系数和灰作用量均随时间推移而变化,

因此对于小样本波动型时间序列序列的适应能力应

强于传统GM(1,1)幂模型.

由于系统延迟变量 𝜏的存在,振荡型GM(1,1)幂

模型无需借助近似的白化微分方程便可直接用于

预测. 具体原因如下: 对于给定的原始序列𝑋(0) =

{𝑥0(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)}, 可以用如下离散时间响
应式对未来时刻 𝑘 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . , 𝑛+ 𝜏的系统行

为进行预测:

�̂�(0)(𝑘) =

𝑏 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏) + 0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏 − 1))𝛾−
𝑎 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏) + 0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏 − 1)).

(7)

下一步预测 �̂�(0)(𝑘), 式 (7)的右边所有变量均为

已知变量, 可以直接用于实际预测, 这种方式可以避

免传统灰色建模方法由差分方程向微分方程跳跃所

导致的误差.

定义 4 对于振荡型GM(1,1)幂模型,称:

1)𝑃𝐼 = (𝑎, 𝑏)T为振荡型GM(1,1)幂模型的一级

参数包;

2)𝑃𝐼的构成成分为振荡型GM(1,1)幂模型的中

间参数,中间参数的全体为二级参数包,记为𝑃𝐼𝐼 .

定理 1 设𝑋(0), 𝑋(1), 𝑍(1)分别为原始序列、一

阶累加生成序列和背景值序列,系统延迟时间 𝜏 ,时间

作用参数 𝑝和幂指数 𝛾均已给定, 则振荡型GM(1,1)

幂模型一级参数包𝑃𝐼在最小二乘准则下满足

𝑃𝐼 = (𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (8)

其中

𝑌 = [𝑥(0)(𝜏 + 2) 𝑥(0)(𝜏 + 3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥(0)(𝑛)]T,

𝐵 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
− tan 2𝑝𝑧(1)(2) sin 2𝑝(𝑧(1)(2))𝛾

− tan 3𝑝𝑧(1)(3) sin 3𝑝(𝑧(1)(3))𝛾

...
...

− tan 𝑝(𝑛−𝜏)𝑧(1)(𝑛−𝜏) sin 𝑝(𝑛−𝜏)(𝑧(1)(𝑛−𝜏))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
证证证明明明 将原始数据代入振荡型GM(1,1)幂模型

的灰色微分方程,得到

𝑥(0)(𝜏 + 2) + 𝑎 tan 2𝑝𝑧(1)(2) = 𝑏 sin 2𝑝(𝑧(1)(2))𝛾 ,

𝑥(0)(𝜏 + 3) + 𝑎 tan 3𝑝𝑧(1)(3) = 𝑏 sin 2𝑝(𝑧(1)(3))𝛾 ,

...

𝑥(0)(𝑛) + 𝑎 tan 𝑝(𝑛− 𝜏)𝑧(1)(𝑛− 𝜏) =

𝑏 sin 𝑝(𝑛− 𝜏)(𝑧(1)(𝑛− 𝜏))𝛾 . (9)

方程组 (9)可改写为矩阵方程𝑌 = 𝐵𝑃𝐼 , 其中𝐵为

(𝑛 − 𝜏 − 1) × 2矩阵. 由于𝑛 − 𝜏 ⩽ 4,且𝐵为列满秩,

在最小二乘准则下式 (8)成立. 2
定理 2 令𝐶,𝐹,𝐺为振荡型GM(1,1)幂模型的

二级参数,有

𝐶 =

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

sin 𝑝(𝑘 − 𝜏) tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)(𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))𝛾+1,

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=𝜏+1

[tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)𝑧(1)(𝑘 − 𝜏)]2,

𝐺 =

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

[sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)(𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))𝛾 ]2,

则 (𝐵T𝐵)−1 =
1

𝐹𝐺− 𝐶2

[
𝐺 𝐶

𝐶 𝐹

]
.

证证证明明明 存在⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛∑

𝑘=𝜏+2

(tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))2

−
𝑛∑

𝑘=𝜏+2

sin 𝑝(𝑘−𝜏) tan 𝑝(𝑘−𝜏)(𝑧(1)(𝑘−𝜏))𝛾+1

→

←
−

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

sin 𝑝(𝑘−𝜏) tan 𝑝(𝑘−𝜏)(𝑧(1)(𝑘−𝜏))𝛾1

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

[sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)(𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))𝛾 ]2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
−1

=

[
𝐹 −𝐶
−𝐶 𝐺

]−1

=
1

𝐹𝐺− 𝐶2

[
𝐺 𝐶

𝐶 𝐹

]
. 2

定理 3 令𝐷,𝐸为振荡型GM(1,1)幂模型的二

级参数,有

𝐷 =

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)𝑥(0)(𝑘)(𝑧(1)(𝑘 − 𝜏))𝛾 ,

𝐸 =

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)𝑥(0)(𝑘)𝑧(1)(𝑘 − 𝜏),

则𝐵T𝑌 = [−𝐸 𝐷]T.

证证证明明明 存在

𝐵T𝑌 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−

𝑛∑
𝑘=𝜏+2

tan 𝑝(𝑘−𝜏)𝑥(0)(𝑘)𝑧(1)(𝑘−𝜏)
𝑛∑

𝑘=𝜏+2

sin 𝑝(𝑘−𝜏)𝑥(0)(𝑘)(𝑧(1)(𝑘−𝜏))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎦=
[
−𝐸
𝐷

]
.2

将定理 2和定理 3的结论代入式 (8),可得到以下
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推论.

推论 1 令中间参数𝐶,𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺如定理 2和定

理 3所述,则振荡型GM(1,1)幂模型的二级参数为

𝑎 =
𝐶𝐷 − 𝐸𝐺

𝐺𝐹 − 𝐶2
, 𝑏 =

𝐹𝐷 − 𝐶𝐸

𝐺𝐹 − 𝐶2
.

若系统延迟时间 𝜏 ,时间作用参数 𝑝,幂指数 𝛾均

已给定, 则通过推论 1计算出 𝑎和 𝑏后可直接运用式

(7)进行预测. 在实际应用中,这 3个参数都需要根据

实际问题一一确定后才能确定预测模型,其中系统延

迟时间 𝜏可以分别取 𝜏 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ 并代入模型,比较建

模精度,取精度较高者. 下面重点讨论给定延迟时间 𝜏

的情形下 𝑝和 𝛾的求解问题.

1.3 振振振荡荡荡型型型GM(1,1)幂幂幂模模模型型型的的的参参参数数数求求求解解解

模型参数的确定可以转化为以误差最小化为

目标的非线性优化模型求解问题. 由于中间参数𝐶,

𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺由原始数据和未知参数 𝑝, 𝛾构成,推论 1所

描述的结构参数 𝑎和 𝑏与中间参数的关系实质上就

是它们与未知参数 𝑝和 𝛾的关系. 以平均相对误差

(MAPE)最小化为优化目标,参数之间的关系为约束

条件, 𝑝和 𝛾为待求变量,建立以下优化模型:

min
𝛾,𝑝

MAPE =
1

𝑛− 𝜏 − 1

𝑛∑
𝑘=2+𝜏

∣�̂�(0)(𝑘)− 𝑥(0)(𝑘)∣
𝑥(0)(𝑘)

;

s.t. 𝛾 ∕= 1,

�̂�(0)(𝑘) = 𝑏 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏)+

0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏 − 1))𝛾 − 𝑎 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)×
(0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏) + 0.5𝑥(1)(𝑘 − 𝜏 − 1)),

𝑎 =
𝐶𝐷 −𝐺𝐸

𝐺𝐹 − 𝐶2
, 𝑏 =

𝐷𝐹 − 𝐶𝐸

𝐺𝐹 − 𝐶2
,

𝑘 = 2 + 𝜏, 3 + 𝜏, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
上述非线性优化模型可以借助相应的运筹学

软件或一些智能算法 (如遗传算法、粒子群算法等)

求解, 此处不再论述. 由此得到最优参数 𝑝∗和 𝛾∗, 代

入推论 1中的二级参数表达式便可求得结构参数 𝑎∗

和 𝑏∗,基于这些参数所构建的振荡型GM(1,1)幂模型

�̂�(0)(𝑘) =

𝑏∗ sin 𝑝∗(𝑘−𝜏)(0.5𝑥(1)(𝑘−𝜏)+0.5𝑥(1)(𝑘−𝜏−1))𝛾∗−
𝑎∗ tan 𝑝∗(𝑘−𝜏)(0.5𝑥(1)(𝑘−𝜏)+0.5𝑥(1)(𝑘−𝜏−1))
可以使得平均相对误差在理论上达到最小,从而有效

地表征原始数据中蕴含的振荡信息.

2 应应应用用用实实实例例例

我国是自然灾害多发的国家, 地震、泥石流、暴

雪、干旱等自然灾害已成为威胁社会经济发展、人民

生命财产安全的重要因素.一旦发生自然灾害, 有限

的应急物资、实时有效的配置和调度是应急救灾工作

的重要内容之一,而对应急物资的需求数量和结构实

时而准确地预测又是灾害应急物资快速调度的前提

和依据. 现有的灾害物资需求预测以专家经验判断为

主,定量预测的主要困难在于灾害的突发性和不确定

性导致物资需求信息难以快速、准确地获取. 在灾害

发生后较短的时间内往往只能收集到少量的应急物

资需求数据,且随着时间的推移数据呈现不规律的非

线性波动.在这种情形下, 依靠经典的理论和方法难

以给出令人满意的预测方案.下面应用本文提出的振

荡型GM(1,1)幂模型对灾害应急物资的需求进行预

测,以验证该模型对振荡型小样本时间序列建模的适

应性和有效性.

2008年 1月,我国南方地区发生了大范围低温、

暴雪、冰冻等自然灾害. 这场雪灾造成停水停电、旅

客滞留车站和机场、农副产品运输受阻, 甚至证券

指数也出现下跌现象,可以说, 这场灾害已触及到整

个国民经济. 文献 [23]采用ARIMA和EMD-ARIMA

方法研究了 2008年 1月雪灾发生后安徽省某大型农

产品批发市场卷心菜日需求量的建模拟合问题,原始

数据呈现出一定程度的不规则波动, 见表 1. 下面基

于文献 [23]提供的 2008年 1月 21日∼ 1月 29日卷心

菜日需求量数据建立振荡型GM(1,1)幂模型,分析比

较传统GM(1,1)幂模型、不同系统延迟参数下的振荡

型GM(1,1)幂模型、ARIMA和EMD-ARIMA方法的

建模精度,并取精度较高的模型对 1月 30日的需求量

进行预测. 将表 1中 1月 21日∼ 1月 29日卷心菜日需

求量记为原始数据序列𝑋(0).

1)传统GM(1,1)幂模型. 根据文献 [21]中的优化

方法,得到参数

𝑎∗ = −3.823 772, 𝑏∗ = −1.720 247, 𝛾∗ = 1.052 008.

对应的时间响应式为

�̂�(1)(𝑘) =

(−3 056 611 + 3 811 057.7e0.218 925(𝑘−1))0.875 343,

�̂�(0)(𝑘) = �̂�(1)(𝑘)− �̂�(1)(𝑘 − 1), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 9.
该模型的平均相对误差为 9.89%,各时点的模拟情况

如图 1所示.

2)振荡型GM(1,1)幂模型. 取系统延迟 𝜏 = 1,利

用参数优化模型解得

表 1 2008年雪灾期间某农产品批发市场卷心菜日需求量 kg

日期 1-21 1-22 1-23 1-24 1-25 1-26 1-27 1-28 1-29
需求量 139 618.5 142 804.2 130 070.9 157 811.5 260 115.4 351 227.5 302 161.2 373 370.48 296 045.4



第 10期 王正新: 振荡型GM(1,1)幂模型及其应用 1463

2008-01-22 2008-01-25 2008-01-28

!"

1

2

3

4

1
0

5

#$%&
'(%&

图 1 传统GM(1,1)幂模型预测结果

𝑝∗ = 0.203 929, 𝛾∗ = 0.045 672,

𝑎∗ = −0.002 247, 𝑏∗ = 187 034.

对应的时间响应式为

�̂�(0)(𝑘) = 187 034 sin 0.203 929(𝑘 − 1)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 1)+

0.5𝑥(1)(𝑘 − 2))0.045 672+

0.002 247 sin 0.203 929(𝑘−1)(0.5𝑥(1)(𝑘−1)+
0.5𝑥(1)(𝑘 − 2)), 𝑘 = 3, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 9.

该模型的平均相对误差为 7.70%,各时点的模拟情况

如图 2所示.
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图 2 振荡型GM(1,1)幂模型 (𝜏 = 1)预测结果

3)振荡型GM(1,1)幂模型. 取系统延迟 𝜏 = 2,利

用参数优化模型解得

𝑝∗ = 0.158 612, 𝛾∗ = 0.136 337,

𝑎∗ = 0.120 200, 𝑏∗ = 100 118.

对应的时间响应式为

�̂�(0)(𝑘) = 100 118 sin 0.158 612(𝑘 − 2)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 2)+

0.5𝑥(1)(𝑘 − 3))0.136 337−
0.120 200 tan 0.158 612(𝑘−2)(0.5𝑥(1)(𝑘−2)+
0.5𝑥(1)(𝑘 − 3)), 𝑘 = 4, 5, ⋅ ⋅ ⋅ , 9.

该模型的平均相对误差为 7.10%,各时点的模拟

情况如图 3所示.

4)振荡型GM(1,1)幂模型. 取系统延迟 𝜏 = 3,利

用参数优化模型解得

𝑝∗ = 0.390 803, 𝛾∗ = 0.067 373,

𝑎∗ = 0.001 376, 𝑏∗ = 161 844.
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图 3 振荡型GM(1,1)幂模型 (𝜏 = 2)预测结果

对应的时间响应式为

�̂�(0)(𝑘) = 161 844 sin 0.390 803(𝑘 − 3)(0.5𝑥(1)(𝑘 − 3)+

0.5𝑥(1)(𝑘 − 4))0.067 373−
0.001 376 tan 0.390 803(𝑘−3)(0.5𝑥(1)(𝑘−3)+
0.5𝑥(1)(𝑘 − 4)), 𝑘 = 5, 6, ⋅ ⋅ ⋅ , 9.
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图 4 振荡型GM(1,1)幂模型 (𝜏 = 3)预测结果

从建模结果来看,传统幂模型和取不同系统延迟

(𝜏 = 1, 2, 3)的振荡型幂模型的平均模拟误差分别为

9.89%, 7.70%, 7.10%和 0.10%. 总体而言,本文提出的

振荡型GM(1,1)幂模型的误差显著小于传统模型,其

中系统延迟参数 𝜏 = 3时建立的振荡型GM(1,1)幂模

型误差最小. 由图 4可见, 取 𝜏 = 3时振荡幂模型几

乎可以完全拟合原始序列, 原因主要在于发展系数

−𝑎 tan 𝑝(𝑘 − 𝜏)和灰色作用量 𝑏 sin 𝑝(𝑘 − 𝜏)均随时间

推移而变化, 因此对于小样本振荡时间序列序列具

有更强的适应性. 进一步令 𝑘 = 10, 并代入振荡型

GM(1,1)幂模型 (𝜏 = 3),得到 2008年 12月 30日的需

求量预测值为 166 077.27 kg, 与该日的实际需求量

178 621 kg较为接近,预测精度为 93%.

文献 [23]应用ARIMA和EMD-ARIMA方法的

模拟误差分别为 19.7%和 9.1%,两者均大于上述几个

灰色模型, 其原因主要在于ARIMA和EMD-ARIMA

方法适用于拥有大样本数据情形下的分析和预测,而

对于小样本 (样本量小于 30)的原始数据序列往往不

能取得理想的建模效果.

3 结结结 论论论

鉴于传统灰色预测方法依赖于原始序列光滑平

稳的前提,本文提出的振荡型GM(1,1)幂模型突破了
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这一限制,无需借助近似的白化微分方程便可直接用

于预测,避免了传统建模方法由差分方程向微分方程

跳跃导致的误差. 其发展系数和灰色作用量均随时间

的变化而变化,同时考虑了系统延迟对预测结果的影

响,为小样本非线性波动时间序列预测问题提供了建

模基础.

模型中的系统延迟参数、时间作用参数和幂指

数取值的多样性赋予了振荡型GM(1,1)幂模型形式

的灵活性. 借助参数优化算法, 振荡型GM(1,1)幂模

型可以准确识别原始数据所蕴含的参数动态性. 应用

实例表明,建模和预测效果显著优于传统GM(1,1)幂

模型、ARIMA和EMD-ARIMA方法.

振荡型GM(1,1)幂模型仍然是一种单变量预测

模型,忽略了系统内外部相关变量对行为序列的影响,

对提高预测精度不利. 将影响系统建模精度的其他关

键变量引入模型,可以进一步提高振荡型灰色幂模型

的精度,但也为模型的参数估计造成困难,这是下一

步的研究方向.
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