
第 28卷 第 10期
Vol. 28 No. 10

控 制 与 决 策
Control and Decision

2013年 10月
Oct. 2013

一种新型分层模糊系统及其逼近性能

文章编号: 1001-0920 (2013) 10-1559-05

朱晓东, 王 杰

(郑州大学电气工程学院，郑州 450001)

摘 要: 针对分层模糊系统,提出一种新的结构形式,该分层模糊系统将各层中间变量作为后一层模糊单元输出结

果中的一部分,而不再是输入项,这样不仅能够减少规则数目和辨识参数,而且避免了对不具物理含义的中间变量的

模糊处理. 给出新型分层模糊系统的解析表达式,证明了该分层模糊系统具有通用逼近性能,并给出存在性定理和逼

近性能的充分条件.通过实例仿真表明所提出分层模糊系统具有较好的应用基础.
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Abstract: A new type of hierarchical fuzzy system(HFS) is presented in this paper. Outputs in the previous layer which

is called intermediate variables are not used in the IF-parts, but used only in the output of the following fuzzy unit in

this hierarchical fuzzy system, which can reduce the number of fuzzy rules and the parameters to be identified, and the

intermediate variables with little physical meaning can avoid to be fuzzified. Analytic expression of the system is given, and

the approximation ability and its sufficient condition are proved. The simulation results show that the proposed HFS has a

broad prospect of application.
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0 引引引 言言言

模糊系统逼近性能作为其应用的理论基础已得

到了很多研究[1-2]. 传统模糊系统在应用过程中会遭

遇维数灾问题,即规则维数、参数维数会随着输入变

量的增加呈指数级增加,从而限制了传统模糊系统的

应用[3]. 为了克服传统模糊系统在高维输入空间建模

所遇到的困难, Raju等[4]提出了分层模糊系统 (HFS)

的概念,通过低维模糊单元的分层连接来构成整个系

统.分层模糊系统得到了研究人员的广泛重视,并在

控制、模式识别、语言建模等方面进行了研究[5-6].

分层模糊系统作为解决高维模糊系统维数灾的

一种有效手段, 同样具有逼近性能, 王立新等[7-11]分

别从不同角度进行了探讨,给出了不同种类分层模糊

系统具有任意逼近性能的结论.然而, 分层模糊系统

在解决规则维数灾的同时, 也带来了其他问题,一是

系统结构复杂, 辨识参数较多; 二是层次之间中间变

量没有明确的物理含义,无法进行合理的模糊化设计

和解释[12]. 对此, Joo等[13]提出了一种新的解决思路,

将分层模糊系统中前一层的输出直接作为后一层规

则的后件参数,但 Joo所采用的层次结构过于复杂,引

入了大量待辨识的参数,增加了计算工作量.

本文在已有文献的基础上, 提出一种新型分层

模糊系统结构形式—–后件直联型分层模糊系统

(CCHFS). 该系统能够避免中间变量所带来的问题,

又不会增加后件的辨识参数. 证明了该新型分层模糊

系统的逼近性能,并给出了逼近性能的充分条件.

1 后后后件件件直直直联联联型型型分分分层层层模模模糊糊糊系系系统统统结结结构构构

目前,常用的分层模糊系统结构主要有“优先级”
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型、“增一”型、“二叉树”型、“FNN”(模糊神经网络)和

“Kolmogrov”型等结构类型[14-15]. 简单清晰的结构能

够降低计算复杂性,也能够提升系统的可解释性. 图 1

所示的增一型结构具有结构简洁、规则数目和辨识参

数较少的特点, 并已证明具有通用逼近性能[7], 但是

系统层次之间的中间变量没有明确的物理含义,需要

人为地进行模糊处理.
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图 1 增一型分层模糊系统结构

本文在文献 [13]的基础上,提出一种新的分层模

糊系统结构—–后件直联型分层模糊系统,其结构如

图 2所示. 由于MIMO系统可以看作是多个MISO系

统的组合,本文仅就MISO系统进行分析.整个系统由

两输入一输出模糊单元串接而成,图 2中, 𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐹𝐿为分层模糊系统的每一层. 除第 1层模糊单元有 2

个输入变量外,其他各层均有 3个输入变量,其中 2个

是实际的输入变量, 参与该层模糊单元的模糊推理,

另 1个输入量是前 1层的输出即中间变量. 该中间变

量既不出现在模糊规则前件中,也不作为规则后件的

一部分, 而是直接作用于模糊单元的输出结果中, 作

为输出调节项的一部分,将这种结构形式称为后件直

联型分层模糊系统 (CCHFS).

!"
#$

x
3

x
4

+
!"
#$

x
3

x
4

+

y
1

y
2 y

3

...

!"
#$

F
1

x
1

x
2

!"
#$

xn-1

xn
+

yL-1 yL

F
2

F
3

FL

图 2 后件直联型分层模糊系统结构

CCHFS的每一层模糊单元均采用TS模糊模型,

当模糊系统采用单点模糊化、乘积推理、加权平均解

模糊方法时,对于输入𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛),可以得到

模糊系统的表达式为

𝑦 = 𝑓(𝑥) =

∑
𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛∈𝐼

( 𝑛∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝑗 (𝑥𝑗)

)
𝑦𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛

∑
𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛∈𝐼

( 𝑛∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝑗 (𝑥𝑗)

) ,

𝑦𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛 = 𝑎𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛0 + 𝑎𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛1 𝑥1 + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑎𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛𝑘 𝑥𝑘 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛𝑛 𝑥𝑛. (1)

其中: 𝐼 = {𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛∣𝑖𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, 𝑛为变量个数, 𝑁𝑗为第 𝑗个变量的模糊集

个数; 𝐴
𝑖𝑗
𝑗 为第 𝑗个变量第 𝑖𝑗个模糊集的隶属度;

𝑎𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑛𝑘 为规则后件多项式中的系数, 𝑘=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

对于如图 2所示的CCHFS,第 1层模糊单元的规

则为

if 𝑥11 is 𝐴𝑖1
11 and 𝑥12 is 𝐴𝑖2

12,

then 𝑦𝑖1𝑖21 = 𝑎𝑖1𝑖210 + 𝑎𝑖1𝑖211 𝑥11 + 𝑎𝑖1𝑖212 𝑥12. (2)

其中: 变量𝐴下标中第 1位数字代表层数, 第 2位数

字代表变量序号,上标代表模糊集序号,其他上下标

含义类似. 第 1层模糊单元的输出为

𝑦1 =

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2
1

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗)

) = 𝑏01 + 𝑏11𝑥11 + 𝑏21𝑥12.

(3)

其中

𝜇(𝑥11, 𝑥12) =

2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗),

𝐼 = {𝑖1𝑖2∣𝑖𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2},
𝑏𝑚𝑘 =

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

𝜇(𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2)𝑎
𝑖1𝑖2
𝑘𝑚

/ ∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

𝜇(𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2),

𝑘为层数序号, 𝑚 = 0, 1, 2. 第 𝑘(𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿)层模
糊单元的规则为

if 𝑥𝑘1 is 𝐴𝑖1
𝑘1 and 𝑥𝑘2 is 𝐴𝑖2

𝑘2,

then 𝑦𝑖1𝑖2𝑘 = 𝑎𝑖1𝑖2𝑘0 + 𝑎𝑖1𝑖2𝑘1 𝑥𝑘1 + 𝑎𝑖1𝑖2𝑘2 𝑥𝑘2. (4)

第 𝑘层模糊单元的输出为

𝑦𝑘 = 𝑓(𝑥) =

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝑘𝑗(𝑥𝑘𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2

𝑘

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝑘𝑗(𝑥𝑘𝑗)

) + 𝑏3𝑘𝑦𝑘−1 =

𝑏0𝑘 + 𝑏1𝑘𝑥𝑘1 + 𝑏2𝑘𝑥𝑘2 + 𝑏3𝑘𝑦𝑘−1. (5)

其中: 𝑦𝑘−1为前 1层模糊单元输出, 𝑏3𝑘为相应系数. 将

式 (5)展开,有

𝑦 = 𝑦𝐿 =

𝐿∑
𝑘=1

𝑏0𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖 +

𝐿∑
𝑘=1

𝑏1𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖𝑥𝑘1+

𝐿∑
𝑘=1

𝑏2𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖𝑥𝑘2,

𝑏3𝑖 = {1∣𝑖 > 𝐿}. (6)

这种新的分层模糊系统结构将中间变量作为模

糊单元输出的一个调整项,不但避免了模糊推理过程

中对中间变量的处理,而且能够大量减少规则数目和

辨识参数.

定理 1 若采用如上定义的后件直联型分层模

糊系统结构, 𝑛为变量数目, 𝑚为每个变量的模糊集

数目, 𝐿为分层数, 则这种分层模糊系统具有最少的

规则数目. 当每一层输入变量个数 𝑐 = 2时, 模糊
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规则数𝑀 = 𝑛𝑚2/2. 当输入变量𝑛为奇数时, 有一

层模糊单元只有一个输入变量, 此时规则数为 (𝑛 −
1)𝑚2/2 +𝑚.

定理 1表明,当模糊子集个数一定时, CCHFS的

规则数目仅是输入变量个数的线性比例关系. 由式

(4)和 (5)可知, CCHFS总的后件需辨识参数为 3𝑀 +

𝐿− 1个.作为对比,增一型分层模糊系统规则数为 (𝑛

−1)×𝑚2,每一规则有 3个辨识参数. 因此, CCHFS的

规则数目远低于传统模糊系统的规则数目, 而且,由

于对中间变量的处理使得辨识参数也少于增一型分

层模糊系统.

2 逼逼逼近近近性性性能能能

若模糊子集为定义在论域区间𝑈上的等度划分,

则采用单点模糊化、乘积推理、加权平均解模糊方法,

可得到如式 (5)所示的后件直联型分层模糊系统.

定理 2 (逼近性存在性定理) 若给定函数 𝑔在

区间𝑈上可微, 常数 𝜀 > 0, 则存在如式 (5)所示的

CCHFS 𝑦 = 𝑓(𝑥),使得 sup
𝑥∈𝑈

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ ⩽ 𝜀.

证证证明明明 由式 (4)∼ (6)可知,分层模糊系统的输出

为

𝑦 = 𝑓(𝑥) =

𝑦𝐿 = 𝑏0𝐿 + 𝑏1𝐿𝑥𝐿1 + 𝑏2𝐿𝑥𝐿2 + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1 =

𝐿∑
𝑘=1

𝑏0𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖 +

𝐿∑
𝑘=1

𝑏1𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖𝑥𝑘1+

𝐿∑
𝑘=1

𝑏2𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖𝑥𝑘2 =

𝐿∑
𝑘=1

𝑏0𝑘

𝐿∏
𝑖=𝑘+1

𝑏3𝑖 +

𝐿∏
𝑖=2

𝑏3𝑖 𝑏
1
1𝑥11 +

𝐿∏
𝑖=2

𝑏3𝑖 𝑏
2
1𝑥12 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝐿∏
𝑖=3

𝑏3𝑖 𝑏
1
2𝑥21 +

𝐿∏
𝑖=3

𝑏3𝑖 𝑏
2
2𝑥22 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏1𝐿𝑥𝐿1 + 𝑏2𝐿𝑥𝐿2 ≜

𝐵0 +𝐵11𝑥11 +𝐵12𝑥12 + ⋅ ⋅ ⋅+𝐵𝐿1𝑥𝐿1 +𝐵𝐿2𝑥𝐿2,

(7)

∣𝑔(𝑥)− 𝑓(𝑥)∣ = ∣𝑔(𝑥)− (𝐵0 +𝐵11𝑥11 +𝐵12𝑥12+

⋅ ⋅ ⋅+𝐵𝐿1𝑥𝐿1 +𝐵𝐿2𝑥𝐿2)∣. (8)

取𝑥Δ
𝑘 ∈ Ker𝐴𝑖𝑘

𝑘 ,即𝑥Δ
𝑘 为输入变量𝑥𝑘在其第 𝑖𝑘个模

糊子集最大值所对应的输入值,令𝑥Δ=(𝑥Δ
11, 𝑥

Δ
12, 𝑥

Δ
21,

𝑥Δ
22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥Δ

𝐿1, 𝑥
Δ
𝐿2),将函数 𝑔(𝑥)在𝑥Δ处进行Tailor展

开,有

𝑔(𝑥) =

𝑔(𝑥Δ) +
∂𝑔

∂𝑥11

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥11 − 𝑥Δ
11)+

∂𝑔

∂𝑥12

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥12 − 𝑥Δ
12) + ⋅ ⋅ ⋅+ ∂𝑔

∂𝑥𝐿1

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥𝐿1 − 𝑥Δ
𝐿1)+

∂𝑔

∂𝑥𝐿2

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥𝐿2 − 𝑥Δ
𝐿2) +𝑂(∥𝑥− 𝑥Δ∥∞).

通过调整参数 𝑎𝑖1𝑖2𝑘𝑚 可使得

𝐵11 =
∂𝑔

∂𝑥11

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

, 𝐵12 =
∂𝑔

∂𝑥12

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐵𝐿1 =
∂𝑔

∂𝑥𝐿1

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

, 𝐵𝐿2 =
∂𝑔

∂𝑥𝐿2

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

,

𝐵0 = 𝑔(𝑥Δ)− ∂𝑔

∂𝑥11

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

− ∂𝑔

∂𝑥12

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

− ⋅ ⋅ ⋅−
∂𝑔

∂𝑥𝐿1

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

− ∂𝑔

∂𝑥𝐿2

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

.

代入式 (8)有

∣𝑔(𝑥)− 𝑓(𝑥)∣ =
∣𝑔(𝑥)− (𝐵0 +𝐵11𝑥11 +𝐵12𝑥12 + ⋅ ⋅ ⋅+
𝐵𝐿1𝑥𝐿1 +𝐵𝐿2𝑥𝐿2)∣ =∣∣∣𝑔(𝑥Δ) +

∂𝑔

∂𝑥11

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥11 − 𝑥Δ
11
)+

∂𝑔

∂𝑥12

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥12 − 𝑥Δ
12
) + ⋅ ⋅ ⋅+

∂𝑔

∂𝑥𝐿1

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥𝐿1 − 𝑥Δ
𝐿1) +

∂𝑔

∂𝑥𝐿2

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥𝐿2 − 𝑥Δ
𝐿2)+

𝑂(∥𝑥− 𝑥Δ∥∞)− ⋅ ⋅ ⋅−
(𝐵0 +𝐵11𝑥11 +𝐵12𝑥12 + ⋅ ⋅ ⋅+𝐵𝐿1𝑥𝐿1 +𝐵𝐿2𝑥𝐿2)

∣∣∣ =
∣𝑂(∥𝑥− 𝑥Δ∥∞)∣ ⩽ 𝑂(𝛿Δ) ⩽ 𝑂(𝛿).

其中: 𝛿Δ为隶属函数𝐴Δ的支撑集, 𝛿 = max(𝛿Δ). 进

而有 lim
𝛿→0

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ = 0, 并得到 sup
𝑥∈𝑈

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣
⩽ 𝜀. 2

证明过程中没有涉及模糊子集隶属函数的具体

参数,说明只通过对模糊子集个数和模糊规则后件参

数的调整,即可保证后件直联型分层模糊系统的逼近

性能.逼近定理仅表明了这种模糊系统的存在性, 如

何确定模糊子集的个数才能够保证逼近性则由逼近

性的充分条件定理给出.

定理 3 (逼近性能的充分条件) 对于如式 (5)所

定义的后件直联型分层模糊系统,设每个输入变量均

有𝑛0个模糊子集,输入变量论域均取𝑈 = [0, 1],则对

于任意连续可微多项式 𝑔(𝑥) ∈ 𝑈 ,有 𝜀 > 0,只要

𝑛0 >

√√√⎷ 1

2𝜀

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

∥∥∥ ∂𝑔

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑘

∥∥∥
∞

+ 1,

便一定存在后件直联型分层模糊系统 𝑓(𝑥)使得 ∣𝑓(𝑥)
− 𝑔(𝑥)∣ < 𝜀.

证证证明明明 设𝑈 = [0, 1],对于输入变量𝑥𝑖,其论域空

间上有 𝑘个模糊集, 每个模糊集的中心点设为 𝑐𝑘𝑖 , 且

假设 𝑐1𝑖 <𝑐2𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅<𝑐𝑘𝑖 . 其中: 𝑐0𝑖 =0, 𝑐𝑘+1
𝑖 =1, 𝑘𝑖为输

入变量𝑥𝑖的模糊划分数. 对于每一层的每一条规则

if 𝑥𝑘1 is 𝐴𝑖1
𝑘1 and 𝑥𝑘2 is 𝐴𝑖2

𝑘2,

then 𝑦𝑖1𝑖2𝑘 = 𝑎𝑖1𝑖2𝑘0 + 𝑎𝑖1𝑖2𝑘1 𝑥𝑘1 + 𝑎𝑖1𝑖2𝑘2 𝑥𝑘2,

均存在一个特别的输入变量𝑥Δ = (𝑐𝑖11 , 𝑐𝑖22 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑖𝑛𝑛 )

恰好为模糊集的中心点. 对于不同的规则,输入变量



1562 控 制 与 决 策 第 28 卷

也不一样, 令𝑆 = {𝑥Δ = (𝑐𝑖11 , 𝑐𝑖22 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑖𝑛𝑛 )}, 由式 (5)

得到CCHFS系统在𝑥Δ上的模糊输出为

𝑓(𝑥Δ) = 𝑦𝐿(𝑥Δ) = 𝑦𝑖1𝑖2

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1 =

𝑦𝑖1𝑖2

𝐿 +𝑏3𝐿𝑦
𝑖1𝑖2

𝐿−1+𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1𝑦

𝑖1𝑖2
𝐿−2+⋅ ⋅ ⋅+𝑏3𝐿𝑏

3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑖1𝑖21 .

对于任意多项式函数 𝑔(𝑥),由Taylor展开式得

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥Δ) +
∂𝑔

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥− 𝑥Δ) + 𝑟2.

其中: 𝑟2为拉格朗日余项,且有

𝑟2 =
1

2
(𝑥− 𝑥Δ)T∇2𝑔∣𝑥=𝜂(𝑥− 𝑥Δ);

∇2𝑔为 𝑔(𝑥)的Hessian矩阵. 若令

𝑦𝑖1𝑖2

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦
𝑖1𝑖2

𝐿−1 + 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1𝑦

𝑖1𝑖2
𝐿−2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑖1𝑖21 =

𝑔(𝑥Δ) +
∂𝑔

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=𝑥Δ

(𝑥− 𝑥Δ),

则有

∣𝑦𝑖1𝑖2

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦
𝑖1𝑖2

𝐿−1 + 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1𝑦

𝑖1𝑖2
𝐿−2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑖1𝑖21 − 𝑔(𝑥)∣ =∣∣∣1

2
(𝑥− 𝑥Δ)T∇2𝑔∣𝑥=𝜂(𝑥− 𝑥Δ)

∣∣∣ ⩽
1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

∥∥∥ ∂2𝑔

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑘

∥∥∥
∞

1

(𝑛0 − 1)2
. (9)

因此有

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ =

∣∣∣
∑

𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿𝑗(𝑥𝐿𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2

𝐿

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿𝑗(𝑥𝐿𝑗)

) + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1 − 𝑔(𝑥)
∣∣∣ =

∣∣∣
∑

𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿𝑗(𝑥𝐿𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2

𝐿

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿𝑗(𝑥𝐿𝑗)

) +

𝑏3𝐿

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿−1,𝑗(𝑥𝐿−1,𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2

𝐿−1

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿−1,𝑗(𝑥𝐿−1,𝑗)

) + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗)

)
𝑦𝑖1𝑖2
1

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗)

) − 𝑔(𝑥)
∣∣∣. (10)

为简便起见, 将
∑

𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
𝐿𝑗(𝑥𝐿𝑗)

)
简写为

∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿 ,

∑
𝑖1𝑖2∈𝐼

( 2∏
𝑗=1

𝐴
𝑖𝑗
1𝑗(𝑥1𝑗)

)
简写为

∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 , 𝑘𝐿, 𝑘𝐿−1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘1

为 𝑖1𝑖2的组合数. 式 (10)可简写为

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ =∣∣∣∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿 𝑦𝑘𝐿

𝐿

/∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿 +

𝑏3𝐿
∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 𝑦
𝑘𝐿−1

𝐿−1

/∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 +

⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32

∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 𝑦𝑘1

1

/∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 − 𝑔(𝑥)

∣∣∣ =∣∣∣(∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿

∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 [𝑦𝑘𝐿

𝐿 +

𝑏3𝐿𝑦
𝑘𝐿−1

𝐿−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑘1

1 −
𝑔(𝑥)]

)/∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿

∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1

∣∣∣ ⩽∣∣∣(∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿

∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 [∣𝑦𝑘𝐿

𝐿 +

𝑏3𝐿𝑦
𝑘𝐿−1

𝐿−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑘1

1 −
𝑔(𝑥)∣]

)/∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿

∑
𝑘𝐿−1

𝐴
𝑘𝐿−1

𝐿−1 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1

∣∣∣.
对于任意给定的逼近误差 𝜀 > 0,由式 (9)有

∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ ⩽∣∣∣(∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1 [∣𝑦𝑘𝐿

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦
𝑘𝐿−1

𝐿−1 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑏3𝐿 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏32𝑦𝑘1
1 − 𝑔(𝑥)∣]

)/∑
𝑘𝐿

𝐴𝑘𝐿

𝐿 ⋅ ⋅ ⋅
∑
𝑘1

𝐴𝑘1
1

∣∣∣ ⩽
∣𝑦𝑘𝐿

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦
𝑘𝐿−1

𝐿−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1 . . . 𝑏

3
2𝑦

𝑘1
1 − 𝑔(𝑥)∣ ⩽

1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

∥∥∥ ∂2𝑔

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑘

∥∥∥
∞

1

(𝑛0 − 1)2
< 𝜀,

可得当输入变量模糊子集个数

𝑛0 >

√√√⎷ 1

2𝜀

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

∥∥∥ ∂2𝑔

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑘

∥∥∥
∞

+ 1

时,有 ∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣ < 𝜀. 2
由定理 3可知,只要分层模糊系统各模糊单元模

糊子集个数满足一定条件,这种后件直联型分层模糊

系统仅通过对各层模糊单元TS模糊模型后件参数的

调整即可以任意精度逼近给定连续函数.

3 仿仿仿真真真算算算例例例

以时间序列函数Mackey Glass为例[16]进行仿真,

Mackey Glass微分方程为
d𝑥

d𝑡
=

0.2𝑥(𝑡− 17)

1 + 𝑥(𝑡− 17)10
− 0.1𝑥(𝑡).

取 4个输入变量𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4分别为𝑥(𝑡 − 8), 𝑥(𝑡 −
3), 𝑥(𝑡 − 1), 𝑥(𝑡),对于给定的连续函数 𝑦 = 𝑔(𝑥) = 𝑥2

1

+ 0.8𝑥2
2 + 𝑥3𝑥4,由定理 3可知,当

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

∥∥∥ ∂2𝑔

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑘

∥∥∥
∞

= 2
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时,给定误差 𝜀 = 0.1,则有模糊子集数

𝑛0 ⩾
√

2

2× 0.1
+ 1 = 4.16.

取模糊子集数目为整数𝑛0 = 5,即对于每个模糊变量

确定 5个模糊子集. 给出一批输入输出数据 (1 200个

点), 前 600个数据点为训练数据, 后 600个为校验数

据. 采用本文所提出的后件直联型分层模糊系统结

构,利用递推最小二乘法求解后件参数[17],分别计算

模型输出 𝑓(𝑥)和绝对误差 𝑒 = ∣𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)∣.
仿真结果如图 3所示. 图 3中, 𝑔(𝑥)为给定函数,

𝑓(𝑥)为后件直联型分层模糊系统输出, 仿真结果中

训练和校验最大误差 𝑒分别为 0.049 7和 0.079 8,均小

于所要求的 0.1. 作为对比, 利用增一型分层模糊系

统[9]、传统模糊系统[2]对算例进行仿真, 对比满足给

定误差时的规则数、后件辨识参数数目、校验数据的

均方误差 (RMSE),仿真时间取训练 5次的平均时间,

结果如表 1所示.

4 8 12
t/10 s

2

4 8 12
t/10 s

2

4 8 12
t/10 s

2

0

2

4

0

2

4

0

0.04

0.08

g
x(
)

f
x(
)

e

图 3 模糊子集数为 5时的仿真结果

表 1 不同模糊系数的仿真对比

CCHFS 增一型分层模糊系统 传统模糊系统

规则数 72 108 1296

后件辨识参数 217 324 6 480

仿真时间/s 0.893 7 1.270 8 28.286 5

RMSE 0.023 0.013 5 0.009 7

仿真结果进一步验证了在满足给定误差的前提

下, CCHFS的规则数目、后件辨识参数和仿真时间均

小于常用的增一型分层模糊系统,能够有效解决模糊

系统的维数灾问题.

4 结结结 论论论

本文提出一种新的分层模糊系统的结构形式,将

各层之间的中间变量直接作为各层模糊单元输出的

调节项,称为后件直联型分层模糊系统.该分层模糊

系统不仅能够减少模糊规则数目, 待辨识参数少, 而

且避免了对中间变量的模糊推理,有利于利用人类经

验知识,具有较强的可解释性和较好的实时性. 通过

给出这种分层模糊系统的解析表达式,证明了其具有

通用逼近性能,表明规则数目的减少并不影响其逼近

性能,进而给出了保证通用逼近性能的充分条件.通

过仿真实例进一步验证了分析结果,表明所提出的新

型分层模糊系统在模糊建模、规则提取等方面具有较

好的应用前景.
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