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摘 要: 热轧板坯的出库问题是连铸-热轧生产中一个重要的组合优化问题,然而在学术界还很少见到对该问题的研

究.对此,提出了热轧板坯出库问题总移动次数的一个下界,开发了一个极小化总移动次数的树搜索算法. 该算法包

括一个生成初始解的贪婪算法和一个基于复合移动的递归搜索. 大量的实验和分析表明,该树搜索算法能在较短的

时间内给出板坯出库问题的满意解,具有重要的理论意义和应用价值.
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Abstract: Slab retrieving problem is an important combinatorial optimization problem in continuous casting and hot

rolling. However, it has been seldom researched in literature. Therefore, a lower bound of total number of moves for

the slab retrieving problem is proposed. A tree search algorithm minimizing the total number of moves is developed. The

tree search algorithm includes a greedy search for an initial feasible solution and a recursive search based on compound

moves. Numerous experiments and analyses show that the tree search algorithm can provide satisfactory solutions of the slab

retrieving problem in relatively short running time and therefore has important theoretical meaning and practical value.

Key words: slab retrieving problem；continuous casting and hot rolling；tree search；combinatorial optimization;

container relocation problem

0 引引引 言言言

炼钢-连铸-热轧生产过程中的计划与调度问题

多年来在学术界一直备受关注. 很多学者针对该生产

过程中的合同计划问题[1]、余材匹配问题[1]、作业计

划问题[2],以及多种调度问题[3-4]展开了研究,并取得

了大量的学术成果.板坯库是连接连铸和热轧环节的

中间产品库, 其上游的连铸环节按浇次组织生产, 其

下游的热轧环节按轧制批量组织生产. 连铸和热轧组

织方式的不同导致了板坯入库和出库方式的不同,板

坯在复杂的约束条件下以不同的方式入库和出库,这

为板坯库的高效管理提出了严峻的挑战.

热轧板坯库一般包括若干库区和一个步进式上

料机.每个库区包括若干行板坯垛位和 2 ∼ 3台吊机,

每个垛位最多可堆放十几块板坯, 吊机用于将板坯

在不同的垛位之间移动或将板坯运至上料机.根据吊

机型号的不同,一次可移动一块或多块板坯. 板坯运

至上料机后等待进入加热炉,称为板坯的出库. 轧制

计划决定了板坯的出库顺序,然而板坯的堆垛顺序又

决定了只有位于垛顶的板坯才可以出库.尽管在入库

时会尽量考虑板坯的出库顺序,但由于连铸和热轧组

织方式不同等因素,板坯的堆垛顺序往往与出库顺序

不同.如果待出库的板坯上面堆放有其他板坯, 则在

出库前必须先将其他板坯移到其他垛位, 这称为倒

垛.如何以最小的成本完成板坯的出库 (包括必要的

倒垛)称为板坯的出库优化问题.

与本文研究的板坯出库问题相关的是编制轧制
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计划时的板坯选择问题. 文献 [5-6]提出了板坯选择

问题的数学模型以及启发式求解算法; 文献 [7-8]将

库区的吊机能力引入板坯选择问题,使板坯选择问题

的解更接近实际;文献 [9]也研究了类似的板坯选择

问题并设计了一个并行遗传算法. 上述研究与本文在

生产组织方面相关,但本质上属于不同的问题.

与本文问题相似的是集装箱码头操作中的倒箱

和预倒箱问题.文献 [10]针对集装箱倒箱问题提出了

一种启发式算法; 文献 [11-12]针对倒箱问题提出了

一种走廊算法; 文献 [13]为倒箱问题开发了一种树

搜索算法, 并取得了很好的效果;关于倒箱和预倒箱

问题的类似研究还有文献 [14-17]等. 但是,集装箱倒

箱 (以及预倒箱)问题中堆垛的最大高度比板坯垛矮,

一般只有 6 ∼ 8层,而且目前公开发表的文献中都假

设一次只能移动一个集装箱.

本文以一次可移动多块板坯的板坯出库问题为

研究对象,给出了问题的数学描述, 提出了总移动次

数的一个下界, 并借鉴文献 [13]的基本思想, 开发了

一种高效的树搜索算法.通过大量的实验, 对该树搜

索算法进行了深入的验证和分析.结果表明, 本文提

出的算法是合理有效的,能够快速给出一个较优的出

库方案,从而降低倒垛成本,提高经济效益,具有理论

和应用价值.

1 板板板坯坯坯出出出库库库问问问题题题的的的数数数学学学描描描述述述

本文研究的板坯出库问题可描述如下: 一个轧制

批量计划涉及一定数量的板坯垛位,每个板坯垛位有

最大堆垛高度,每块板坯有唯一编号.板坯可在堆垛

之间移动,或由堆垛向步进式上料机移动,每次移动

的最大板坯数量给定. 由堆垛向上料机移动时,板坯

的编号应是堆垛中所有板坯编号中最小的,如果向上

料机一次移动多块板坯,则移动的每一块板坯都应是

除了其上面的板坯之外堆垛剩余板坯中编号最小的.

假设在任意堆垛之间或由堆垛向上料机移动一次板

坯的成本相同,问题的目标是极小化总移动次数.

数学上该问题可描述如下: 给定𝑆个栈,每个栈

的最大容量为𝐻 , 各栈中有若干元素,每个元素都有

一个唯一的编号. 初始时栈 𝑠(𝑠 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆 − 1)中

有ℎ𝑠(ℎ𝑠 ⩽ 𝐻)个元素,栈 𝑠的第 𝑖(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑠 − 1

自栈底向栈顶递增)个元素的编号为 𝑔𝑠𝑖(𝑔𝑠𝑖 > 0). 元

素可在任意两个栈之间“移位”, 当前所有栈中编号

最小的元素可从栈中“移除”, 移位和移除统称“移

动”, 单次移动中可以移动的最大元素个数为𝑀 . 注

意到如果一次移除多个元素,除了移除的最顶上元素

是当前所有栈中编号最小的元素以外,下面的任一元

素也是除了其上面元素外所有栈中编号最小的. 问题

的目标是最小化可以清空所有栈的总的移动次数.

板坯出库问题中任一时刻的布局可以用如下矩

阵描述:

L =

⎡⎢⎢⎣
𝑔0,𝐻−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔𝑆−1,𝐻−1

...
. . .

...

𝑔0,0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔𝑆−1,0

⎤⎥⎥⎦ .

其中: 非零元素表示相应的编号,“0”表示相应位置

无元素.任一移动可以用如下三元组描述:

𝑚 = 𝑓
𝑛−→ 𝑡. (1)

其中: 𝑓和 𝑡分别表示移动的源栈和目的栈, 𝑛表示移

动的元素个数. 如果 𝑡 = −1, 则𝑚为移除,否则𝑚为

移位. 例如,某板坯出库问题可用如下矩阵描述:

L =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 2 0 0

1 3 8 0

6 10 4 11

7 12 9 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2)

其中: 𝑆 = 4, 𝐻 = 5. 设𝑀 = 3,则当前布局下可行的

移位包括 2
1−→ 3, 2 3−→ 3等;可行的移除为 0

1−→ −1,实

施该移除后出现新的可行移除 1
2−→ −1.

2 板板板坯坯坯出出出库库库问问问题题题的的的下下下界界界

给定板坯出库问题的一个布局L,如果某栈 𝑠中

上下相邻的两个元素满足 𝑔𝑠𝑖 < 𝑔𝑠(𝑖−1)且整个布局L
中没有介于 𝑔𝑠𝑖和 𝑔𝑠(𝑖−1)之间的元素, 则称这两个元

素是自上而下连续递增的.如果某元素可以移除,则

从该元素开始自上而下连续递增的几个 (不大于𝑀 )

元素可以一次性移除.将栈中所有自上而下连读递增

的元素分为一段, 设栈 𝑠被分成的段数为𝑛SEG
𝑠 , 段 𝑗

(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛SEG
𝑠 )中的元素个数记为𝜆𝑗𝑠.

定理 1 以布局L表达的板坯出库问题总移动
次数的下界为

ℓ =

𝑆−1∑
𝑠=0

𝑛SEG
𝑠∑
𝑗=1

⌈
𝜆𝑗𝑠

𝑀

⌉
, (3)

其中 ⌈∙⌉表示向上取整.

证证证明明明 因为板坯出库问题中一次可以移动的最

大元素个数为𝑀 ,所以𝜆𝑗𝑠个元素需要 ⌈𝜆𝑗𝑠/𝑀⌉次移
动. 移动包括𝜆𝑗𝑠个元素的一段元素只有两种情形:

第 1种情形是该段元素可以直接移除,显然移除步数

为 ⌈𝜆𝑗𝑠/𝑀⌉.第 2种情形是该段元素不可直接移除,必

须首先进行一次或多次移位, 而后移除. 在第 2种情

形下又有两种子情形: 第 1种子情形, 若该段元素在

最终移除之前每次移位时都没有和目的栈的元素合

并成新的段,则最终移除该段元素的步数为 ⌈𝜆𝑗𝑠/𝑀⌉,
总移动 (含移位)步数大于 ⌈𝜆𝑗𝑠/𝑀⌉;第 2种子情形,若

该段元素在最终移除之前移位时和目的栈的元素合

并为新的段, 则可与其他元素合并移除. 但是, 注意
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到每一次移位至多合并两个段, 即源栈和目的栈中

的段数总和至多减少 1. 也即移除步数至多减少 1;

因此, 该子情形下若要减少一次移除, 则必须以至

少增加一次移位为代价.综上, 对所有栈的所有段按

⌈𝜆𝑗𝑠/𝑀⌉求和是板坯出库问题的一个下界. 2
例如, 式 (2)描述的板坯出库问题的下界为 ℓ =

2 + 3 + 3 + 2 = 10.

3 树树树搜搜搜索索索算算算法法法

受文献 [13]的启发,本文提出了一个树搜索算法

来求解板坯出库问题.基本思想为:首先利用贪婪算

法给出问题的一个初始解作为历史最优解,然后采用

分枝定界过程求解. 对于初始布局,生成若干复合移

动,每个复合移动均由一系列移动构成. 对当前布局

按每个复合移动进行分枝, 如果满足终止条件,则结

束; 如果找到一个完整的解, 则根据需要更新历史最

优解; 如果当前布局应用该复合移动后的布局仍非

空,即在该分枝未找到完整的解, 则对新的布局继续

生成若干复合移动,继续搜索.

在介绍算法的具体过程之前,给出如下定义.

定义 1 如果一个移位同时满足如下两个条件:

1)源栈中的最小元素不在栈顶,移位的元素在该最小

元素之上; 2)目的栈为空或其中所有元素均大于移位

的元素.则称其类型为 I.

定义 2 如果一个移位满足如下条件:源栈中含

有整个布局中的最小元素,移位的元素在该最小元素

之上. 则称其类型为 II.

定义 3 如果一个移位同时满足如下条件: 1)源

栈中的最小元素在栈顶, 移位的元素自上而下递增;

2)目的栈为空或其中所有元素均大于移位的元素.则

称其类型为 III.

根据上述定义,类型为 I的移位中移动的元素在

源栈中堆放在需要先移除的元素之上,而在目的栈中

则不然;类型为 II的移位中移动的元素在源栈中堆放

在所有栈中需要最先移除的元素之上; 类型为 III的

移位中移动的元素在源栈和目的栈中都是需要首先

移除的.

此外, 定义𝑚1 + 𝑚2表示将移动 (或移动序列)

𝑚2追加到移动 (或移动序列)𝑚1之后, L ⊕ 𝑚表示将

移动 (或移动序列)𝑚应用于布局L.

3.1 贪贪贪婪婪婪算算算法法法

贪婪算法用来快速得到板坯出库问题的一个可

行解,包括以下主要步骤.

Step 1: 令L为板坯出库问题的初始布局,

𝑠OPT为空.

Step 2: 如果L有可行的移除, 则令该移除为𝑚,

转 Step 5.

Step 3: 如果L有可行的类型为 I的移位,则令该

移位 (如果类型为 I的移位多于 1个,则取其中移动元

素数目最大的)为𝑚,转Step 5.

Step 4: 如果L有类型为 II的移位, 则令该移

位 (如果类型为 II的移位多于 1个, 则取其中移动元

素数目最大的)为𝑚,转Step 5;否则,该板坯出库问题

无可行解,算法终止.

Step 5: 𝑠OPT = 𝑠OPT +𝑚, L = L ⊕𝑚.如果新的

布局L非空,则转 Step 2;否则, 𝑠OPT是得到的可行解,

算法结束.

3.2 执执执行行行树树树搜搜搜索索索

树搜索算法为一个递归算法,其参数为布局L和
一个不完整解 𝑠CUR, 初始调用该算法时L为板坯出
库问题的初始布局, 𝑠CUR为空.树搜索算法的主要步

骤如下.

Step 1: 如果算法的运行时间已经达到预定的搜

索时间,则算法结束.

Step 2: 如果 𝑠OPT中的移动次数等于初始出库问

题的下界, 𝑠OPT为最优解,则算法结束.

Step 3: L的若干复合移动, 记为Θ , 具体算法见

3.3节.

Step 4: 对Θ中的复合移动按复合移动𝑚中包

括的移动次数与L ⊕ 𝑚的下界之和从小到大的顺

序进行排列. 如果Θ中复合移动的数目大于预先设

定的每节点最大分枝数𝑛BRANCH, 则保留Θ中的前

𝑛BRANCH个复合移动. 令𝑚为Θ中的第 1个复合移

动.

Step 5: 如果L ⊕ 𝑚为空布局,则 𝑠CUR + 𝑚为一

个完整解, 更新 𝑠OPT(若 𝑠CUR + 𝑚优于 𝑠OPT, 则令

𝑠OPT = 𝑠CUR +𝑚),转 Step 7.

Step 6: L′ = L ⊕𝑚, 𝑠CUR′
= 𝑠CUR +𝑚,以L′和

𝑠CUR′
为参数调用该算法继续执行树搜索.

Step 7: 如果𝑚不是Θ中的最后一个复合移动,

则令𝑚为Θ中的下一个复合移动,转 Step 5.

3.3 生生生成成成复复复合合合移移移动动动

生成复合移动的算法也是一个递归算法,主要参

数为:当前布局L, 移动序列𝑚CUR, 一个用来控制复

合移动分枝规模的参数𝑛CM和复合移动序列Θ . 当

树搜索算法调用生成复合移动的算法时, L为当前布
局, 𝑚CUR = Φ(为空), 𝑛CM = 1, Θ = Φ. 生成复合移

动算法的主要步骤如下.

Step 1: 如果算法的运行时间已经达到预定的搜

索时间,则算法返回.

Step 2: 生成L的若干“有意义的”移动, 令𝑚为
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其中第 1个有意义的移动,具体算法见 3.4节.

Step 3: 如果L ⊕𝑚为一个空布局,则得到一个复

合移动𝑚CUR +𝑚,将该复合移动加入Θ ,转 Step 7.

Step 4: 如果L ⊕ 𝑚的下界表明该移动已经没有

搜索价值,则转 Step 7.

Step 5: 若𝑛CM不小于预先设定的阈值𝑛CM MAX,

则将得到的复合移动𝑚CUR +𝑚加入Θ ,转 Step 7.

Step 6: 以L ⊕𝑚, 𝑚CUR +𝑚, 𝑛CM与本次得到的

有意义的移动个数的乘积和Θ为参数,调用该算法继

续生成复合移动.

Step 7: 如果𝑚不是最后一个有意义的移动, 则

令𝑚为下一个有意义的移动,转 Step 3.

3.4 生生生成成成“““有有有意意意义义义的的的”””移移移动动动

生成一个布局L的有意义的移动的算法步骤如
下.

Step 1: 如果L有可行的移除,则返回该移除,算

法结束.

Step 2: 如果L有类型为 I的移位,则返回所有类

型为 I的移位,算法结束.

Step 3: 返回若干类型为 II或 III的移位, 其中返

回的类型为 II和 III的移位的最大数目分别不超过预

先设定的阈值𝑛II MAX和𝑛III MAX.

4 实实实验验验与与与分分分析析析

利用C++语言在微软Visual Studio 2008环境下

实现了本文提出的树搜索算法, 在 Intel(R)Core(TM)

2 Quad CPU Q9400 @2.66 GHz, @2.66 GHz 3.49 GB内

存的计算机上运行,通过大量随机生成的算例对算法

进行了测试.

在所有算例中,参照文献 [13]的参数设置,设定:

𝑛II MAX = 3, 𝑛III MAX = 2, 𝑛CM MAX = 10, 𝑛BRANCH

= 5. 另外,根据某钢铁企业热轧板坯库所配置的吊机

的规格,设定𝑀 = 3,根据实践需要,设定最长搜索时

间为 30 s.

首先,随机生成一个小规模算例来说明算法逻辑

上的合理性. 其中, 𝑆 = 6, 𝐻 = 6,随机生成初始布局

L1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

17 7 3 14 13 1

4 9 6 12 2 11

10 18 15 16 5 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

其下界为 18,贪婪算法给出的初始解长度为 23,算法

运行时间小于 1 s,得到的最好解 (长度为 22)为

𝑠OPT = 5
1−→ −1, 5

1−→ 3, 2
2−→ 1, 4

1−→ 2, 4
1−→ −1,

1
1−→ −1, 4

1−→ 1, 0
1−→ 4, 0

1−→ −1, 1
3−→ −1,

5
1−→ −1, 1

1−→ −1, 0
1−→ −1, 3

1−→ −1, 3
1−→ 5,

3
1−→ −1, 2

1−→ −1, 5
1−→ −1, 2

1−→ −1, 3
1−→ −1,

4
1−→ −1, 1

1−→ −1.

由分析可知, 初始布局中编号最小的元素 1位

于栈 5的顶部,可以直接移除,对应解 𝑠OPT的第 1步

5
1−→ −1. 尽管首先将元素 13移到其他栈, 并将元

素 1移到栈 4, 可将元素 1和 2同时移除,但因为不能

节省总的移动次数,所以没出现在 𝑠OPT中,这与证明

定理 1时的分析一致. 移除元素 1之后, 𝑠OPT将元素

11移到栈 3,对应第 2步 5
1−→ 3. 元素 11在移位之前压

在需先移除的元素 8之上,而目的栈中所有元素均大

于 11,所以不受元素 11的影响,可见该移位 5
1−→ 3的

类型为 I.接下来, 移位 2
2−→ 1将元素 3和 6同时移到

栈 1, 可使栈 2只剩下一个元素 15, 从而可接受编号

更大的元素而不必再次移位, 分析可知其类型为 III.

进而, 类型为 I的移位 4
1−→ 2将元素 13移至栈 2, 而

4
1−→ −1将元素 2移除, 1 1−→ −1将元素 3移除,布局变

为

L′
1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 6 0 11 0 0

17 7 0 14 0 0

4 9 13 12 0 0

10 18 15 16 5 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

此时,元素 4是整个布局中最小的,需首先移除,

要移除元素 4必须首先移动上面的元素 17;然而其他

所有栈中都有小于 17的元素, 即不论将该元素移到

哪个栈,都将压住下面的元素,从而导致进一步移位.

𝑠OPT中 4
1−→ 1首先将元素 5移到栈 1 (以后移除时可

与元素 6, 7合并),此时栈 4为空;而后将元素 17移到

栈 4,由分析可知该移位 0
1−→ 4的类型为 II;接下来一

系列的移除 0
1−→ −1, 1

3−→ −1,5 1−→ −1, 1
1−→ −1, 0

1−→
−1, 3

1−→ −1将元素 4 ∼ 11移除; 后续的操作原理上

类似, 在此不作详细讨论.以上分析表明该树搜索算

法的合理性.

根据生产实际随机生成了大量的算例,进一步测

试了算法的有效性. 根据某钢铁企业热轧板坯库的实

际情形,设𝐻 = 12,垛位堆满率取 0.5,初始时各垛堆

放高度为 12 × 0.5 = 6,设栈的数目分别为 8和 10,分

别随机生成了 10个算例, 算法很好地求得了满意解,

其中下界、历史最优值等信息如表 1所示. 在这两组

算例中, 板坯出库问题的下界十分接近板坯数目, 这

是因为随机生成的算例中“自上而下连续递增”的元

素出现的概率很小,即绝大多数情形下每个元素单独

构成一段. 此外,各算例中贪婪算法都给出了一个较
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好的解,而对于多数算例在 30 s的搜索时间内解的质

量都得到了较好的提高. 上述计算性能能够满足实际

生产的需要,可以很好地提高生产效率.此外,实际生

产中的板坯并不是随机堆放的,而是在堆垛时就已经

充分考虑了出库顺序,即实际生产中的板坯比随机生

成的算例中堆放得更加有序,因此实际生产中搜索的

效果将更好.

表 1 实际规模算例的求解情况

序号 𝑆 元素数目 ℓ 初始目标值 最优目标值

1 8 48 47 76 67

2 8 48 47 81 78

3 8 48 47 79 72

4 8 48 47 71 64

5 8 48 47 79 66

6 8 48 47 80 72

7 8 48 46 71 70

8 8 48 48 81 69

9 8 48 48 82 80

10 8 48 45 79 70

11 10 60 58 93 88

12 10 60 60 87 80

13 10 60 60 105 92

14 10 60 59 97 87

15 10 60 60 99 86

16 10 60 58 89 89

17 10 60 60 101 98

18 10 60 58 101 89

19 10 60 60 97 97

20 10 60 59 91 87

此外, 对贪婪算法的性能进行了一些极限测试.

设𝑆 = 10, 𝐻 = 12,各栈的初始堆放高度由 7逐渐增

加至 11,随机生成了 10个算例 (每一个初始堆放高度

对应 2个算例),该贪婪算法都成功地求得了算例的一

个效果不错的可行解. 其中一个算例 (算例 30)的初始

布局为

L30 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

27 46 79 44 81 62 33 106 102 21

56 8 10 40 74 17 105 66 52 90

77 85 31 35 103 36 13 108 63 76

11 22 97 28 20 42 54 98 67 1

68 23 9 15 82 16 92 49 55 18

73 24 84 19 32 61 78 91 75 89

70 86 50 60 30 3 37 100 65 109

88 25 14 26 95 107 83 94 38 93

45 5 47 71 12 2 4 53 99 80

96 110 51 39 48 69 41 43 72 58

6 7 87 64 29 101 104 57 59 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

算法给出的初始解的长度为 238,相应的解略.

5 结结结 论论论

热轧板坯库的高效管理对连铸-热轧作业至关重

要,其出库问题是一个复杂的组合优化问题;然而,在

公开发表的文献中还没见到对该问题的研究.本文以

一次可以移动多块的板坯出库问题为研究对象,以极

小化总移动次数为优化目标,根据分段的思想提出了

问题的一个下界,开发了一个树搜索算法. 该算法从

一个贪婪搜索得到的初始解开始,以复合移动的方式

对“有意义的”移动进行递归搜索, 直至得到最优解

或达到预定搜索时间. 大量的实验验证了本文算法的

合理性,理论分析表明该算法能够在较短的时间内得

到一个满意解,特别是其中的贪婪算法能够快速生成

板坯出库问题的高质量的可行解. 此外,理论分析还

表明, 该算法在实际生产中将具有更好的效果,并体

现出该算法的理论和应用价值.
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