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摘 要: 定义了二元联系数的加性运算法则,给出了几种新的算术集结算子,即二元联系数加权算术平均 (BCNWAA)

算子、二元联系数有序加权平均 (BCNOWA)算子和二元联系数混合集结 (BCNHA)算子,提出了一种基于二元联系

数的准则权重信息不完全确定的群决策方法. 该方法利用BCNWAA算子和BCNHA算子对二元联系数准则值进行

集结;利用二元联系数准则值的方差和准则权重的随机性,通过构建优化模型确定最优准则权重. 最后,通过实例分

析表明了该方法的可行性和有效性.
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Abstract: Some additive operational laws of binary connection numbers are defined, and several new arithmetic aggregation

operators, such as the binary connection number weighted arithmetic averaging(BCNWAA) operator, the binary connection

number ordered weighted averaging(BCNOWA) operator and the binary connection number hybrid aggregation(BCNHA)

operator, are proposed. Then an approach is developed for solving multiple criterion group decision making based on binary

connection numbers with incomplete uncertain information. In this method, binary connection number criterion values are

aggregated using the BCNWAA operator and the BCNHA operator, some optimal models are constructed to determine the

optimal criterion weights using the variance of binary connection number criterion values and the randomness of criterion

weights. Finally, an example is given to illustrate the feasibility and effectiveness of the developed method.
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0 引引引 言言言

多准则决策过程中,决策者往往利用区间数、三

角模糊数等描述和处理实际中的模糊性,从而模糊多

准则决策成为了决策领域的一个研究热点. 现有模糊

决策方法很多,但仍存在缺陷.例如,国外研究主要借

助于𝛼截集的方法[1-3], 但文献 [1-2]的方法需要𝛼遍

历区间 [0, 1]内的所有实数, 很不现实; 文献 [3]的方

法计算繁琐,模糊极大集、极小集的隶属函数表达式

难于理解,同时,工程技术人员也难以运用于实际.国

内研究虽然采用隶属函数的表达形式,但建模之前决

策信息就已经被精确化, 造成了大量信息的丢失.从

严格意义上讲，这些方法并没有脱离经典多准则决

策的范畴.

集对分析[4]是一种新的不确定性理论, 其核心

思想是把对客观事物的确定性测度与不确定性测度

作为一个系统进行分析,从而整体地处理由模糊、随
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机、不确知和中介等不确定性所导致的混合不确定

性问题,主要数学工具是联系数. 集对分析为处理不

确定多准则决策问题提供了一种新的思路,能有效克

服模糊决策的一些缺陷,受到许多研究人员的高度关

注[5-7]. 二元联系数作为联系数的一种,目前其相关研

究已取得一些成果,但还很不完善[8-12]. 文献 [8-9]利

用二元联系数描述和处理网络计划和系统调度中的

不确定性; 文献 [10]对二元联系数的理论基础 (如运

算法则)进行了研究; 文献 [11]通过将区间数转化为

二元联系数,提出了准则权重和准则值均以区间数形

式给出的多准则决策方法;文献 [12]通过将模糊语言

评估标度转化为二元联系数, 提出了一种决策者权

重、准则权重和准则值均以语言形式给出的群决策方

法.但是,有关二元联系数的排序规则、运算法则以及

二元联系数信息的集结方法均有待进一步研究.为此,

本文给出了一种二元联系数的比较与排序方法,定义

了二元联系数的加性运算法则; 基于这些运算法则,

定义了一些二元联系数信息的算术集结算子,并将这

些算子应用于群决策,提出了一种准则值为二元联系

数而准则权重信息不完全确定的群决策方法.

1 二二二元元元联联联系系系数数数及及及其其其集集集结结结算算算子子子

定定定义义义 1[4] 给定两个有一定联系的集合𝐹 和𝐺,

它们组成集对𝑌 = (𝐹,𝐺). 在某一具体问题背景下,

一般用

𝑈 = 𝐴+𝐵𝑖+ 𝐶𝑗 (1)

表示两个集合同、异、反关系数及其相互联系.其中:

𝐴为同关系数, 𝐵为异关系数, 𝐶为反关系数, 𝑗 = −1,

𝑖 ∈ [−1, 1]. 令𝑁 = 𝐴+𝐵 + 𝐶,则𝑁为两个集合的关

系总数, 也称联系范数. 用𝑁除式 (1)两边, 并令𝑢 =

𝑈/𝑁 , 𝑎 = 𝐴/𝑁 , 𝑏 = 𝐵/𝑁 , 𝑐 = 𝐶/𝑁 ,则由式 (1)可得

𝑢 = 𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗. (2)

其中: 𝑎, 𝑏, 𝑐依次称为两个集合𝐹 和𝐺的同一度、差

异度和对立度,且𝑈和𝑢统称为三元联系数.

若式 (1)和 (2)简化为如下形式:

𝑢 = 𝑎+ 𝑏𝑖, 𝑈 = 𝐴+𝐵𝑖; (3)

𝑢 = 𝑎+ 𝑐𝑗, 𝑈 = 𝐴+ 𝐶𝑗. (4)

则𝑈和𝑢统称为二元联系数.

一般仅使用式 (3)类型的二元联系数. 文献 [11]

中约定上述二元联系数中的 𝑖 ∈ [0, 1],本文认为其更

适合表达决策信息,只是其中的𝐴, 𝐵均为自然数, 𝑎,

𝑏 ∈ [0, 1],限制了其使用范围.本文将其推广,给出如

下定义.

定定定义义义 2 设𝜇, 𝜂为任意非负实数,称

𝛽 = 𝜇+ 𝜂𝑖 (5)

为二元联系数. 其中: 𝜇为确定数, 𝜂为不确定度 (表示

不确定的最大程度), 𝜂𝑖为不确定数, 𝑖 ∈ [0, 1]且需根

据问题的具体情境不确定取值,有时 𝑖也可仅作为一

个不确定量的标记使用. 如无特别说明,本文所指均

为此种类型的二元联系数,并记Ω为所有这种二元联

系数组成的集合.

设 [𝑥, 𝑦](0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑦 < +∞)为非负区间数 (如果

为负区间数,则经规范化处理后一定为非负区间数),

将其改写为二元联系数的形式,有

𝛽 = 𝑥+ (𝑦 − 𝑥)𝑖, 𝑖 ∈ [0, 1]. (6)

由式 (6)可知, 𝛽 = 𝜇 + 𝜂𝑖转化成区间数即为

𝛽 = [𝜇, 𝜇+ 𝜂]. 文献 [13]认为准则值在 [𝜇, 𝜇+ 𝜂]内服

从正态分布,且其期望值为

𝐸(𝛽) =
1

2
[𝜇+ (𝜇+ 𝜂)] = 𝜇+ 0.5𝜂,

均方差为

𝜎(𝛽) =
1

6
[(𝜇+ 𝜂)− 𝜇] =

𝜂

6
.

参照此可定义二元联系数的期望值和均方差.

定定定义义义 3 设𝛽 = 𝜇+ 𝜂𝑖为二元联系数,则称

𝐸(𝛽) = 𝜇+ 0.5𝜂 (𝑖 = 0.5), (7)

𝜎(𝛽) = 𝜂/6 (8)

分别为 𝛽的期望值和均方差.

根据期望-方差准则, 以下给出一种二元联系数

的比较与排序方法.

定定定义义义 4 设 𝛽1 = 𝜇1 + 𝜂1𝑖和 𝛽2 = 𝜇2 + 𝜂2𝑖为任

意的两个二元联系数,则有:

1)若𝐸(𝛽1) < 𝐸(𝛽2),则 𝛽1 < 𝛽2.

2)若𝐸(𝛽1) = 𝐸(𝛽2),则:

①当𝜎(𝛽1) = 𝜎(𝛽2)时, 𝛽1 = 𝛽2;

②当𝜎(𝛽1) < 𝜎(𝛽2)时, 𝛽1 > 𝛽2;

③当𝜎(𝛽1) > 𝜎(𝛽2)时, 𝛽1 < 𝛽2.

文献 [10]将二元联系数的加法定义为

𝛽1 ⊕ 𝛽2 = 𝜇1 + 𝜇2 + (𝜂1 + 𝜂2)𝑖, (9)

但本文认为其有不合理之处,现给出如下定义.

定定定义义义 5 设 𝛽1 = 𝜇1 + 𝜂1𝑖和 𝛽2 = 𝜇2 + 𝜂2𝑖为任

意的两个二元联系数,则其加性的运算法则为

𝛽1 ⊕ 𝛽2 = 𝜇1 + 𝜇2 +
√

𝜂12 + 𝜂22 𝑖. (10)

若设 𝛽 = 𝜇+ 𝜂𝑖为二元联系数,则由式 (10)可得

2𝛽 = (𝜇+ 𝜂𝑖)⊕ (𝜇+ 𝜂𝑖) =

𝜇+ 𝜇+
√

𝜂2 + 𝜂2 𝑖 = 2𝜇+
√
2 𝜂𝑖,

3𝛽 = (2𝜇+
√
2𝜂𝑖)⊕ (𝜇+ 𝜂𝑖) =

2𝜇+ 𝜇+

√
(
√
2𝜂)

2
+ 𝜂2 𝑖 = 3𝜇+

√
3𝜂𝑖,

4𝛽 = 4𝜇+
√
4𝜂𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ .
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参照上式定义二元联系数的数乘运算法则为

𝜆𝛽 = 𝜆𝜇+
√
𝜆𝜂𝑖, 𝜆 ⩾ 0. (11)

由此易知,上述运算法则满足以下运算律:

𝛽1 ⊕ 𝛽2 = 𝛽2 ⊕ 𝛽1; (12)

(𝛽1 ⊕ 𝛽2)⊕ 𝛽3 = 𝛽1 ⊕ (𝛽2 ⊕ 𝛽3); (13)

𝜆(𝛽1 ⊕ 𝛽2) = 𝜆𝛽1 ⊕ 𝜆𝛽2, 𝜆 ⩾ 0; (14)

𝜆1𝛽1 ⊕ 𝜆2𝛽1 = (𝜆1 + 𝜆2)𝛽1, 𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0. (15)

基于二元联系数的运算法则 (10)和 (11), 下面

给出一些新的算术集结算子, 即二元联系数加权算

术平均 (BCNWAA)算子、二元联系数有序加权平均

(BCNOWA)算子和二元联系数混合集结 (BCNHA)算

子,以便对二元联系数信息进行集结.

定定定义义义 6 设 𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一

组二元联系数,且设BCNWAA: Ω𝑛 → Ω ,若

BCNWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑤1𝛽1 ⊕ 𝑤2𝛽2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝑤𝑛𝛽𝑛. (16)

其中: 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T为𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛的加权

向量, 𝑤𝑟 ⩾ 0 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
𝑛∑

𝑟=1

𝑤𝑟 = 1. 则称函数

BCNWAA为二元联系数加权算术平均算子. 特别地,

若𝑤 = (1/𝑛, 1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T, 则相应的BCNWAA算

子退化为二元联系数算术平均 (BCNAA)算子,即

BCNAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =
1

𝑛
(𝛽1 ⊕ 𝛽2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝛽𝑛). (17)

定定定理理理 1 设𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)

为一组二元联系数, 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T为 𝛽1, 𝛽2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛的加权向量, 𝑤𝑟 ⩾ 0 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
𝑛∑

𝑟=1

𝑤𝑟

= 1,则由式 (16)集结得到的结果仍为二元联系数,且

BCNWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 +

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2 𝑖. (18)

证证证明明明 显然,由式 (18)集结得到的结果仍为二元

联系数. 下面用数学归纳法来证明式 (18):

1)当𝑛 = 2时,由于

𝑤1𝛽1 = 𝑤1𝜇1 +
√
𝑤1𝜂1𝑖, 𝑤2𝛽2 = 𝑤2𝜇2 +

√
𝑤2𝜂2𝑖,

则有

BCNWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2) = 𝑤1𝛽1 ⊕ 𝑤2𝛽2 =

𝑤1𝜇1 + 𝑤2𝜇2 +

√
(
√
𝑤1𝜂1)

2
+ (

√
𝑤2𝜂2)

2
𝑖 =

2∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 +

√√√⎷ 2∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2 𝑖.

2)假设当𝑛 = 𝑘时,式 (18)成立,即

BCNWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑘) =

𝑘∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 +

√√√⎷ 𝑘∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2 𝑖,

则当𝑛 = 𝑘 + 1时,由运算法则 (10)和 (11)可得

BCNWAA𝑤(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑘, 𝛽𝑘+1) =( 𝑘∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 +

√√√⎷ 𝑘∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2 𝑖
)
⊕

𝑤𝑘+1(𝜇𝑘+1 + 𝜂𝑘+1𝑖) =
𝑘∑

𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 + 𝑤𝑘+1𝜇𝑘+1 +√√√√⎷(√√√⎷ 𝑘∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2
)2

+ (
√
𝑤𝑘+1𝜂𝑘+1)

2
𝑖 =

𝑘+1∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇𝑟 +

√√√⎷𝑘+1∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2 𝑖.

即当𝑛 = 𝑘 + 1时,式 (18)也成立.

综上所述,对一切正整数𝑛,式 (18)均成立. 2
注注注 1 式 (18)中BCNWAA算子的不确定度为

𝜂BCNWAA =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟
2,

这类似于统计学中的均方根 (RMS). 在统计学中,

RMS值就是一组统计数据平方的平均值的平方根,

即对于一组数据𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛,其RMS值为

𝑥RMS =

√√√⎷ 1

𝑛

𝑛∑
𝑟=1

𝑥2
𝑟.

若考虑到数据𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛 的权重向量为𝑤 = (𝑤1,

𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T, 𝑤𝑟 ⩾ 0 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),

𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟 = 1,则

𝑥RMS =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝑥
2
𝑟.

令数据𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛的加权算术平均值为 �̄� =
𝑛∑

𝑟=1

𝑤𝑟𝑥𝑟,均方差为

𝜎𝑥 =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟(𝑥𝑟 − �̄�)2,

则有关系式𝑥2
RMS = �̄�2 + 𝜎2

𝑥成立
[14]. RMS的意义与

均方差类似,都反映了样本数据的离散程度.

定义二元联系数的运算应采取稳妥全面的原

则, 否则容易造成信息的失真. 数据 𝜂1, 𝜂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛本
身分别表示二元联系数 𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的不确定度, 采用BCNWAA算子集结后的

不确定度应该充分反映各个二元联系数𝛽𝑟 (𝑟 = 1,
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2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的不确定性. 如果利用式 (9)计算,则可得到

BCNWAA算子的不确定度为
𝑛∑

𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟, 这仅仅考虑

了数据 𝜂1, 𝜂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛的算术平均值.而本文方法得到

的BCNWAA算子的不确定度为

𝜂BCNWAA =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜂𝑟2,

由关系式𝑥2
RMS = �̄�2 + 𝜎2

𝑥可知

𝜂BCNWAA =
√

𝜂2 + 𝜎2
𝜂,

它不仅考虑了数据 𝜂1, 𝜂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛的算术平均值,而且

考虑了其均方差, 能更有效地表示该数据组的离散

程度,也就能更好地表示这些数据的不确定程度;因

此, 本文给出的二元联系数的加法法则 (10)比 (9)更

合理.

定定定义义义 7 设𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一

组二元联系数,且设BCNOWA: Ω𝑛 → Ω ,若

BCNOWA𝑣(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑣1𝛽𝜎(1) ⊕ 𝑣2𝛽𝜎(2) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝑣𝑛𝛽𝜎(𝑛), (19)

则称函数BCNOWA为二元联系数有序加权平均算

子. 其中: 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛)T是与函数BCNOWA相

关联的加权向量 (位置向量), 𝑣𝑟 ⩾ 0 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
𝑛∑

𝑟=1

𝑣𝑟 = 1; (𝜎(1), 𝜎(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎(𝑛))是 (1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的一

个置换,使得对于任意 𝑟,有 𝛽𝜎(𝑟−1) ⩾ 𝛽𝜎(𝑟). 特别地,

若 𝑣 = (1/𝑛, 1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T, 则相应的BCNOWA算

子退化为二元联系数的算术平均算子.

定定定理理理 2 设𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一

组二元联系数, (𝛽𝜎(1), 𝛽𝜎(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝜎(𝑛))为 (𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝛽𝑛)的一个置换,使得对于任意 𝑟, 有𝛽𝜎(𝑟−1) ⩾ 𝛽𝜎(𝑟),

且设 𝛽𝜎(𝑟) = 𝜇𝜎(𝑟) + 𝜂𝜎(𝑟)𝑖,则由式 (19)集结得到的结

果仍为二元联系数,且

BCNOWA𝑣(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑛∑
𝑟=1

𝜈𝑟𝜇𝜎(𝑟) +

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝜈𝑟𝜂𝜎(𝑟)2 𝑖. (20)

其中: 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛)T为BCNOWA算子的加权

向量, 𝑣𝑟 ⩾ 0 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
𝑛∑

𝑟=1

𝑣𝑟 = 1.

BCNOWA算子的根本特点为: 首先对二元联系

数𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛按从大到小的顺序进行排序,再利用

位置加权向量 𝑣对排序后的数据进行加权集结, 其

中元素 𝛽𝑟与 𝑣𝑟没有任何联系, 𝑣𝑟只与集结过程中的

第 𝑟个位置有关. 有关加权向量 𝑣的确定有多种方法,

文献 [15]已对目前主要的赋权方法进行了综述.

定定定义义义 8 设𝛽𝑟 = 𝜇𝑟 + 𝜂𝑟𝑖 (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一

组二元联系数,且设BCNHA: Ω𝑛 → Ω ,若

BCNHA𝑤,𝑣(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑣1𝛽
′
𝜎(1) ⊕ 𝑣2𝛽

′
𝜎(2) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ 𝑣𝑛𝛽

′
𝜎(𝑛), (21)

则称函数BCNHA为二元联系数混合集结算子. 其

中: 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛)T为与函数BCNHA相关联

的加权向量 (位置向量), 𝑣𝑟 ⩾ 0, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
𝑛∑

𝑟=1

𝑣𝑟 = 1; 𝛽′
𝜎(𝑟)为加权的二元联系数组𝛽′

𝑘(𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)中第 𝑟个最大的元素, 这里 𝛽′
𝑘 = 𝑛𝑤𝑘𝛽𝑘(𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T是二元联系数

组 𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛的加权向量, 𝑤𝑘 ⩾ 0(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛),

𝑛∑
𝑘=1

𝑤𝑘 = 1,且𝑛是平衡因子.

若令 𝛽′
𝑘 = 𝜇′

𝑘 + 𝜂′𝑘𝑖, 𝛽
′
𝜎(𝑟) = 𝜇′

𝜎(𝑟) + 𝜂′𝜎(𝑟)𝑖,则由

式 (21)集结得到的结果仍为二元联系数,且

BCNHA𝑤,𝑣(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

𝑛∑
𝑟=1

𝜈𝑟𝜇
′
𝜎(𝑟) +

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝜈𝑟𝜂′𝜎(𝑟)
2 𝑖. (22)

定定定理理理 3 BCNWAA算子是BCNHA算子的一个

特例,这时取 𝑣 = (1/𝑛, 1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T.

定定定理理理 4 BCNOWA算子是BCNHA算子的一个

特例,这时取𝑤 = (1/𝑛, 1/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/𝑛)T.

由定理 3和定理 4可知, BCNHA算子同时推广

了BCNWAA算子和BCNOWA算子, 它不仅体现了

二元联系数自身的重要性程度,而且还反映了二元联

系数所在位置的重要性程度.

2 基基基于于于二二二元元元联联联系系系数数数集集集结结结算算算子子子的的的群群群决决决策策策方方方法法法

2.1 问问问题题题描描描述述述

对于某一群决策问题,设𝐷 = {𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑝}
为决策者集, 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑝)T 为决策者的权重
向量, 𝑒𝑡 ⩾ 0,

𝑝∑
𝑡=1

𝑒𝑡 = 1. 𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}为

离散的可行方案集, 𝐼 = {𝐼1, 𝐼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼𝑛}为评价指标
(准则)集. 设决策者𝐷𝑡给出方案𝑋𝑘在准则 𝐼𝑟下的准

则值为 𝛽
(𝑡)
𝑘𝑟 (这里 𝛽

(𝑡)
𝑘𝑟 = 𝜇

(𝑡)
𝑘𝑟 + 𝜂

(𝑡)
𝑘𝑟 𝑖为二元联系数或

由其他形式转化成的二元联系数), 从而构成二元联

系数决策矩阵𝑅𝑡 = (𝛽
(𝑡)
𝑘𝑟 )𝑚×𝑛, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑟 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. 试确定这些方案的排序.

2.2 准准准则则则权权权重重重的的的不不不完完完全全全确确确定定定信信信息息息

在实际的决策过程中,决策者很难准确地给出准

则权重的确定值,或不能对准则间的重要性程度进行

两两比较, 进而不能由AHP和ANP等方法确定准则

权重,但通常能以不完全确定信息的形式给出准则权

重之间的关系.这种部分权重信息可为下述 5种情形
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中的任意一种或多种组合[16]:

{𝑤𝑟 ⩾ 𝑤𝑘}; (23)

{𝑤𝑟 − 𝑤𝑘 ⩾ 𝜉𝑟}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 ⩽ 1; (24)

{𝑤𝑟 − 𝑤𝑘 ⩾ 𝑤𝑡 − 𝑤𝑙}, 𝑘 ∕= 𝑡 ∕= 𝑙; (25)

{𝑤𝑟 ⩾ 𝜉𝑟𝑤𝑘}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 ⩽ 1; (26)

{𝜉𝑟 ⩽ 𝑤𝑟 ⩽ 𝜉𝑟 + 𝜀𝑟}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 < 𝜉𝑟 + 𝜀𝑟 ⩽ 1. (27)

设Θ表示决策者给出的准则权重的不完全确定

信息的集合.

2.3 群群群决决决策策策方方方法法法的的的具具具体体体步步步骤骤骤

Step 1 假设根据准则权重的不完全确定信息
求出的最优准则权重为𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)

T,则利

用BCNWAA算子

𝛽
(𝑡)
𝑘 = BCNWAA𝑤(𝛽

(𝑡)
𝑘1 , 𝛽

(𝑡)
𝑘2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽(𝑡)

𝑘𝑛) (28)

对决策矩阵𝑅𝑡 = (𝛽
(𝑡)
𝑘𝑟 )𝑚×𝑛中第 𝑘行的准则值进行

集结, 得到决策者𝐷𝑡所给出的方案𝑋𝑘的综合准则

值𝛽
(𝑡)
𝑘 = 𝜇

(𝑡)
𝑘 + 𝜂

(𝑡)
𝑘 𝑖, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

其中

𝜇
(𝑡)
𝑘 =

𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝜇
(𝑡)
𝑘𝑟 , (29)

𝜂
(𝑡)
𝑘 =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟(𝜂
(𝑡)
𝑘𝑟 )

2
. (30)

由式 (8)可知, 𝛽(𝑡)
𝑘 的均方差为𝜎(𝛽

(𝑡)
𝑘 ) = 𝜂

(𝑡)
𝑘 /6,

方差为

(𝜎(𝛽
(𝑡)
𝑘 ))2 =

1

36
(𝜂

(𝑡)
𝑘 )2 =

1

36

𝑛∑
𝑟=1

𝑤𝑟(𝜂
(𝑡)
𝑘𝑟 )

2
.

下面提供一种当准则权重以不完全确定信息形

式给出时,根据二元联系数准则值的方差和准则权重

的随机性建立优化模型,从而求出最优准则权重的方

法.

首先考虑决策者𝐷𝑡所给出的决策矩阵𝑅𝑡 =

(𝛽
(𝑡)
𝑘𝑟 )𝑚×𝑛, 由于综合准则值为二元联系数形式, 从

𝑅𝑡中求出合理的准则权重𝑤(𝑡) = (𝑤
(𝑡)
1 , 𝑤

(𝑡)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑤
(𝑡)
𝑛 )T应该使所有方案方差的总和最小化, 即极小

化

min

𝑚∑
𝑘=1

(𝜂
(𝑡)
𝑘 )

2
=

𝑚∑
𝑘=1

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 (𝜂

(𝑡)
𝑘𝑟 )

2
;

s.t. 𝑤(𝑡) ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 = 1,

𝑤(𝑡)
𝑟 ⩾ 0, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (31)

同时, 由于各准则的真实权重是一个随机变量,

具有不确定性. 为了描述这种不确定性, 可将准则

权重𝑤
(𝑡)
𝑟 理解为第 𝑟个指标在准则集中所占比重 (概

率),这样就可以用Shannon信息熵[17]

𝐻 = −
𝑛∑

𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 ln𝑤(𝑡)

𝑟 (32)

来表示准则权重的不确定性.根据 Jaynes最大熵原理,

合理的准则权重应使 Jaynes熵极大,即极大化

max 𝐻 = −
𝑛∑

𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 ln𝑤(𝑡)

𝑟 ;

s.t. 𝑤(𝑡) ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 = 1,

𝑤(𝑡)
𝑟 ⩾ 0, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (33)

为了达到上述两个目的,求解最优准则权重𝑤(𝑡)

就等价于求解如下最优化问题:

min

𝑚∑
𝑘=1

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 (𝜂

(𝑡)
𝑘𝑟 )

2
+

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 ln𝑤(𝑡)

𝑟 ;

s.t. 𝑤(𝑡) ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑟=1

𝑤(𝑡)
𝑟 = 1,

𝑤(𝑡)
𝑟 ⩾ 0, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (34)

再考虑决策者的权重 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑝)T,则准则的

最优权重向量𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T可由下式计算:

𝑤𝑟 =

𝑝∑
𝑡=1

𝑒𝑡𝑤
(𝑡)
𝑟 , 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (35)

Step 2 利用BCNHA算子

𝛽𝑘 = BCNHA𝑒,𝑣(𝛽
(1)
𝑘 , 𝛽

(2)
𝑘 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽(𝑝)

𝑘 ) (36)

对 𝑝位决策者给出的方案𝑋𝑘的综合准则值 𝛽
(𝑡)
𝑘 (𝑡 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)进行集结, 得到方案𝑋𝑘的群体综合准则

值 𝛽𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚).其中: 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑝)T是
与BCNHA算子相关联的加权向量, 𝑣𝑡 ⩾ 0, 𝑡 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,
𝑝∑

𝑡=1

𝑣𝑡 = 1.

Step 3 分别利用式 (7)和 (8)计算 𝛽𝑘的期望值

𝐸(𝛽𝑘)和均方差𝜎(𝛽𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

Step 4 根据定义 4对方案𝑋𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)

进行排序,从而得到最优方案.

3 实实实例例例分分分析析析

假设要从 4个候选人中选拔出最合适的办公室

主任,评价准则是工作能力 𝐼1,学识水平 𝐼2和人际关

系 𝐼3, 准则权重满足条件 0.33 ⩽ 𝑤1 ⩽ 0.36, 0.30 ⩽
𝑤2 ⩽ 0.32, 𝑤3 ⩾ 0.31. 现有 3位决策者𝐷𝑡(𝑡 = 1, 2, 3),

权重向量为 𝑒 = (0.3, 0.4, 0.3)T,依照评价标准对 4个

候选人𝑋𝑘(𝑘 = 1, 2, 3, 4)进行评价打分, 各准则下的

评价信息用区间数表示 (采用百分制, 由于所有指

标的量纲一致, 不把决策矩阵规范化), 决策矩阵如

表 1～表 3所示. 试确定最合适的办公室主任.
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表 1 决策矩阵𝑅1

准则
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝑋1 [75, 78] [85, 88] [86, 90]

𝑋2 [82, 84] [79, 81] [83, 88]

𝑋3 [78, 79] [82, 86] [81, 84]

𝑋4 [89, 92] [83, 86] [80, 82]

表 2 决策矩阵𝑅2

准则
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝑋1 [78, 80] [89, 91] [89, 92]
𝑋2 [86, 87] [91, 92] [88, 92]
𝑋3 [88, 90] [85, 88] [86, 89]
𝑋4 [93, 96] [89, 91] [89, 93]

表 3 决策矩阵𝑅3

准则
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝑋1 [76, 80] [89, 92] [83, 86]
𝑋2 [86, 89] [87, 89] [85, 89]
𝑋3 [79, 82] [84, 86] [85, 87]
𝑋4 [88, 90] [86, 90] [87, 90]

下面利用本文提出的群决策方法进行求解.

Step 1: 首先,利用式 (6)将表 1～表 3中的区间数

改写成二元联系数; 然后, 利用优化模型 (34)从决策

矩阵𝑅𝑡(𝑡 = 1, 2, 3)中求得合理的准则权重向量分别

为

𝑤(1) = (0.360 0, 0.320 0, 0.320 0)T,

𝑤(2) = (0.360 0, 0.320 0, 0.320 0)T,

𝑤(3) = (0.340 0, 0.320 0, 0.340 0)T.

再利用式 (35)求得最优准则权重向量为

𝑤 = (0.354 0, 0.320 0, 0.326 0)T.

Step 2: 利用式 (28)对决策矩阵𝑅𝑡中第 𝑘行的准

则值进行集结,得到决策者𝐷𝑡所给出的候选人𝑋𝑘的

综合准则值𝛽
(𝑡)
𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝑡 = 1, 2, 3,即

𝛽
(1)
1 = 81.876 0 + 3.358 9𝑖, 𝛽

(1)
2 = 81.366 0 + 3.293 3𝑖,

𝛽
(1)
3 = 80.258 0 + 2.899 7𝑖, 𝛽

(1)
4 = 84.146 0 + 2.714 8𝑖,

𝛽
(2)
1 = 85.106 0 + 2.372 8𝑖, 𝛽

(2)
2 = 88.252 0 + 2.426 9𝑖,

𝛽
(2)
3 = 86.388 0 + 2.688 9𝑖, 𝛽

(2)
4 = 90.416 0 + 3.111 6𝑖,

𝛽
(3)
1 = 82.442 0 + 3.387 9𝑖, 𝛽

(3)
2 = 85.994 0 + 3.111 6𝑖,

𝛽
(3)
3 = 82.556 0 + 2.402 1𝑖, 𝛽

(3)
4 = 87.034 0 + 3.077 3𝑖.

Step 3: 利用式 (36)对 3位决策者给出的候选人

𝑋𝑘的综合准则值 𝛽
(𝑡)
𝑘 (𝑡 = 1, 2, 3)进行集结, 得到

𝑋𝑘的群体综合准则值𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4,即

𝛽1 = 80.838 4 + 3.069 1𝑖, 𝛽2 = 83.307 4 + 2.927 2𝑖,

𝛽3 = 80.930 8 + 2.572 1𝑖, 𝛽4 = 85.027 2 + 2.969 1𝑖.

其中BCNHA算子的加权向量由文献 [15]中基于正

态分布的赋权方法确定为

𝑣 = (0.242 9, 0.514 2, 0.242 9)T.

Step 4: 利用式 (7)计算 𝛽𝑘的期望值𝐸(𝛽𝑘), 𝑘 =

1, 2, 3, 4,即

𝐸(𝛽1) = 82.373 0, 𝐸(𝛽2) = 84.771 0,

𝐸(𝛽3) = 82.216 9, 𝐸(𝛽4) = 86.511 8.

Step 5: 根据定义 4对候选人𝑋𝑘(𝑘 = 1, 2, 3, 4)进

行排序,有𝑋4 ≻ 𝑋2 ≻ 𝑋1 ≻ 𝑋3,因此最合适的办公

室主任为𝑋4.

从文献分析可知,针对准则值为区间数的群体决

策问题的研究甚少. 文献 [13]针对准则值为正态分布

区间数的情形,提出了一种准则权重信息不完全确定

的群决策方法. 文献 [18]虽然探讨了群决策问题, 但

没有研究准则值为区间数的情形. 文献 [19-20]虽然

研究了准则值为区间数的群决策问题,但给出的问题

条件与本文不完全相同,文献 [19]中给出了决策者的

偏好值并利用这些偏好值求解准则权重,文献 [20]中

的准则权重信息完全未知. 针对本文实例,利用本文

求出的准则权重和文献 [19]的决策方法,得到的方案

排序结果与本文相同.此外,从算例的数据分析可知,

本文得到的结果也是合理的. 本实例可以看成是利用

二元联系数对准则值为区间数而准则权重信息不完

全确定的群决策问题的初步探讨.

4 结结结 论论论

本文对准则值为二元联系数而准则权重信息

不完全确定的多准则群决策问题进行了研究. 针

对二元联系数信息的集结问题, 重新定义了二元联

系数的加性运算法则, 并给出了几种二元联系数信

息算术集结算子, 即BCNWAA算子, BCNOWA算子

和BCNHA算子; 针对准则权重信息不完全的问题,

利用二元联系数准则值的方差和准则权重的随机

性, 通过建立优化模型确定最优准则权重; 进而提

出了一种准则值为二元联系数而准则权重信息不

完全确定的群决策方法, 并详细讨论了其实现步骤.

值得指出的是, BCNHA算子结合了BCNWAA算子

和BCNOWA算子的优点, 不仅能充分考虑决策者自

身的重要性程度,而且通过对过高或过低的方案综合

准则值赋予较小的权重,能尽可能地消除实际决策过

程中某些不公正因素的影响.
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