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!

要$提出了一种基于随机抽样技术与距离判别分析的结构有限元随机模型修正!

'-.

"方法&并将其应用到
/01(

23.1

飞机模型的有限元模型修正过程中'传统的模型修正方法以灵敏度分析及优化分析方法为核心&对有限元模型

的输入参数进行修正'而本文的随机模型方法充分考虑了有限元建模过程与试验测量中普遍存在的不确定性&利用

-456789:;4

抽样方法进行大量的随机抽样实验&完成不确定性从输入参数向输出特征的传递分析#在参数修正过程中&

利用距离判别分析计算试验与仿真两个数据集之间的统计学差异&并通过迭代程序逐步修正输入参数使仿真数据逐步

收敛于测量数据#利用径向基函数&在修正过程中引入代理模型&在保证精度的同时大大降低了随机模型修正的计算量'

利用
-8'<=96:95

的二次开发语言
=8>

开发了随机抽样实验的相关程序&并可以自动收集数据用于参数修正的迭代运

算'通过普遍认可的三级确认准则对
/0123.1

有限元模型可靠性进行了确认分析&结果表明提出的随机模型修正方

法具有可行性和工程应用价值'

关键词$模型修正#模型确认#不确定性#

-456789:;4

法#距离判别分析#

/0123.1

中图分类号$

?&!@

#

2A!&

!!!

文献标识码$

0

!!!

文章编号$

!"""()*+,

!

&"!,

"

!&(&$%$(!!

!!

随着航空航天技术的发展&有限单元法!

BC(

5C673;7D756-76E4F

&

B3-

"作为一个具有巩固

理论基础和广泛应用能力的数字化分析工具&已

成为飞行器结构动力学数值分析的主要方法'然

而&由于试验观测以及有限元建模过程中不确定

性的普遍存在&有限元分析结果与试验测量数据

之间总是存在差异'通过修正有限元模型使其仿

真结果更好地预报试验观测数据&即模型修正技

术&长期以来受到人们的广泛关注(

!(,

)

'

模型修正技术的发展可以分成矩阵型修正和

参数型修正两个阶段'参数型修正方法直接将设

计参数!尺寸*密度和弹性模量等"作为修正对象&

因其物理意义明确*更具有工程应用价值&而逐渐

成为模型修正的主流'传统的模型修正技术主要

以局部灵敏度分析选择待修正的输入参数&以优

化分析方法为核心对输入参数进行修正(

@

)

'然

而&对输出特征具有显著影响的输入参数并不一

定具有不确定性(

%

)

'同时&通过求解优化问题修

正输入参数往往需要计算结构灵敏度矩阵并进行

梯度运算&计算效率低&并且容易陷入局部最优解

导致优化计算失败(

)($

)

'对于具有复杂非线性的

瞬态冲击*爆炸响应等动力学问题&以上灵敏度分

析及优化计算方法将更加难以实现(

*(!"

)

'

因此&本文提出一种以输入参数的不确定性

为主要研究对象的随机模型修正方法'基于工程

经验与结构设计准则&假定有限元模型的待修正
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参数服从给定的概率分布!正态分布和均匀分布

等"'通过
-456789:;4

抽样!

-8'

"方法&得到结

构输出特征的随机样本&在统计意义下计算此样

本与试验观测数据的统计学距离&并在迭代程序

中修正此样本使其逐渐收敛于试验数据'最终得

到能够反映实际结构的准确有限元模型&以及用

于下一步动力学仿真预报的精确输入参数'

本方法主要包括
,

个方面的内容$用于完成

随机抽样与不确定性传递的
-456789:;4

方法#

用于计算试验与仿真数据间统计学差异的距离判

别分析#利用径向基函数法构建结构有限元模型

的代理模型&以减少随机抽样实验的计算量&提高

修正效率'根据以上内容&利用
=8>

语言编制了

内嵌 于
-'8#=96:95

的接口程序&自动进 行

-456789:;4

抽样计算&自动提取有限元分析数

据并提交
-02>0A

进行迭代分析&大大提高了

此方法的计算效率与工程应用领域的可操作性'

为了对修正后模型的可靠性进行验证与评

估&

>C5G

等(

!!

)提出了有限元模型的三级确认

准则$

!

"能够准确计算修正频段范围内的固有频

率值&这里指用于模型修正的基准试验数据'

&

"能够准确预测修正频段以外的固有频率

值以及振型数据&这里称为评价数据'

,

"同时对试验结构与有限元模型作一定修

改后&有限元模型仍能准确预测试验结构的各项

动力学特征'

本文用以上方法对
/0123.1

有限元模型

进行了修正与确认研究&并且通过以上的三级确

认准则验证了有限元修正结果的可靠性'

!

!

理论基础

*+*

!

随机抽样与不确定性传递

为了描述有限元模型的不确定性&假定结构

的输入参数向量为随机向量&具有以下表达形式$

!

H

!

"

I!

!

!

!

"

式中$

!

"

为输入参数的均值#

!

!

为均值为
"

的随

机向量'这里的输入参数为有限元建模过程中具

有明显不确定性并且对结构输出特征具有显著影

响的随机变量&例如结构的尺寸*密度和弹性模量

等'基于工程经验与结构特点&假定以上输入变

量服从特定的概率分布&并具有给定的均值和方

差等数字特征'

不确定性的结构系统可以描述为输入向量与

输出向量之间的一组复杂的函数关系式&即

"

H

!

!

!

"

I!

"

H

(

"!

!

"&

!

+

"

#

)

2

!

H

(

$

!

!

$

&

!

+

$

%

)

#

$

%

2

!

&

"

式中$

!

和
"

分别为输入输出变量#

%

和
#

分别为

输入输出变量的个数#

!

为均值为
"

的随机误差'

通过不确定性的传递&固有频率和振型等结构输

出特征具有与输入参数类似的表达形式&其为

"

H

""

I!

"

!

,

"

式中$

""

为均值#

!

"

为均值为
"

的随机向量'

如图
!

所示&

-456789:;4

法就是通过随机

抽样&在输入参数空间产生大量服从特定概率分

布的随机数'将此输入参数样本代入有限元模型

!或代理模型"&计算得到输出特征样本&用以描述

与分析输出变量的统计学特性'图中$

!

!

*

!

&

和

"!

*

"&

分别为结构的两个输入参数和输出特征#

#

959;

J

KCK

和
$

959;

J

KCK

分别为输入参数与输出变量的数

据样本'

图
!

!

-456789:;4

随机抽样实验原理图(

!&

)

BC

L

#!

!

'6:967

LJ

4M-456789:;4:95F4DK9D

N

;C5

L

(

!&

)

!

*+,

!

距离判别分析与参数迭代修正

仿真与试验数据的距离判别分析以及输入参

数的修正原理如图
&

所示&图中
&

为迭代次序'

为了对样本数据
$

959;

J

KCK

与试验测量数据
$

67K6

之间

的差异进行评价与量化&需要计算样本数据中每

一个仿真数据点与试验数据的均方根误差!

1446(

-795('

O

P9:73::4:

&

1-'3

"

1-'3

'

!

(

&

(

)

'

!

!

)

*

'

!

)

'

!

! "

)槡
&

!

@

"

式中$

!

)

和'

!

)

分别为第
)

阶固有频率的仿真值与

测量值#

(

为结构固有频率的阶数'
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毕司峰等$基于随机抽样与距离判别的
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模型修正与确认研究
%0&>

!

图
&

!

距离判别分析原理图

BC

L

#&

!

=:4Q7FP:74MFCK695Q7FCKQ:CDC596C45959;

J

KCK

!

在每次迭代中&所有数据点的均方根误差按

照从小到大的顺序排列&然后按照一定的截断比

率
"

截取更加接近于观测值的仿真样本&称之为

优质小样本&其样本容量为

+,

'

+

"

!

%

"

式中$

+

为仿真数据中样本点的个数'截断比率
"

在迭代程序开始之前事先定义&依据多次运算经

验&其取值范围一般为(

"#"!

&

"#!"

)&其大小取决

于初始有限元数据与试验数据的差异程度'一般

来说&

"

取值越大&修正过程收敛越快&但有可能

导致最后修正精度下降#

"

取值过小&则修正过程

收敛速度过慢&需要更多计算时间'

在得到输出特征的优质小样本后&可以根据

之前的随机抽样实验反推得到与之对应的输入参

数小样本'输入参数的均值可以由式!

)

"得到&并

传递到下一次迭代中进而产生新的随机输入样本

进行新一轮的随机抽样实验'

'

!

!

&

-

!

"

'

!

+,

&

+,

.

'

!

!

!

&

"

.

!

)

"

式中$

!

!

&

"

.

为输入参数小样本的第
.

个观测值#

'

!

&

I!为第
&

I!

次迭代的输入参数均值'

在每一次迭代中&输入变量的概率分布采用

固定的变异系数!

847MMCQC7564M?9:C96C45

&

8?

"&

即标准差与均值之比'这里的变异系数决定了每

一次迭代的步长&依据多次运算经验&其取值范围

一般为(

"#"!

&

"#!"

)&其效果类似于距离判别过

程中的截断比率&取值越大&迭代程序收敛越快&

但过大的步长可能影响收敛结果的精度与准

确性'

当仿真分析结果满足以下条件时&迭代程序

即可终止'这主要表现为输入参数均值不再发生

变化&输出响应特征与试验数值近似相等&输出的

均方根误差达到最小值'

'

!

!

&

-

!

"

(

'

!

!

&

"

'

"

!

&

"

959;

J

KCK

(

'

"67K6

1-'3

!

&

"

(

#

$

%

"

!

$

"

式中$

'

"959;

J

KCK

和'

"67K6

分别为有限元分析与试验测量

的输出参数均值'

*+-

!

径向基函数与代理模型

-456789:;4

随机抽样法原理及程序简单&

适用范围广&但为了获得较高模拟精度&需要的样

本点数目往往十分巨大(

!,

)

'对于动辄成千上万

的样本容量而言&若每次抽样实验都进行有限元

分析&则带来的计算量是工程上无法接受的(

!&(!,

)

'

在
-456789:;4

法中利用代理模型!

-769D4F7;

"代

替复杂结构的有限元模型&可以在短时间内进行

大量随机抽样实验&在大大减少计算量的同时&得

到与有限元分析近似的计算精度'

构造代理模型之前&需进行一定数量的有限

元分析以提供样本数据'一般来讲&设计空间中

样本点越多&得到的代理模型越精确&但这受计算

成本的限制'采用试验设计方法(

!@

)

&可以在整个

输入参数设计空间中&合理高效地安排试验&从而

得到更加全面的有限元样本数据'

利用径向基函数构造代理模型&在计算精度*

效率等方面具有一定优势&并且尤其适用于输入

输出间具有复杂非线性的情况(

!%(!)

)

&其基本思路

是对欧氏距离基函数加权差值'假设事先进行了

+

次有限元分析&即得到
+

组样本数据&模型输入

参数个数为
%

&则径向基函数表达式为

"

'

&

+

.

'

!

#

.

$

!

/

.

"

-

%

"

-

&

%

&

'

!

%

&

$

&

!

*

"

式中$

#

.

!

.H!

&

&

&+&

+

"*

%

"

和
%

&

!

&

H!

&

&

&+&

+

"为

待定系数#

$

!

/

.

"为基函数'基函数有多种形式&

这里采用比较常见的高斯函数$

$

!

/

.

"

'

7R

N

!

*

0/

&

.

" !

+

"

式中$

/

.

为已经归一化处理的输入变量与第
.

个

样本输入点的几何范数&其表达式为

/

.

'

!

S

!

.

D9R !

)

*

!

! "

&

!

!

)

&

&

&

.

'

!

&

&

&+&

+

"

!

!"

"
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将
+

组已知数据代入式!

*

"&可以得到一个
+

维线

性方程组为

")

'

&

+

&

'

!

#

&

$

!

/

)

&

"

-

%

"

-

&

%

.

'

!

%

.

$

).

!

)

'

!

&

&

&+&

+

"

!

!!

"

式!

*

"中共有
+I

%

I!

个待定系数&但式

!

!!

"为
+

维线性方程组&为了使式!

*

"具有更好的

数值稳定性并且易于求解&引入向量
"

2 与
!

的正

交条件(

!)(!$

)

&得到另一个
%

I!

维线性方程组&

其为

&

+

&

'

!

#

&

'

"

&

+

&

'

!

#

&

$

&

.

'

"

!

!

.

'

!

&

&

&+&

%

#

$

%

"

!

!&

"

将式!

!!

"与式!

!&

"合并得到如式!

!,

"所示的

+I

%

I!

维线性方程组&求解即可得到待定系数

#

和
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/0123.1

结构的随机模型修正与确认

,+*

!

$%&'()&

结构初始有限元建模

/0123.1'-(0/(!+

飞机模型是由法国

航空航天研究院!

TU310

"在
!++%

年设计制造

的一个标准飞机模型&旨在比较与考核不同振动

试验分析技术'该模型具有真实飞机的高柔度*

模态密集等特点&随后被欧洲学术界广泛接受为

振动模态试验与模型修正技术的基准参考模型'

如图
,

所示&该模型全长为
!#%D

&翼展为
&#"D

&

制造材料为铝'由于螺栓及其他连接结构的存

在&机身各个连接部位分布着
"#&

"

!#"!&%G

L

不

等的集中质量&在机翼上方附着有一条
!#!DDV

$)#&DDV!$""DD

的阻尼层&这使得机翼的密

度*弹性模量和剪切模量等参数发生变化&增加了

有限元建模的难度'

图
,

!

/0123.1

飞机结构的几何尺寸(

!!

)

BC

L

#,

!

/74D76:CQF769C;K4M6E7/0123.1K6:PQ6P:7

(

!!

)

!

在
-'8#=96:95

中建立有限元模型&如图
@

所示&该模型包含
!$"@

个节点&

*@)

个六面体单

元以及
)

个集中质量点'根据
/0123.1

模型

的结构特点&机翼与垂尾是各阶模态中主要的变

形部件&由于阻尼层的存在以及机身对垂尾在结

构上的增强&其结构参数也具有明显的不确定性'

据此选定
)

个结构参数作为待修正输入参数&其详

细介绍如表
!

所示'输出特征选定结构的固有频

率&以文献(

!!

)中斯旺西大学的试验测试数据为参

考'其中&前
!"

阶固有频率作为模型修正的基准

数据&后
@

阶固有频率以及振型作为评价数据&用

于检验修正结果是否满足引言中的第
&

条确认准

则'对于第
,

条确认准则&将在
&#%

节进行检验'

图
@

!

/0123.1

结构的有限元模型

BC

L

#@

!

BC5C677;7D756D4F7;4M6E7/0123.1K6:PQ6P:7
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表
*

!

不确定性输入参数描述

'/012*

!

32456#

7

8#"9":8;2<95268/#9#9

7

<8

7

/6/=28264

W5

N

P6

N

9:9D767: X7KQ:C

N

6C45

1

Y

3;9K6CQD4FP;PK4M6E7YC5

L

&

=4CKK45

-

K:96C44M6E7YC5

L

'

-9KKF75KC6

J

4M6E7YC5

L

1

Z

3;9K6CQD4FP;PK4M6E7Z7:6CQ9;69C;

2

6

>PD

N

7FD9KK4M6E7Q4557Q6C45[76Y775

6E7MPK7;9

L

795F6E7Z7:6CQ9;69C;

2

F

>PD

N

7FD9KK7K;4Q967F966E7YC5

L

;76K

,+,

!

代理模型的构建及精度检验

根据有限元建模过程中参数的不确定性特

征&设定输入参数变化范围如表
&

所示'在此设

计空间内&每个输入参数取
*

个水平&进行
)

因素

*

水平试验设计(

!@

)

&共安排
)@

次有限元分析&将

得到的样本数据构建径向基函数代理模型'限于

篇幅&仅给出第
,

与第
%

个输入参数对于第
%

阶

固有频率的代理模型示意图&如图
%

所示'

表
,

!

输入参数的变化范围及修正结果

'/012,

!

>9826?/14/9!<

7

!/82!624<184":#9

7

<8

7

/6/=28264

W5

N

P6

N

9:9D767: W567:Z9; W5C6C9;Z9;P7 .

N

F967FZ9;P7

1

Y

%!

!"

!!

=9

" (

"#%

&

"#+

)

"#$ "#*+*!

&

(

"#&

&

"#@

)

"#, "#&$+&

'

%!

!"

,

G

L

.

D

S,

" (

&#$

&

,#,

)

&#$ &#+%*+

1

Z

%!

!"

!!

=9

" (

"#%

&

"#+

)

"#$ "#))+,

2

6

%

G

L

(

"#!

&

"#%

)

"#, "#&@!!

2

F

%

G

L

(

"#!

&

"#%

)

"#, "#,&%!

图
%

!

径向基函数代理模型示意图

BC

L

#%

!

'G7D96CQ4M:9FC9;[9KCKMP5Q6C45D769D4F7;

为了检验代理模型的精度&在输入参数空间

另取
,"

个检验点&分别利用代理模型与有限元模

型计算并比较输出响应'针对前
!"

阶固有频率

分别计算
,"

个检验点中的最大*最小及平均绝对

误差如表
,

所示'结果显示&第
,

阶与第
%

阶固

有频率的平均绝对误差分别为
!#!$\

和
!#&+\

&

其余固有频率的平均绝对误差普遍低于
"#%\

&

这显示了径向基函数代理模型在设计空间内具有

很高的拟合精度&可以代替有限元模型用于后续

的随机模型修正'

表
-

!

代理模型精度检验结果

'/012-

!

@625#4#"9/44244=298624<18":8;2=28/="!21

-4F7

U4<

3::4:

%

\

-9RCDPD -C5CDPD -795

! "#,* "#"& "#!&

& "#,) "#"! "#!%

, %#%, "#"! !#!$

@ !#%* "#"% "#@*

% %#,) "#") !#&+

) "#%" "#", "#&%

$ "#*! "#"! "#!*

* !#&$ "#", "#,+

+ !#"! "#"& "#,@

!" !#@, "#"! "#@+

,+-

!

基准数据的修正结果分析

选定结构前
!"

阶固有频率作为模型修正的

基准数据'设定
)

个待修正输入参数均服从正态

分布&初始均值由表
&

给出&变异系数为
"#"!

'

每次迭代中&利用
-456789:;4

法进行
!"

@ 次随

机抽样&距离判别分析中截断比率
"

取值为

"#"!

'经过
,"

次迭代&修正结果满足式!

$

"所示

收敛条件'

结构输入输出变量的修正结果分别如表
&

和

表
@

所示'表
&

中的输入参数初始值是根据结构

的设计手册给出的&经过修正后其修正值都发生

了一定变化'由于阻尼层的存在&

/0123.1

飞

机模型机翼密度将会有约
!"\

的增加(

!*

)

'表
&

数据中机翼密度由初始的
&$""G

L

%

D

, 修正为

&+%*#+G

L

%

D

,

&与文献(

!*

)中的说明基本吻合&
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航
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空
!

学
!

报
!"#$%&%'()*+,$)./+$(%

这表明修正结果基本可以反映实际结构的客观物

理特性'

表
@

中前
!"

阶固有频率初始值的最大误差

为
S!,#$+\

&最小误差为
"#!%\

&平均绝对误差

为
$#,)\

&这说明由于不确定性的存在&初始有

限元模型与实际结构有较大误差&需要进行模型

修正研究'修正后的前
!"

阶固有频率中&最大误

差为
@#),\

&最小误差为
S"#"!\

&平均绝对误

差为
!#@$\

&达到了文献(

*

)中提出的误差在
%\

以内的修正精度要求'图
)

和图
$

给出了输入输

出参数在迭代修正过程中的变化曲线&详细显示

了各个参数在每一步迭代过程中的变化趋势'

表
A

!

固有频率的修正结果

'/012A

!

)

7

!/82!624<184":9/8<6/1:62

B

<295#24
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图
)

!

输入参数的变化曲线

BC

L

#)

!

?9:C96C45675F75Q

J

4M6E7C5

N

P6

N

9:9D767:K

!

图
$

!

前
!"

阶固有频率的变化曲线
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L
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!

评价数据的预测结果分析

用结构后
@

阶固有频率以及振型作为模型修

正的评价数据'表
@

中还给出了
/0123.1

结

构的
!!

"

!@

阶固有频率的预测结果'在
@

个初

始频率值中&最大误差为
S)#$+\

&最小误差为

S,#%!\

&平均绝对误差为
%#)&\

#修正后的频

率值 最 大*最 小 以 及 平 均 绝 对 误 差 分 别 为

S@#)$\

&

"#&!\

&

&#!$\

&这表明修正后的有限

元模型对于后
@

阶固有频率达到了可接受的预测

精度'

在模型修正的研究中&结构的振型同样应

该作为模型有效性的重要衡量标准'对于某些

模型修正的局部优化解&即使其频率数据满足

精度要求&但振型往往与试验测量值出现较大

偏差(

$

)

'结构不同振型数据的相似度主要依靠

模态置信度!

-4F9;0KKP:95Q78:C67:C45

&

-08

"

来衡量'

-08

)

'

!

$

2

)

+

$

)

"

&

!

$

2

)

$

)

"!

+

$

2

)

+

$

)

"

!

!@

"

式中$

$

)

和+

$

)

分别为第
)

阶振型的仿真值与试验

观测值'然而&由于从现有文献中无法得到

/0123.1

结构的实测振型数据&图
*

给出了修

正后模型的振型图与文献(

!!

)中实测结构振型图

的对比效果'图中显示的第
,

*

@

阶以及第
)

*

$

阶

振型为密集模态&但是有限元模型对这些密集模

态的仿真依然比较准确'图
*

表明有限元模型对

振型的预测与试验观测振型基本一致'

图
*

!

/0123.1

结构的有限元仿真振型与实测振型(

!!

)对比

BC

L

#*

!

84D

N

9:CK454M959;

J

6CQ9;D4F7KE9

N

795F67K6D4F7KE9

N

7

(

!!

)

4M6E7/0123.1K6:PQ6P:7

!

,+C

!

对结构进行修改后模型的预测结果

为了进一步验证修正后有限元模型的可靠

性&英国帝国理工学院的研究人员在
/0123.1

飞机尾翼位置增加了
"#+&G

L

的集中质量&并重

新测量了修正后结构的固有频率(

!!

)

'针对
&#,

节修正后的有限元模型&在模型尾翼作同样修改

而不经过其他额外修正&应该依然能够预示修改

后结构的动力学特性'

表
%

给出了经过部分调整后的结构试验以及仿

真结果'初始模型的最大误差为
S!,#$"\

&最小误

差为
!#)+\

&平均绝对误差为
$#%+\

'修正后模

型的预测误差最大为
S@#"@\

&最小为
S"#"*\

&

平均绝对误差为
!#!,\

'结果表明&本文得到的

/0123.1

结构有限元模型满足引言中三级确认

准则的要求&能够反映实际结构的真实物理特性'
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表
C

!

调整后
$%&'()&

飞机模型的试验以及仿真结果

'/012C
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结
!

论

!

"随机模型修正方法利用模型输入参数的

概率分布来描述结构系统的不确定性&并利用

-456789:;4

法进行随机抽样实验&从而完成不

确定由输入到输出的传递分析&这是对传统确定

性模型修正方法的发展'

&

"随机抽样实验过程采用径向基函数构造

代理模型&只需在前期进行有限元分析&随后的模

型修正过程完全利用代理模型&在满足修正精度

的同时大大减少了计算量'同时利用
=8>

二次

开发工具编制了内嵌于
-8'<=96:95

的程序模

块&可以自动提交有限元计算并提取分析数据供

-02>0A

进行迭代分析&使得此方法能方便地

应用于实际工程问题'

,

"以距离判别分析为核心的参数修正过程&

无需计算结构的灵敏度矩阵&不进行梯度运算&对

参数初值无要求&对结构的复杂程度不敏感&因此

易于推广到强迫振动*爆炸冲击等复杂动力学

问题'

参
!

考
!

文
!

献

(

!

)

!

-9:7K8

&

-4667:KE79F_3

&

B:CKY7;;-W<'64QE9K6CQD4F(

7;P

N

F96C5

L

$

=9:6!S6E74:

J

95FKCDP;967F7R9D

N

;7<-7(

QE95CQ9;'

J

K67DK95F'C

L

59;=:4Q7KKC5

L

&

&"")

&

&"

!

$

"$

!)$@(!)+%#

(

&

)

!
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