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摘 要: 针对传统GM(1,1)幂模型不具备幂指数律重合性的问题,分别从灰导数和背景值两个方面改进GM(1,1)幂

模型的灰色微分方程,提出了两种具有幂指数律重合性的GM(1,1)幂模型并从理论上加以证明. 通过变换将两个具

有幂指数律的灰色微分方程转化成完全一致的形式,在此基础上进行参数估计.数值模拟和应用实例表明,具有幂指

数律重合性的GM(1,1)幂模型能够有效地提高模型的模拟和预测精度.
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Abstract：：：As the traditional GM(1,1) model does not have the property of exponential law coincidence, this paper improves

the grey differential equation of GM(1,1) model from grey derivative and background value respectively. Two kinds of

GM(1,1) power model with power exponential law coincidence are proposed and relevant theoretical proofs are also given.

Two grey differential equations with power exponential law coincidence are transformed into exactly the same form, based

on which parameters can be effectively estimated. Numerical simulation and application examples show that the simulation

and prediction accuracy of GM(1,1) power model is effectively enhanced by using the proposed method.
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0 引引引 言言言

灰色预测[1]作为现代预测理论体系中一个新的

分支, 以其对小样本数据建模和预测的独特优势, 逐

步赢得了国内外学者的广泛认可,其应用领域也由最

初的自动化控制延伸至农业、经济、管理、能源、水

文等领域. 经过 30多年的发展, 灰色预测模型体系

不断完善, 产生了许多有价值的研究成果[2-3], 其中

绝大部分研究集中于灰色预测方法的两个主要模

型, 即GM(1,1)模型和灰色Verhulst模型. GM(1,1)幂

模型[4-5]是近几年发展起来的新型灰色预测模型, 模

型中灰色作用量所含的幂指数可以灵活地决定模

型的具体形式, GM(1,1)模型和灰色Verhulst模型皆

是它的特殊形式. 由于该模型对原始数据具有较好

的适应性, 其预测精度也优于GM(1,1)模型和灰色

Verhulst模型. 文献 [6-7]将GM(1,1)幂模型称为非线

性灰色伯努利模型, 分别应用该模型预测了我国台

湾地区的失业率和台币汇率, 取得了较好的预测效

果. 文献 [8]将GM(1,1)幂模型的应用范围拓展为非

等间距序列, 并采用粒子群算法求解模型, 结果表明

GM(1,1)幂模型比灰色Verhulst模型具有更高的精度.

文献 [9]应用优化幂指数的GM(1,1)幂模型研究了我

国 31个行政区工业废水排放达标率的预测和预警问

题. 从误差分析角度看, 上述GM(1,1)幂模型及其优

化模型仍然含有一种来自模型内部的偏差.文献 [10]

基于误差来源分析, 提出了无偏GM(1,1)幂模型, 并

证明了无偏模型对传统模型及其本身的时间响应函

数所表达的曲线进行模拟和预测具有完全重合性.

事实上, 有关灰色预测模型自身偏差的存在性

及其修正问题已为学者广泛关注, 并取得了一些重

要的理论成果. 文献 [11]和文献 [12]分别利用逐步

优化方法对GM(1,1)模型的背景值插值系数和灰导

数进行优化, 结果表明优化模型均具有渐近白指数
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律吻合性, 弥补了传统GM(1,1)模型不具有白指数

律重合性的缺陷.文献 [13]通过分析GM(1,1)模型对

白指数序列模拟的误差, 提出了一种修正的时间响

应函数及其参数估计方法, 并将改进的模型称为无

偏GM(1,1)模型. 文献 [14]分析了GM(1,1)模型不具

有白指数律重合性的原因,提出了背景值插值系数的

精确算式,以使模型满足白指数率重合性的性质. 文

献 [15]总结了无偏GM(1,1)模型的 3种基本形式, 并

由这 3种形式推导出共同的表达式, 进而以此为基

础进行参数估计. 文献 [16]基于离散数据直接建模

的思想, 提出了离散GM(1,1)模型及其解法, 分析了

该模型与传统GM(1,1)模型的区别和联系,结果表明

离散灰色模型具有白指数律重合性的优点.此外, 文

献 [17-19]以离散指数序列为原始数据构造的 3种背

景值也使GM(1,1)模型具备了白指数律重合性. 然而,

传统GM(1,1)幂模型并不能准确拟合其自身所描述

的离散幂指数函数.本文将分别从灰导数和背景值两

个方面对GM(1,1)幂模型进行优化,以期进一步提高

模型的模拟和预测精度.

1 具具具有有有幂幂幂指指指数数数律律律重重重合合合性性性的的的GM(1,1)幂幂幂模模模型型型
及及及其其其参参参数数数估估估计计计

1.1 传传传统统统GM(1,1)幂幂幂模模模型型型

设非负原始序列为

𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)),

对原始序列𝑋(0)作一阶累加生成,得

𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)),

其中𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖). 𝑍(1) = (𝑧(1)(2), 𝑧(1)(3), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑧(1)(𝑛))为序列𝑋(1)紧邻均值生成序列, 𝑧(1)(𝑘) =

0.5(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 − 1)), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定定定义义义 1 [5] 设𝑥(0)(𝑘), 𝑥(1)(𝑘), 𝑧(1)(𝑘)如上所述,

称如下灰色微分方程为GM(1,1)幂模型:

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))𝛾 , 𝛾 ∕= 1. (1)

根据式 (1)对参数列 (𝑎, 𝑏)T作最小二乘估计,有

(𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (2)

其中

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))𝛾

−𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))𝛾

...
...

−𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

定定定义义义 2 [5] 设参数 𝑎, 𝑏如上所述,称
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))𝛾 (3)

为GM(1,1)幂模型白化微分方程.

取初始条件𝑥(1)(0) = 𝑥(1)(1), 可得到如下时间

响应式:

�̂�(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

}1/(1−𝛾)

, (4)

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

对 �̂�(1)(𝑘 + 1)作一阶累减还原,有

�̂�(0)(𝑘 + 1) = �̂�(1)(𝑘 + 1)− �̂�(1)(𝑘). (5)

1.2 具具具有有有幂幂幂指指指数数数律律律重重重合合合性性性的的的GM(1,1)幂幂幂模模模型型型

设𝑋(0)=(𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))为原始序

列, 𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛))为𝑋(0)的一

阶累加生成, 𝑌 (1) = (𝑦(1)(1), 𝑦(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(1)(𝑛))为
𝑋(1)的 1− 𝛾次幂生成序列,其中

𝑦(1)(𝑘) = [𝑥(1)(𝑘)]1−𝛾 , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
则有以下两个定理成立.

定定定理理理 1 序列

𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛))

具有GM(1,1)幂模型时间响应函数所描述的幂指数

律

𝑥(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

}1/(1−𝛾)

的充分必要条件是存在𝜆1 =
𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1
,使得

𝜆1[𝑦
(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] + 𝑎(1− 𝛾)𝑦(1)(𝑘) =

𝑏(1− 𝛾), (6)

其中 𝑦(1)(𝑘) = [𝑥(1)(𝑘)]1−𝛾 , 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

证证证明明明 由于

𝑦(1)(𝑘 + 1) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘,

将其代入式 (6)左边,得

𝜆1[𝑦
(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] + 𝑎(1− 𝛾)𝑦(1)(𝑘) =

𝜆1

[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1)(1− e𝑎(1−𝛾))+

𝑏(1− 𝛾) + 𝑎
[
𝑦(1) − 𝑏

𝑎

]
(1− 𝛾)e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1) =

− 𝑎
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
(1− 𝛾)e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1)+𝑏(1−𝛾)+

𝑎
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
(1− 𝛾)e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1). (7)

由式 (6)得

𝑦(1)(𝑘) =
𝑏(1− 𝛾) + 𝜆1𝑦

(1)(𝑘 − 1)

𝜆1 + 𝑎(1− 𝛾)
=

𝑏(1− 𝛾) +
𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾)−1�̇�(1)(𝑘 − 1)

𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾)−1 + 𝑎(1− 𝛾)

=

𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(𝑘 − 1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾). (8)

将 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛代入式 (8),得
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𝑦(1)(2) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾),

𝑦(1)(3) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−2𝑎(1−𝛾),

...

𝑦(1)(𝑛) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(𝑛−1)(1−𝛾).

(9)

则

𝑦(1)(𝑘 + 1) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾)𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (10)

即

𝑥(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

}1/(1−𝛾)

,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (11)

由此,定理 1得证. 2
定理 1表明,对于具有幂指数律的原始序列𝑋(1)

= (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)), 以𝜆1𝑦
(0)(𝑘)作为灰

导数、𝑦(1)(𝑘)作为灰导数背景值所建立的GM(1,1)幂

模型具有幂指数重合性.

定定定理理理 2 序列

𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛))

具有GM(1,1)幂模型时间响应函数所表征的幂指数

律

𝑥(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

}1/(1−𝛾)

的充分必要条件是存在𝜆2 =
1

𝑎(1− 𝛾)
− 1

e𝑎(1−𝛾) − 1
,

使得

[𝑦(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] + 𝑎(1− 𝛾)[(1− 𝜆2)𝑦
(1)(𝑘)+

𝜆2𝑦
(1)(𝑘 − 1)] = 𝑏(1− 𝛾), (12)

其中 𝑦(1)(𝑘) = [𝑥(1)(𝑘)]1−𝛾 , 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

证证证明明明 由于

𝑦(1)(𝑘 + 1) =
𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘,

将其代入式 (12)左边,得

[𝑦(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)]+

𝑎(1− 𝛾)[(1− 𝜆2)𝑦
(1)(𝑘) + 𝜆2𝑦

(1)(𝑘 − 1)] =

[1 + 𝑎(1− 𝛾)(1− 𝜆2)]𝑦
(1)(𝑘)+

[𝑎𝜆2(1− 𝛾)− 1]𝑦(1)(𝑘 − 1) =[
𝑎(1− 𝛾) +

𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1

]
𝑦(1)(𝑘)−

𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1
⋅ 𝑦(1)(𝑘 − 1) =

𝑎(1− 𝛾)𝑦(1)(𝑘)+

𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1
[𝑦(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] =

𝑎(1− 𝛾)
{ 𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1)

}
+

𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1
⋅
[
𝑦(1)(1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1)(1−

e𝑎(1−𝛾)) = 𝑏(1− 𝛾). (13)

由式 (12),得

[1 + 𝑎(1− 𝛾)(1− 𝜆2)]𝑦
(1)(𝑘)+

[𝑎𝜆2(1− 𝛾)− 1]𝑦(1)(𝑘 − 1) = 𝑏(1− 𝛾), (14)

则

𝑦(1)(𝑘) =

𝑏(1− 𝛾)− [𝑎𝜆2(1− 𝛾)− 1]𝑦(1)(𝑘 − 1)

1 + 𝑎(1− 𝛾)(1− 𝜆2)
=

𝑏(1− 𝛾) +
𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾)−1𝑦(1)(𝑘 − 1)

𝑎(1− 𝛾) +
𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾)−1

=

𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(𝑘 − 1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾). (15)

由定理 1的证明过程可知

𝑥(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

}1/(1−𝛾)

,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (16)

由此,定理 2得证. 2
定理 2表明,对于具有幂指数律的原始序列𝑋(1)

= (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)), 以 𝑦(0)(𝑘)作为灰导

数、(1−𝜆2)𝑦
(1)(𝑘)+𝜆2𝑦

(1)(𝑘−1)作为背景值所建立的
GM(1,1)幂模型具有幂指数重合性.

1.3 模模模型型型的的的参参参数数数估估估计计计

设非负原始序列为𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)), 序列𝑋(0)的一阶累加生成序列为𝑋(1) =

(𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)),其中

𝑥(1)(𝑘)=

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖),

对𝑋(0)建立GM(1,1)幂模型的白化微分方程为
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))𝛾 . (17)

根据定理 1和定理 2, 有以下两个具有幂指数律的灰

色微分方程对应于式 (17):

𝜆1[𝑦
(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] + 𝑎(1− 𝛾)𝑦(1)(𝑘)=𝑏(1− 𝛾),

(18)

[𝑦(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1)] + 𝑎(1− 𝛾)[(1− 𝜆2)𝑦
(1)(𝑘)+

𝜆2𝑦
(1)(𝑘 − 1)] = 𝑏(1− 𝛾). (19)

其中

𝜆1 =
𝑎(1− 𝛾)

e𝑎(1−𝛾) − 1
, 𝜆2 =

1

𝑎(1− 𝛾)
− 1

e𝑎(1−𝛾) − 1
,
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𝑦(1)(𝑖) = [𝑥(1)(𝑖)]1−𝛾 , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
由于上述两个灰色微分方程的结构较为复杂,难

以按照传统方法直接应用最小二乘法估计参数 𝑎和 𝑏,

考虑先将𝜆1和𝜆2分别代入后再变形,可得到如下完

全一致的形式:

𝑦(1)(𝑘) =

𝑏

𝑎
+
[
𝑦(1)(𝑘 − 1)− 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾) =

e−𝑎(1−𝛾)𝑦(1)(𝑘 − 1) +
𝑏

𝑎
(1− e−𝑎(1−𝛾)). (20)

令𝛽1 = e−𝑎(1−𝛾), 𝛽2 =
𝑏

𝑎
(1 − e−𝑎(1−𝛾)), 则式 (20)可

以表示为

𝑦(1)(𝑘) = 𝛽1𝑦
(1)(𝑘 − 1) + 𝛽2, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (21)

上述模型中的待估计参数列 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2)
T可直

接通过最小二乘原理进行估计,即

𝛽1 =

(𝑛− 1)

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘)𝑦(1)(𝑘 − 1)−

(𝑛− 1)

𝑛∑
𝑘=2

(𝑦(1)(𝑘 − 1))2−
→

←

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘)

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘 − 1)

( 𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘 − 1)
)2

, (22)

𝛽2 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)
𝑛∑

𝑘=2

[𝑦(1)(𝑘 − 1)]2−

(𝑛− 1)

𝑛∑
𝑘=2

(𝑦(1)(𝑘 − 1))2−
→

←

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘)𝑦(1)(𝑘 − 1)

𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘 − 1)

( 𝑛∑
𝑘=2

𝑦(1)(𝑘 − 1)
)2

. (23)

其中: 𝑦(1)(𝑖)= [𝑥(1)(𝑖)]1−𝛾 , 𝑦 ∕= 1, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 再由

𝛽1, 𝛽2和 𝑎, 𝑏的关系,可求得

�̂� = − ln𝛽
1/(1−𝛾)
1 , �̂� = − 𝛽2

1− 𝛽1

ln𝛽
1/(1−𝛾)
1 .

将 𝑎, 𝑏的估计值代入GM(1,1)幂模型白化方程即

可解得具有幂指数律重合性的时间响应函数.值得

注意的是:本文提出的两种具有幂指数律重合性的

GM(1,1)幂模型与文献 [10]的无偏GM(1,1)幂模型完

全等价,这一点从式 (21)可以看出;不同的是文献 [10]

采用递推解法直接求解模型, 而本文则通过估计 𝛽1,

𝛽2求出 𝑎, 𝑏并代入白化方程来求解模型.

在实际应用中, 幂指数 𝛾取值的确定可按文献

[5]基于灰色信息覆盖原理得到的幂指数表达式计算,

也可以在误差最小化准则下构建优化模型来实现,具

体过程类似于文献 [9]的做法,此处不再赘述.

2 数数数值值值模模模拟拟拟与与与应应应用用用实实实例例例

2.1 数数数值值值模模模拟拟拟

首先通过一个数值例子来验证传统模型固有误

差的存在性和本文新模型的幂指数律重合性. 给定

单峰序列𝑋(0) = (1, 2, 3, 4, 3, 2), 由文献 [5]可知, 该

序列适合采用GM(1,1)幂模型进行模拟和预测. 按文

献 [5]的计算公式得 𝛾 = 1.212 919,以第 1个数据作为

初始条件可得到如下GM(1,1)幂模型时间响应式:

�̂�(1)(𝑘 + 1) =

(0.539 738 5 + 0.460 261 5 e−0.603 137𝑘)−4.696 629.

若以上述幂指数函数为例, 取 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

则可以得到如下模拟值:

�̂�(0) = (1, 1.997 9, 3.227 3, 3.574 6, 3.013 8, 2.125 1).

显然,以上模拟序列 �̂�(0)具有幂指数律.下面分

别利用传统GM(1,1)幂模型和本文提出的具有幂指

数律重合性的GM(1,1)幂模型对该序列再次建模.

1)按文献 [5]的方法,以 �̂�(0)为原始数据再次作

GM(1,1)幂模型,得到响应式为

�̂�(1)(𝑘 + 1) =

(0.539 088 + 0.460 912 e−0.586 209𝑘)−4.696 629,

𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

由此得到的模拟误差如表 1所示.

表 1 GM(1,1)幂模型的模拟误差

𝑘

1 2 3 4 5

实际值 1.997 9 3.227 3 3.574 6 3.013 8 2.125 1

模拟值 1.927 6 3.115 6 3.507 1 3.027 8 2.190 2

残差 −0.07 −0.11 −0.07 0.01 0.07

相对误差 / % 3.519 3 3.461 5 1.889 0 0.462 6 3.061 3

由表 1可见, GM(1,1)幂模型对于由其本身的模

拟值进行再次建模仍然存在一定的偏差,进一步计算

其平均相对误差为 2.48%.

2)按本文方法,以 �̂�(0)为原始数据建立GM(1,1)

幂模型,得参数 �̂� = −2.832 705, �̂� = −1.528 919,对应

的时间响应式为

�̂�(𝑘 + 1) =

(0.539 738 + 0.460 262 e−0.603 136 8𝑘)−4.696 621 7,

𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

模拟序列为 (1,1.997 9,3.227 3,3.574 6,3.013 8,2.125 1),

与具有幂指数律的原始序列 �̂�(0)完全一致.可见,本

文提出的模型具有幂指数律重合性, 消除了传统

GM(1,1)幂模型自身所固有的误差.

2.2 应应应用用用实实实例例例

工业废水排放达标率是一个典型的从发生到饱

和的过程,因此符合GM(1,1)幂模型的建模条件. 1998
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∼ 2005年我国工业废水排放达标率数据如表 2所示.

表 2 1998∼ 2005年我国工业废水排放达标率 %
年份 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

达标率 61.50 67.01 76.80 85.22 88.41 89.18 90.70 91.20

下面分别利用GM(1,1)幂模型和具有幂指数律

重合性的GM(1,1)幂模型对我国工业废水排放达标

率进行模拟、预测,分析比较它们的精度.

1)基于 1998 ∼ 2003年的数据建立GM(1,1)幂模

型,由文献 [5]的方法得 𝛾 = 0.225 262. 取𝑥(1)(1)为初

始条件,可得到如下时间响应式:

�̂�(1)(𝑘 + 1) =

(9 567.598 6− 9 543.281 7 e−0.001 972 387𝑘)1.290 759.

2) 基于 1998 ∼ 2003年的数据建立具有幂指数

律重合性的GM(1,1)幂模型, 取𝑥(1)(1)为初始条件,

可得到如下时间响应式:

�̂�(1)(𝑘 + 1) =

(1 531.325 248− 1 507.008 274 e−0.012 719𝑘)1.290 759,

累减还原值为

�̂�(0)(𝑘 + 1) = �̂�(1)(𝑘 + 1)− �̂�(1)(𝑘), 𝑘 = 0, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7.
两种模型的模拟预测值与实际值的比较情况如表

3所示.

由表 3可以看出,本文提出的具有幂指数律重合

性的GM(1,1)幂模型对 1999 ∼ 2003年的平均模拟误

差小于传统模型, 对 2004和 2005年的预测误差也较

小.因此,从总体上看具有幂指数律重合性的GM(1,1)

幂模型比传统GM(1,1)幂模型更具有优势,其原因在

于具有幂指数律重合性的GM(1,1)幂模型消除了原

模型自身所固有的偏差.

表 3 两种模型的模拟预测值与实际值比较

GM(1,1)幂模型[5] 具有幂指数律重合性的GM(1,1)幂模型
年份 实际值

模拟预测值 相对误差 / % 模拟预测值 相对误差 / %

1999 67.01 67.323 6 0.48 68.256 9 1.87

2000 76.80 76.548 0 0.33 76.815 3 0.01

2001 85.22 83.532 6 1.98 82.876 9 2.75

2002 88.41 89.236 3 0.94 87.501 4 1.02

2003 89.18 94.092 3 5.51 91.168 4 2.23

平均模拟相对误差 − 1.85 − 1.58

2004 90.70 98.338 0 8.43 94.142 4 3.80

2005 91.20 102.119 6 11.98 96.587 4 5.91

注: 1999∼2003年为模拟值, 2004和 2005年为预测值.

3 结结结 论论论

GM(1,1)幂模型是经典灰色预测模型GM(1,1)和

灰色Verhulst模型的拓展,幂指数取值的多样性赋予

了GM(1,1)幂模型形式多样性的特点,这个特点使得

该模型与传统灰色模型相比能够更好地描述现实系

统.本文提出了两种具有幂指数律重合性的GM(1,1)

幂模型及其求解方法,为提高建模精度提供了一种有

效的途径. 但是,对于具有幂指数律重合性的GM(1,1)

幂模型中的参数优化问题,以及具有多变量的灰色幂

模型仍然是需要进一步研究的问题.
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