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区间灰数序列的灰色预测模型构建方法
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摘 要: 研究包含实数、区间灰数的混合型预测问题.首先通过计算灰数层的面积和区间灰数的认知程度,将区间灰

数序列转变成实数序列;然后分别预测灰数层的面积和区间灰数的认知程度,推导还原得到区间灰数预测模型;最后

通过与现有文献中的实例进行对比,说明了所提出的建模方法在避免区间灰数之间代数运算的情况下,提高了建模

精度.
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Abstract：：：The forecasting problem whose sample data including real number and interval grey number is studied. An

interval grey number sequence is converted into a real number sequence by calculating the areas of grey number layers

and the cognition of interval grey number. The areas of grey number layers and the cognition of interval grey numbers

are predicted respectively. Then the unbiased prediction model of the interval grey number is achieved by deducing and

reverting. Comparisons real example from the reference with the unbiased prediction model demonstrates that the unbiased

prediction model is more accurate than other models, it is shown that this method is effective and applicable, and can avoid

the calculation of interval grey number.
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0 引引引 言言言

自灰色系统理论建立以来,无论是在理论研究还

是应用领域都取得了长足发展,形成了以灰色预测模

型为核心的理论体系[1-2].但是,现有的灰色预测模型

大多以“实数”为建模对象[3],尚未见到以灰色系统的

基本表示单位—–灰数为建模对象的相关报道.这是

因为目前灰代数运算体系尚不完善,建立灰数预测模

型是一个难点, 使得以“灰数”为建模对象的研究刚

刚起步.文献 [4]以区间灰数白化值作为区间灰数的

发展趋势,但认为区间灰数的认知程度不变是不恰当

的; 文献 [5]通过计算灰数层的面积以及灰数层中位

线中点的坐标来建立区间灰数预测模型,但未考虑区

间灰数的认知程度;文献 [6]讨论了白化权函数已知

条件下的区间灰数预测模型; 文献 [7]利用线性规划

的方法建立了区间灰数预测模型.

实际上,由于认知过程的复杂性,有可能出现既

包含区间灰数,又包含实数的混合序列. 面对这样的

序列如何分析预测? 纵观现有文献,仅有文献 [8]研究

了各种混合型的决策问题,而关于基于混合序列预测

模型的研究尚未见报道.

本文首先通过计算灰数层的面积和区间灰数的

认知程度,将区间灰数序列转变成实数序列; 然后分

别预测灰数层的面积和区间灰数的认知程度, 从而

建立一种无偏的区间灰数预测模型.实例分析结果表
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明,本文方法能显著提高建模精度.

1 区区区间间间灰灰灰数数数的的的无无无偏偏偏预预预测测测模模模型型型构构构建建建

定定定义义义 1 由区间灰数构成的时间序列称为区间

灰数序列,记作𝑋(⊗) = (⊗(1),⊗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑛)),⊗(𝑘)

∈ [𝑣𝑘, 𝑢𝑘], 𝑘 = 1, 2, 其中 𝑣𝑘和𝑢𝑘分别称为灰数⊗(𝑘)

的下界和上界.

定定定义义义 2 图 1是区间灰数序列的元素在直角坐

标系中的示意图.由相邻区间灰数的上界点和下界

点, 分别可以确定唯一的指数函数, 由指数函数而围

成的图形称为灰数层,若干个相邻区间灰数之间的灰

数层称为灰数带.
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图 1 灰数层示意图

例如, 由𝑢2和𝑢3, 有且只能确定一个过𝑢2和𝑢3

的指数函数,记为𝑢𝑘=𝑐2e
𝑎2𝑘.同理,过 𝑣2和 𝑣3的指数

函数为 𝑣𝑘= 𝑐1e
𝑎1𝑘. 由 𝑐2e

𝑎2𝑘、𝑐1e
𝑎1𝑘、𝑘=2和 𝑘=3围

成的图形为灰数层.

设等时距区间灰数序列为𝑋(⊗)= (⊗(𝑡1),⊗(𝑡2),

⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑡𝑛)), 对应的灰数层如图 1所示.其中: 根据灰

数层在灰数带中的位置,用带圈的数字 (①,②, ⋅ ⋅ ⋅ )表
示灰数层编号.

定定定理理理 1 若区间灰数序列𝑋(⊗) = (⊗(1),⊗(2),

⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑛)),⊗(𝑘) ∈ [𝑣𝑘, 𝑢𝑘], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则灰数层

面积为

𝑠𝑘 =
𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

− 𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

.

证证证明明明 设经过𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1的函数为 𝑦1 = 𝑐e𝑎𝑡,得方

程组 {
𝑢𝑘 = 𝑐e𝑎𝑘,

𝑢𝑘+1 = 𝑐e𝑎𝑘+𝑎,

解得 𝑦1 =
(𝑢𝑘)

𝑘+1

(𝑢𝑘+1)𝑘

(𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

)𝑡

. 同理, 经过 𝑣𝑘, 𝑣𝑘+1的函

数为 𝑦2 =
(𝑣𝑘)

𝑘+1

(𝑣𝑘+1)𝑘

(𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

)𝑡

. 因此

𝑠𝑘 =
w 𝑘+1

𝑘
(𝑦1 − 𝑦2)d𝑡 =

𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

− 𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

.

(1)

由此,定理 1得证. 2
若区间灰数序列𝑋(⊗)=(⊗(1),⊗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑛)),

⊗(𝑘) ∈ [𝑣𝑘, 𝑢𝑘], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则由式 (1), 灰数带中

所有灰数层的面积构成实数序列, 记为𝑆 = (𝑠1, 𝑠2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛−1). 借鉴自回归模型的思想,假设灰数层的面

积满足

𝑠𝑘+1 = 𝛽1𝑠𝑘 + 𝛽2

(𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

+
𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

)
, (2)

其中 𝛽1和𝛽2为未知参数. 经最小二乘估计,得[
𝛽1

𝛽2

]
= (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌.

其中

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑠1
𝑢2 − 𝑢1

ln
𝑢2

𝑢1

+
𝑣2 − 𝑣1

ln
𝑣2
𝑣1

𝑠2
𝑢3 − 𝑢2

ln
𝑢3

𝑢2

+
𝑣3 − 𝑣2

ln
𝑣3
𝑣2

...
...

𝑠𝑛−2
𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛−2

ln
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛−2

+
𝑣𝑛−1 − 𝑣𝑛−2

ln
𝑣𝑛−1

𝑣𝑛−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠2

𝑠3
...

𝑠𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

设 𝑠1 = 𝑠1,将𝛽1和 𝛽2代入式 (2),得

𝑠𝑘+1 = 𝛽1𝑠𝑘 + 𝛽2

(𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

+
𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

)
. (3)

由式 (3),可依次得到 𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛. 进一步,设

𝑠𝑘 =
𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

− 𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

, (4)

其中𝑢𝑘+1和 𝑣𝑘+1为未知参数.

定定定义义义 3 对于区间灰数 [𝑣𝑘, 𝑢𝑘], 0 < 𝑣𝑘 ⩽ 𝑢𝑘,称

𝑟𝑘 = 𝑣𝑘/𝑢𝑘 (5)

为区间灰数 [𝑣𝑘, 𝑢𝑘]的认知程度, 称𝑅 = (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑟𝑛)为区间灰数 [𝑣𝑘, 𝑢𝑘]的认知程度序列.

易证,对于掌握了所有信息的白数,其认知程度

为 1,即白数是认知程度为 1的特殊区间灰数. 考虑到

人的认知程度受记忆的影响,即当前区间灰数的认知

程度会影响到以后区间灰数的认知程度.由于基于序

列累加的DGM (1, 1)[2]具有无偏性 (对完全满足指数

增长的序列可以完全拟合), 不存在离散模型与连续

模型之间的近似代替,通常具有较高精度.因此,对序

列𝑅 = (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)建立DGM (1, 1),得

𝑟𝑘+1 = (1− e−𝑎𝑟 )
(
𝑟1 − 𝑏𝑟

𝑎𝑟

)
e−𝑎𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

区间灰数预测的建模步骤如下:

Step 1: 按式 (1)计算区间灰数层面积 𝑠𝑘;

Step 2: 按式 (3)预测区间灰数层面积 𝑠𝑘;

Step 3: 按式 (5)计算区间灰数的认知程度 𝑟𝑘;
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Step 4: 对区间灰数的认知程度序列𝑅 = (𝑟1, 𝑟2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)建立DGM (1, 1)模型, 得到认知程度的预测

值;

Step 5: 由 𝑟𝑘+1 = 𝑣𝑘+1/𝑢𝑘+1,得

𝑣𝑘+1 = 𝑢𝑘+1𝑟𝑘+1, (6)

其中𝑢𝑘+1和 𝑣𝑘+1是未知参数, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

Step 6: 由式 (4)和 (6),得方程组⎧⎨⎩
𝑣𝑘+1 = 𝑟𝑘+1𝑢𝑘+1,

𝑠𝑘 =
𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

ln
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

− 𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘

ln
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

,

解方程组,得到𝑢𝑘+1和 𝑣𝑘+1的预测值.

2 上上上界界界、、、下下下界界界均均均服服服从从从指指指数数数增增增长长长的的的区区区间间间灰灰灰数数数

预预预测测测分分分析析析

为了检验本文建模方法的稳定性,下面利用本文

方法进行上界、下界均服从指数增长的区间灰数模拟

分析.

设区间灰数序列𝑋(⊗)=(⊗(1),⊗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑛)),

⊗(𝑘) ∈ [𝑣𝑘, 𝑢𝑘], 𝑣𝑘 = 𝑐1e
𝑎1𝑘, 𝑢𝑘 = 𝑐2e

𝑎2𝑘, 𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则[
𝛽1

𝛽2

]
=

⎡⎢⎣ e𝑎1 + e𝑎2

2
e𝑎2 − e𝑎1

2

⎤⎥⎦ , 𝑟𝑘 =
𝑐1e

(𝑎1−𝑎2)𝑘

𝑐2
.

解方程组, 得 𝑣𝑘+1 = 𝑐1e
𝑎1(𝑘+1), �̂�𝑘+1 = 𝑐2e

𝑎2(𝑘+1),

⊗(𝑘)与其预测值完全相等,因此具有预测无偏性. 实

际应用中,只要原始区间灰数的上界和下界分别近似

服从指数增长规律,就可以利用本文方法进行模拟和

预测. 下面给出判别序列的上界、下界均为服从指数

增长区间灰数的方法.

定定定义义义 4 若区间灰数的上界为𝑢𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛,则称 𝑏𝑘 = (𝑢𝑘+2−𝑢𝑘+1)/(𝑢𝑘+1−𝑢𝑘)为𝑢𝑘(𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛−2)的变化系数, �̄� =
1

𝑛− 2

𝑛−2∑
𝑘=1

𝑢𝑘+2 − 𝑢𝑘+1

𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘
为

𝑢𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 2)的平均变化系数;如果
𝑛−2∑
𝑘=1

∣�̄�−

𝑏𝑘∣ < 𝜀,则𝑢𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 2)近似服从指数增长

规律. 其中 𝜀可根据情况确定, 𝜀越大, 与指数规律近

似程度越低; 𝜀越小,与指数规律近似程度越高. 同理,

可判别序列的下界是否近似服从指数规律.

3 实实实例例例分分分析析析

为便于比较,本文采用文献 [4]的算例. 某企业在

分析竞争对手发展趋势时,缺少对手销售额的准确资

料, 为此, 通过对共同竞标等经营活动中收集到的信

息进行分析后,对该企业销售额的最大值和最小值进

行估计,由此得到的对手销售额序列是一个区间灰数

序列. 采用 3种方法分别建模, 3种方法的误差对比如

表 1所示.

表 1 误差对比 万元

年份 实际值 方法 1[3]模拟值 文献 [4]模拟值 本文方法模拟值

2005 [80, 100] [80, 100] [80, 100] [80, 100]

2006 [95, 120] [98.5, 124.5] [98.2, 124.1] [95, 120]

2007 [120, 150] [114.2, 142.5] [118.2, 147.8] [121.1, 151.0]

2008 [130, 160] [132.4, 163.2] [132.3, 162.9] [129.6, 159.6]

平均相对

误差 / %
7.09 2.23 1.07

方法 1是分别利用文献 [3]的方法对原始区间灰

数序列的上界和下界建立GM (1, 1)模型进行预测.

从表 1可以看出,本文方法的平均相对误差明显小于

其他两种建模方法,说明本文方法能够显著提高建模

精度,同时说明, 对于上界和下界分别近似服从指数

增长规律的区间灰数,应将区间灰数看作一个整体进

行模拟预测,不应分别对原始区间灰数序列的上界和

下界建立GM (1, 1)模型进行模拟.

如果 2006年该企业年销售额为实数 110万元,

则该问题是一个混合序列的预测问题.采用本文方法

建模,模拟值如表 2所示.

表 2 模拟值 万元

年份 实际值 本文方法模拟值

2005 [80, 100] [80, 100]

2006 110 110

2007 [120, 150] [121.5, 151.6]

2008 [130, 160] [110.5, 144.3]

从表 2可以看出, 对于既含有实数, 又含有区间

灰数的混合序列,本文方法同样适用.

4 结结结 论论论

1)本文在计算灰数层的面积和区间灰数认知程

度的基础上, 首先将区间灰数序列转变成实数序列,

然后分别预测灰数层的面积和区间灰数的认知程度,

推导还原得到一种无偏的区间灰数预测模型. 实例分

析结果表明,本文方法在避免区间灰数之间代数运算

的情况下,提高了建模精度.

2)针对既有区间灰数,又有实数的混合序列,本

文方法同样适用.

3)对于上界和下界分别近似服从指数增长规律

的区间灰数,应将区间灰数看作一个整体进行模拟预

测,不应分别对原始区间灰数序列的上界和下界建立

GM (1, 1)模型进行模拟.
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