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摘 要: 研究线性混杂自动机 (LHA)模型. 线性混杂自动机在一定条件下可以转化成与之等价的状态依赖空间模

型, 等价性是指两个系统所产生的轨迹是相同的. 采用非线性广义最小方差算法对状态依赖空间模型进行控制器的

设计, 非线性广义最小方差控制器的设计则基于更为一般的非线性模型, 模型中可含有时滞项和外界干扰, 控制器的

计算过程简单且易于实现. 仿真结果表明, 非线性广义最小方差控制算法能够有效地控制线性混杂自动机, 而且在系

统存在延时、干扰以及噪声的情况下能够得到较为理想的控制效果.
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Abstract: This paper investigates the linear hybrid automata(LHA) model. Under some certain conditions, linear hybrid

automata(LHA) can be converted into their equivalent state-dependent space models, where equivalence means that the two

systems generate the same trajectory. The controller of state-dependent space model can be designed by using a nonlinear

generalized minimum variance(NGMV) algorithm. NGMV controller is designed for a very general nonlinear model, which

can include a set of delay terms and external disturbances. The controller is easy to be computed and implemented.

Simulation results show that the NGMV algorithm can control linear hyprid automata effectively, and satisfying effect is

obtained under the condition of time delay, disturbance and noise exsiting in the system.
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0 引引引 言言言

近 20年来, 人们在科学技术领域取得了不断的

进步, 使得受控系统的规模变得更加庞大, 系统的整

体结构也更加繁杂. 混杂系统模型可用来描述更为复

杂的系统, 其研究领域既包含控制论又含有计算机科

学, 已引起人们更为广泛的关注.

混杂系统主要包括两个部分: 离散事件动态系统

(DEDS)和连续变量动态系统 (CVDS). 这两个子系统

之间互相影响, 从而构成一个统一的动态系统[1]. 在

实际应用中, 很多工业控制过程均可用混杂系统对其

进行建模, 例如交通管理系统、城市污水处理系统、飞

行器的控制系统以及电力系统等. 混杂自动机 (HA)[2]

是混杂系统建模中最为普遍的模型, 所涵盖的范围也

更为广泛, 更具有研究意义. 其他的混杂系统模型, 如

分段仿射系统 (PWA)[3]和混合逻辑动态系统 (MLD)[4]

均可转化为与之等价的混杂自动机模型.

本文主要研究线性混杂自动机 (LHA)模型, 即连

续状态变量的不变集和动态演化过程均为线性函数

且控制模式的跳转条件为线性的表达式. 本文所考虑

的线性混杂自动机模型不仅包含干扰模型, 而且存在
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时间延迟, 所以模型更为复杂. 对于混杂系统, 很多学

者对其进行了深入的研究[5-6], 但是对于LHA, 很多现

有的控制方法并不能对其进行有效控制[7]. 若将LHA

转换成与之等价的状态依赖空间模型, 则可用非线性

广义最小方差 (NGMV)控制律[8]对其进行控制.

非线性广义最小方差控制律是由Grimble等[9]在

最近几年提出的, 它是广义最小方差控制进一步的拓

展应用. NGMV的提出为复杂非线性系统的控制问

题提供了一种新的解决方案, 它对受控系统模型的要

求并不高. 非线性系统模型的一般组成为: 参考输入

子系统和干扰子系统是线性系统; 受控系统模型可以

含有非常一般的非线性项, 如状态依赖空间模型、神

经网络、传递函数甚至是非线性查找表. 通过最小化

由状态变量加权项、误差加权项和控制信号加权项所

组成的信号的方差, 可以得到解析的控制输入信号.

当相关算子存在稳定的逆时, 能够确保系统的稳定

性. 从NGMV对线性混杂自动机的控制过程可以看

出, 它能够控制更为一般的非线性系统.

1 线线线性性性混混混杂杂杂自自自动动动机机机和和和状状状态态态依依依赖赖赖空空空间间间模模模型型型

本文符号标注如下:

𝑅表示实数; 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 表示向量𝑥的维数为𝑛, 且

𝑥的各个元素均为实数; 𝑥𝑖 表示向量𝑥的第 𝑖个元素;

𝑥 = 𝑐 (𝑐 ∈ 𝑅)表示向量𝑥中所有的元素均为常数 𝑐.

0表示实数, 粗体 0表示矩阵.

𝑍表示整数的集合, 对于 𝑎 ∈ 𝑍, 𝑏 ∈ 𝑍, 有

𝑎 ⩽ 𝑏, 𝑖 ∈ 𝑍[𝑎,𝑏] = {𝑖 ∈ 𝑍∣𝑎 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑏}.
对于向量𝑥 ∈ 𝑅𝑛、𝑦 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 ⩽ 𝑦表示𝑥𝑖 ⩽ 𝑦𝑖

(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 即向量𝑥中的各元素均不大于 𝑦

中与之相对应的元素.

对于矩阵𝐻 , 𝐻𝑖 表示矩阵的第 𝑖行, 𝐻𝑗
𝑖 表示矩阵

中第 𝑖行第 𝑗列的元素, 𝐻T 表示矩阵𝐻的转置矩阵,

𝐻𝑛×𝑚 表示𝐻为𝑛行𝑚列的矩阵.
“

⋀
”表示逻辑关系“且”,“

∩
”表示集合之间相

交的关系.

定义如下逻辑表达式:

LT(𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑎 < 𝑏;

0, 其他;

LE(𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑎 ⩽ 𝑏;

0, 其他;

Eq(𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑎 = 𝑏;

0, 其他.

1.1 线线线性性性混混混杂杂杂自自自动动动机机机

定定定义义义 1 一般情况下, 用下面的组合来描述线

性混杂自动机[10]:

𝐻 = (𝑋𝑐,𝑀,𝐸, init, inv,flow, 𝐺, event,Σ ). (1)

其中: 𝑋𝑐 为LHA中连续状态变量的集合; 𝑀 = {𝑀1,

𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑙}为LHA中离散状态变量的集合, 且每个

离散状态变量为LHA的一种控制模式; 𝐸 ⊆ 𝑀 ×𝑀

为LHA控制模式进行跳转的方向; init为LHA中所

有状态变量的初始值; inv为LHA中连续状态变量的

约束条件; flow为LHA中连续状态变量的动态变化

行径; 𝐺为LHA发生控制模式跳转时所应满足的条

件; event为能够引起控制模式发生跳转的外部事件;

Σ 为所有外部事件的集合.

1.2 状状状态态态依依依赖赖赖空空空间间间模模模型型型

状态依赖空间模型中的状态方程矩阵均与状态

变量和控制输入信号相关联, 因此均为时变的. 状态

依赖空间模型的通用表达式为

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑢(𝑡). (2)

状态依赖空间模型的时变特性使其可用于描述

多种类型的非线性动态系统.

2 线线线性性性混混混杂杂杂自自自动动动机机机转转转换换换成成成与与与之之之等等等价价价的的的状状状态态态

依依依赖赖赖空空空间间间模模模型型型

由于LHA的连续状态变量的演化过程易于用状

态空间模型来描述, 要得到与LHA等价的状态依赖

空间模型, 就必须用状态依赖空间模型中相应的表达

式来描述LHA中控制模式的跳转过程及其跳转过程

中所存在的不确定性.

2.1 控控控制制制模模模式式式跳跳跳转转转过过过程程程中中中所所所存存存在在在的的的不不不确确确定定定性性性

假假假设设设 1 线性混杂自动机运行在第 𝑗种控制模

式中, 可向其他 𝑙𝑗 (𝑙𝑗 ⩾ 1且 𝑙𝑗 ∈ 𝑍)种控制模式进行

跳转, 且跳转过程中LHA仅能转向惟一的一种控制

模式.

图 1为LHA从第 𝑗种控制模式向第𝜎𝑗(𝑖) (𝑖 ∈
{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗})种控制模式进行跳转的示意图. 函数

𝜎𝑗(𝑖) ∈ 𝑀 为LHA跳转后所在的离散控制模式的编

码.

≥

≤

Q j,σj i( ) xc k j,σj i( )

L x tj c( ) S j

≤H u tj c( ) V j

x t A x t B u tc j c j c( )= ( )+ ( )•

图 1 转换示意图

图 1中

{𝑥𝑐(𝑡)∣𝐿𝑗𝑥𝑐(𝑡) ⩽ 𝑆𝑗}
∩{𝑥𝑐(𝑡)∣𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝑥𝑐(𝑡) ⩾

𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑖)} ∕= ∅, (3)
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即两个连续状态变量𝑥𝑐(𝑡)的约束条件有非空的交集,

并且当𝑥𝑐(𝑡)取此交集的任意数值时, LHA可发生控

制模式的跳转, 此为LHA跳转时所存在的不确定性.

通过增加控制输入信号𝑤可以表述LHA所具有的不

确定性, 即⎧⎨⎩

𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝑥𝑐 < 𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑖) + 𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ 𝑍[1, 𝑙𝑗 ];

𝐿𝑗𝑥𝑐 ⩽ 𝑆𝑗 ;

𝐻𝑗𝑢𝑐 ⩽ 𝑉𝑗 ;

0 ⩽ 𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑖) ⩽ 𝑤∗
𝑗,𝜎𝑗(𝑖)

, 𝑖 ∈ 𝑍[1, 𝑙𝑗 ].

(4)

当满足式 (4)时, LHA运行在第 𝑗种控制模式中

不会跳转.

通过求解线性规划问题可得到如下信号:

𝑤∗
𝑗,𝜎𝑗(𝑖)

= sup
𝑥𝑐

(𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝑥𝑐 − 𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑖)), 𝑖 ∈ 𝑍[1,𝑙𝑗 ]; (5a)

s.t. 𝐿𝑗𝑥𝑐 ⩽ 𝑆𝑗 . (5b)

本文中用符号𝑇𝑗,𝜎𝑗(𝑖) 表示LHA从第 𝑗种控制模

式向第𝜎𝑗(𝑖)种控制模式发生跳转时所有约束条件的

集合, 𝑇𝑗,0 表示LHA未发生控制模式跳转时约束条件

的集合.

令𝑥(𝑡) = 𝑥𝑐(𝑡), 𝑢(𝑡) =

[
𝑢𝑐(𝑡)

𝑤(𝑡)

]
, 𝑤(𝑡)为所有与

𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑖) 同类的信号的集合, 可以得到如下的逻辑表达

式[11]:

𝑇𝑗,0 =
{ 𝑙𝑗⋀

𝑖=1

LT(𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝑥, 𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑖) + 𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑖))
⋀

LE(𝐿𝑗𝑥, 𝑆𝑗)
⋀

LE(𝐺𝑗𝑢, 𝑊 𝑗)
}
, (6a)

𝑇𝑗,𝜎𝑗(𝑖) =
{
LE(−𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝑥,−𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑖)−

𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑖))

𝑙𝑗⋀
𝑓=1且𝑓 ∕=𝑖

LT(𝑄𝑗,𝜎𝑗(𝑓)𝑥, 𝑘𝑗,𝜎𝑗(𝑓)+

𝑤𝑗,𝜎𝑗(𝑓))
⋀

LE(𝐿𝜎𝑗(𝑖)𝑥, 𝑆𝜎𝑗(𝑖))
⋀

LE(𝐺
𝜎𝑗(𝑖)

𝑗,𝜎𝑗(𝑖)
𝑢,𝑊

𝜎𝑗(𝑖)

𝑗,𝜎𝑗(𝑖)
)
}
. (6b)

2.2 等等等价价价的的的状状状态态态依依依赖赖赖空空空间间间模模模型型型

等价性是指LHA中每个由{𝑥𝑐(𝑡), 𝑢𝑐(𝑡),𝑀(𝑡)}所
表述的系统运行的轨迹, 在LHA等价的状态依赖空

间模型中都会存在一个由 {𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡),𝑀(𝑡)}所表述

的轨迹与之对应, 并且𝑥(𝑡) = 𝑥𝑐(𝑡), 𝑢(𝑡) = [𝑢𝑐(𝑡)
T,

𝑤(𝑡)T]T.

定定定理理理 1 与LHA等价的状态依赖空间模型为

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) +𝐵(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑢(𝑡) =

𝑙∑
𝑗=1

Eq(𝑀(𝑡),𝑀𝑗)
(
𝑇𝑗,0𝐴𝑗,0+

𝑙𝑗∑
𝑖=1

𝑇𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝐴𝑗,𝜎𝑗(𝑖)

)
𝑥(𝑡) +

𝑙∑
𝑗=1

Eq(𝑀(𝑡),𝑀𝑗)×

(
𝑇𝑗,0𝐵𝑗,0 +

𝑙𝑗∑
𝑖=1

𝑇𝑗,𝜎𝑗(𝑖)𝐵𝑗,𝜎𝑗(𝑖)

)
𝑢(𝑡). (7)

其中

𝐴𝑗,0 = 𝐴𝑗 , 𝐴𝑗,𝜎𝑗(𝑖) = 𝐴𝜎𝑗(𝑖),

𝐵𝑗,0 = [𝐵𝑗 0𝑛𝑐×𝜑],

𝐵𝑗,𝜎𝑗(𝑖) = [𝐵𝜎𝑗(𝑖) 0𝑛𝑐×𝜑].

定理的详细证明过程参见文献 [11].

3 非非非线线线性性性广广广义义义最最最小小小方方方差差差控控控制制制律律律

3.1 NGMV受受受控控控系系系统统统描描描述述述

为了得到状态依赖空间描述的系统的控制算法,

系统描述采用文献 [12]中的一般表述形式, 参考输入

模型和干扰模型均为线性子系统. 受控系统主要包含

两个非线性子系统和一个线性输出子系统. 对于线性

混杂自动机而言, 控制输入信号一般是有限制条件的.

因此, 受控系统中第 1个非线性子系统用来描述其约

束条件, 即为一个饱和的非线性子系统; 第 2个非线

性子系统为与线性混杂自动机等价的状态依赖空间

模型; 线性输出子系统为 𝑦 = 𝑢, 即输出等于输入 (所

以在图 2中并未标注). 系统模型如图 2所示.

图 2中主要的信号有以下几种:

误差信号

𝑒(𝑡) = 𝑟(𝑡)− 𝑦2(𝑡); (8)

受控系统输出信号

𝑦2(𝑡) = (𝑊𝑢)(𝑡), (9)

其中𝑊 为整个受控系统的表达式;

参考信号

𝑟(𝑡) = 𝑊𝑟𝜔(𝑡); (10)

观测信号

𝑧(𝑡) = 𝑦2(𝑡) + 𝑣(𝑡); (11)

含有噪声的误差信号

𝑒0(𝑡) = 𝑟(𝑡)− 𝑧(𝑡). (12)

图 2中各个系统的模型描述如下:

参考输入信号模型

𝑥𝑟(𝑡+ 1) = 𝐴𝑟𝑥𝑟(𝑡) +𝐵𝑟𝜔(𝑡), 𝑥𝑟(𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑟 , (13a)

𝑟(𝑡) = 𝐶𝑟𝑥𝑟(𝑡), (13b)

𝑊𝑟(𝑧
−1) = 𝐶𝑟(𝑧𝐼 −𝐴𝑟)

−1𝐵𝑟. (13c)

误差加权信号

𝑥𝑝(𝑡+ 1) = 𝐴𝑝𝑥𝑝(𝑡) +𝐵𝑝(𝑟(𝑡)− 𝑦2(𝑡)), (14a)
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图 2 系统结构

𝑥𝑝(𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑟 , (14b)

𝑦𝑝(𝑡) = 𝐶𝑝𝑥𝑝(𝑡) + 𝐸𝑝(𝑟(𝑡)− 𝑦2(𝑡)). (14c)

将线性参考输入模型和误差加权模型结合到一

起, 可以得到所有线性子系统的拓展状态空间描述为

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑦2(𝑡) +𝐷𝜉(𝑡), (15a)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐸𝑦2(𝑡), (15b)

其中𝑥(𝑡) = [𝑥T
𝑟 , 𝑥

T
𝑝 ]

T.

定义如下算子:

𝜙(𝑧−1) = (𝑧𝐼 −𝐴)−1, (16)

则𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑧−1)𝐵𝑦2(𝑡) + 𝜙(𝑧−1)𝐷𝜉(𝑡).

非线性系统为

(𝑊𝑢)(𝑡) = 𝑧−𝑘(𝑊𝑘𝑢)(𝑡) = 𝑧−𝑘(𝑊2𝑘𝑊1𝑘𝑢)(𝑡), (17a)

𝑢1(𝑡) = 𝑊1𝑘(⋅, ⋅)𝑢(𝑡). (17b)

其中: 𝑘为信号通道中存在的时间延时; 非线性子系

统𝑊1𝑘(⋅, ⋅)为控制输入信号𝑢1(𝑡)的限制条件, 𝑢1(𝑡)

∈ [𝑢min, 𝑢max], 𝑢min和𝑢max分别为下限和上限; 非线

性子系统𝑊2𝑘(⋅, ⋅)为状态依赖空间模型.

为便于稳定性分析, 假定𝑊1𝑘 为有限增益稳定.

稳定性分析时, 时间函数包含在离散Marcinkiewicz

的扩展空间[13]中.非线性控制器设计的目标是在最小

化价值函数的过程中, 确保输入输出路径为有限增益

𝑀2 (𝑀2 为Marcinkiewicz的扩展空间)稳定.

3.2 状状状态态态预预预测测测方方方程程程

利用卡尔曼滤波器来预测所有线性模型的状态

变量. 预测过程参见文献 [14].

定义

𝑇0(𝑘, 𝑧
−1) = (𝐼 −𝐴𝑘𝑧−𝑘)Φ(𝑧−1) =

𝑧−1(𝐼 + 𝑧−1𝐴+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑧−𝑘+1𝐴𝑘−1), (18)

则可得到 𝑘步状态变量的预测方程为

𝑥̂(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
𝐴𝑘𝑥̂(𝑡∣𝑡) + 𝑇0(𝑘, 𝑧

−1)𝐵𝑦2(𝑡+ 𝑘) =

𝐴𝑘𝑥̂(𝑡∣𝑡) +𝐴𝑘−1𝐵𝑦2(𝑡) +𝐴𝑘−2𝐵𝑦2(𝑡+ 1)+

⋅ ⋅ ⋅+𝐴𝐵𝑦2(𝑡+ 𝑘 − 2) +𝐵𝑦2(𝑡+ 𝑘 − 1). (19)

状态依赖空间描述的非线性子系统𝑊2𝑘 可表示为如

下形式:

𝑥2(𝑡+ 1) = 𝐴2(𝑥2, 𝑢1)𝑥2(𝑡) +𝐵2(𝑥2, 𝑢1)×
𝑢1(𝑡− 𝑘) +𝐷2(𝑥2, 𝑢)𝜉2(𝑡), (20a)

𝑦2(𝑡) = 𝐶2(𝑥2, 𝑢1)𝑥2(𝑡) + 𝐸2(𝑥2, 𝑢1)𝑢1(𝑡− 𝑘).

(20b)

为了简化上述表达式, 这里令𝐴2(𝑡) = 𝐴2(𝑥2(𝑡),

𝑢1(𝑡)), 𝐵2、𝐶2、𝐷2 和𝐸2的记法与𝐴2 一样.

假假假设设设 2 假定状态变量𝑥2(𝑡)是可预测的, 当干

扰信号 𝜉2(𝑡)为零 (这样便可从模型中得到 𝑥̂2(𝑡∣𝑡) =

𝑥2(𝑡))或者𝑥2(𝑡)为可测量时, 此假设成立.

由上述假设及状态依赖空间模型表达式可以得

到 𝑘步状态变量𝑥2(𝑡)的预测方程为

𝑥̂2(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 2)× ⋅ ⋅ ⋅ ×𝐴2(𝑡)𝑥̂2(𝑡∣𝑡)+
𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 2)× ⋅ ⋅ ⋅ ×𝐴2(𝑡+ 1)×
𝐵2(𝑡)𝑢1(𝑡− 𝑘) + ⋅ ⋅ ⋅+𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐵2(𝑡+ 𝑘 − 2)×
𝑢1(𝑡− 2) +𝐵2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝑢1(𝑡− 1), (21)

且有

𝑦(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
𝐶2(𝑡+ 𝑘)𝑥̂2(𝑡+ 𝑘∣𝑡) + 𝐸2(𝑡+ 𝑘)𝑢1(𝑡). (22)

由有限冲击响应模型可将式 (21)进一步简化为

𝑇1(𝑘, 𝑧
−1) =

𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 2)× ⋅ ⋅ ⋅ ×𝐴2(𝑡+ 1)×
𝐵2(𝑡)𝑧

−𝑘 + ⋅ ⋅ ⋅+𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)×
𝐵2(𝑡+ 𝑘 − 2)𝑧−2 +𝐵2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝑧−1. (23)

则有

𝑥̂2(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
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𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 2)× ⋅ ⋅ ⋅×
𝐴2(𝑡)𝑥̂2(𝑡∣𝑡) + 𝑇1(𝑘, 𝑧

−1)𝑢1(𝑡), (24)

𝑦2(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
𝐶2(𝑡+ 𝑘)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 2)× ⋅ ⋅ ⋅×
𝐴2(𝑡)𝑥̂2(𝑡∣𝑡) + (𝐶2(𝑡+ 𝑘)× 𝑇1(𝑘, 𝑧

−1)+

𝐸2(𝑡+ 𝑘))𝑢1(𝑡). (25)

3.3 NGMV控控控制制制的的的价价价值值值函函函数数数

NGMV的最优控制问题主要是最小化图 2中信

号𝜙0(𝑡)的方差. 信号𝜙0(𝑡)可表示为

𝜙0(𝑡) = 𝑃𝑐𝑒(𝑡) + (𝑍𝑐𝜒)(𝑡) + (𝐹𝑐𝑢)(𝑡), (26)

其中𝜒(𝑡) = [𝑥T(𝑡), 𝑥T
2 (𝑡)]

T.

价值函数为

𝐽 = 𝐸
{
𝜙T
0 (𝑡)𝜙0(𝑡)

}
= 𝐸

{
trace

{
𝜙0(𝑡)𝜙

T
0 (𝑡)

}}
.

(27)

控制目标是使 𝐽 的值最小.

信号𝜙0(𝑡)包含误差信号的动态加权函数矩阵

𝑃𝑐(𝑧
−1), 可用等价的线性状态空间子系统对其进行

描述, 且有

𝑦𝑝(𝑡) = 𝑃𝑐𝑒(𝑡) = 𝐶1𝑝𝑥(𝑡) + 𝐸1𝑝𝑦2(𝑡). (28)

其中: 𝐶1𝑝 = [𝐶𝑝 0], 𝐸1𝑝 = −𝐸𝑝.

𝜙0(𝑡)还包含所有线性子系统的状态变量以及状

态依赖空间模型的状态变量的加权项, 即

𝑦𝑧(𝑡) = (𝑍𝑐𝜒)(𝑡) = 𝑦1𝑧(𝑡) + 𝑦2𝑧(𝑡) =

𝐶1𝑧𝑥(𝑡) + 𝐶2𝑧𝑥2(𝑡), (29)

其中𝑍𝑐 可以包含动态项和非线性项.

𝜙0(𝑡)的最后一项是控制信号的加权项 (𝐹𝑐𝑢)(𝑡).

若系统每个输出通道都有 𝑘步延时, 则控制信号在 𝑘

步之后会影响输出, 因此控制加权信号可以表示为如

下形式:

(𝐹𝑐𝑢)(𝑡) = 𝑧−𝑘(𝐹𝑐𝑘𝑢)(𝑡), (30)

其中𝐹𝑐𝑘 为满秩可逆.控制加权项一般为线性算子, 但

在某些情形下也可以是非线性算子以便消除系统输

入中的非线性元素.

对控制器设计而言, 动态加权项的选择非常重

要. 一般情况下, 𝑃𝑐 为低通滤波器, 𝐹𝑐 为高通滤波器.

3.4 NGMV最最最优优优控控控制制制的的的求求求解解解

通过展开信号𝜙0(𝑡)的表达式并对其进一步处理

可以得到NGMV控制律的最优解.

将式 (28)和 (29)代入信号𝜙0(𝑡)的表达式, 可得

𝜙0(𝑡) = 𝐶𝜙𝜒(𝑡) + 𝐸𝜙𝑢0(𝑡− 𝑘) + (𝐹𝑐𝑢)(𝑡). (31)

其中

𝐶𝜙 = [𝐶𝜙1 𝐶𝜙2] = [(𝐶1𝑝 + 𝐶1𝑧) 𝐶2𝑧], 𝐸𝜙 = 𝐸1𝑝.

将𝑢0(𝑡− 𝑘)展开并将式 (30)代入 (31), 可得

𝜙0(𝑡) =

𝐶𝜙𝜒(𝑡) + 𝐸𝜙(𝑊2𝑘𝑊1𝑘𝑢)(𝑡− 𝑘) + (𝐹𝑐𝑢)(𝑡) =

𝐶𝜙𝜒(𝑡) + ((𝐸𝜙𝑊2𝑘𝑊1𝑘 + 𝐹𝑐𝑘)𝑢)(𝑡− 𝑘). (32)

由式 (24)可得如下预测方程:

𝜒̂(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
[

𝑥̂(𝑡+ 𝑘∣𝑡)
𝑥̂2(𝑡+ 𝑘∣𝑡)

]
=[

𝐴𝑘𝑥̂(𝑡∣𝑡)+
𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)× ⋅ ⋅ ⋅ →

← 𝑇0(𝑘, 𝑧
−1)𝐵𝑦2(𝑡+ 𝑘)

×𝐴2(𝑡)𝑥̂2(𝑡∣𝑡) + 𝑇1(𝑘, 𝑧
−1)𝑢1(𝑡)

]
=[

𝐴𝑘 0

0 𝐴2(𝑡+ 𝑘 − 1)× ⋅ ⋅ ⋅ ×𝐴2(𝑡)

]
×[

𝑥̂(𝑡∣𝑡)
𝑥̂2(𝑡∣𝑡)

]
+

[
𝑇0(𝑘, 𝑧

−1)𝐵𝑊2𝑘

𝑇1(𝑘, 𝑧
−1)

]
𝑢1(𝑡). (33)

式 (33)可简写为

𝜒̂(𝑡+ 𝑘∣𝑡) = 𝐴𝑘
𝜙𝜒(𝑡∣𝑡) + 𝑇𝜙(𝑘, 𝑧

−1)𝑢1(𝑡). (34)

信号𝜙0(𝑡)提前 𝑘步的预测方程为

𝜙0(𝑡+ 𝑘∣𝑡) =
𝐶𝜙𝜒̂(𝑡+ 𝑘∣𝑡) + ((𝐸𝜙𝑊2𝑘𝑊1𝑘 + 𝐹𝑐𝑘)𝑢)(𝑡) =

𝐶𝜙𝐴
𝑘
𝜙𝜒̂(𝑡∣𝑡) + 𝐶𝜙𝑇𝜙(𝑘, 𝑧

−1)(𝑊1𝑘𝑢)(𝑡)+

((𝐸𝜙𝑊2𝑘𝑊1𝑘 + 𝐹𝑐𝑘)𝑢)(𝑡) =

𝐶𝜙𝐴
𝑘
𝜙𝜒̂(𝑡∣𝑡) + (((𝐶𝜙𝑇𝜙(𝑘, 𝑧

−1)+

𝐸𝜙𝑊2𝑘)𝑊1𝑘 + 𝐹𝑐𝑘)𝑢)(𝑡). (35)

价值函数 𝐽 的预测方程为

𝐽 = 𝐸
{
𝜙0(𝑡+ 𝑘)T𝜙0(𝑡+ 𝑘)

}
. (36)

该方程可以用预测值𝜙0(𝑡 + 𝑘∣𝑡)和预测误差𝜙0(𝑡 +

𝑘∣𝑡)表示, 利用正交性[15]可得

𝐽 = 𝐸{𝜙0(𝑡+ 𝑘∣𝑡)T𝜙0(𝑡+ 𝑘∣𝑡)}+
𝐸{𝜙0(𝑡+ 𝑘∣𝑡)T𝜙0(𝑡+ 𝑘∣𝑡)}. (37)

由于预测误差𝜙0(𝑡 + 𝑘∣𝑡)与控制过程无关, 要得

到 𝐽 的最小值只需将预测信号𝜙0(𝑡 + 𝑘∣𝑡)置零便可,

同时可以得到最优控制输入信号.

假假假设设设 3 通过选取加权函数𝑃𝑐、𝑍𝑐 和𝐹𝑐 可使

非线性算子 (𝑃𝑐𝑊𝑘−𝑁𝑐−𝐹𝑐𝑘)可逆, 并且为有限增益

𝑀2 稳定.

定定定理理理 2 状态依赖空间模型描述的系统的

NGMV最优控制输入信号为

𝑢(𝑡) = − (𝐹𝑐𝑘 + (𝐶𝜙𝑇𝜙(𝑘, 𝑧
−1)+

𝐸𝜙𝑊2𝑘)𝑊1𝑘)
−1𝐶𝜙𝐴

𝑘
𝜙𝜒̂(𝑡∣𝑡), (38)

或者
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𝑢(𝑡) = − 𝐹−1
𝑐𝑘 (𝐶𝜙𝐴

𝑘
𝜙𝜒̂(𝑡∣𝑡) + (𝐶𝜙𝑇𝜙(𝑘, 𝑧

−1)+

𝐸𝜙𝑊2𝑘)(𝑊1𝑘𝑢)(𝑡)). (39)

定理 2的证明过程参见上述推导过程, 将式 (35)

置 0便可得到最优控制输入信号.

仿真系统中经常采用式 (39)的控制器, 其结构如

图 3所示.
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图 3 控制器结构

4 仿仿仿真真真算算算例例例

本文对一个二阶线性混杂自动机算例进行仿真,

系统描述如图 4所示.
≥
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图 4 线性混杂自动机系统描述

系统的参数如图 4所示. 由前所述及式 (7)可得

与线性混杂自动机等价的状态依赖空间模型为⎧⎨⎩

𝑥𝑐(𝑡+ 1) =

(Eq(𝑀(𝑡),𝑀1)(𝑇10𝐴10 + 𝑇12𝐴12)+

Eq(𝑀(𝑡),𝑀2)(𝑇20𝐴20 + 𝑇21𝐴21))𝑥𝑐(𝑡)+

(Eq(𝑀(𝑡),𝑀1)(𝑇10𝐵10 + 𝑇12𝐵12)+

Eq(𝑀(𝑡),𝑀2)(𝑇20𝐵20 + 𝑇21𝐵21))𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = [ 0 1 ]𝑥𝑐(𝑡).

(40)

其中

𝐴10 = 𝐴21 = 𝐴1, 𝐴20 = 𝐴12 = 𝐴2,

𝐵10 = 𝐵21 = [ 𝐵1 02×2 ],

𝐵20 = 𝐵12 = [ 𝐵2 02×2 ].

NGMV控制器加权参数如下:

误差加权

𝑃𝑐(𝑧
−1) =

1.5− 1.999 9𝑧−1 + 0.749 9𝑧−2

1− 1.499 9𝑧−1 + 0.5𝑧−2
; (41)

控制加权

𝐹𝑐𝑘 = −1.25 + 0.25𝑧−1; (42)

状态加权

𝑍𝑐 = [ 0 0 0.1 0 0 0.1 ]. (43)

存在干扰时系统的仿真结果如图 5∼图 7所示.

图 5 系统存在的干扰信号

图 6 存在干扰时系统的控制信号和控制模式转换
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图 7 存在干扰时系统的输出
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由仿真结果可以看出, NGMV控制算法能够有

效地控制线性混杂自动机, 且在系统存在延时、干扰

以及噪声的情形下, 也能得到较为理想的控制效果.

5 结结结 论论论

综上可以看出, NGMV控制器的设计主要具有

以下优点: 1)结构简单; 2)相对于系统的复杂性而言,

它的计算过程并不复杂; 3)对非线性模型具有较为普

遍的适用性; 4)既包含时滞环节又可以同时考虑抗干

扰和噪声.

NGMV控制为解决非线性控制的一系列难题提

供了先进的优化控制方案, 例如非线性控制中的跟踪

问题[16]、时滞问题和抗干扰问题等. 由于此控制方法

还在进一步的完善之中[17], 设计过程中还存在一些不

足, 如系统的稳定性以及鲁棒性等都需要更为深入的

研究.
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