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非线性动力方程的精细时空有限元方法

江小燕，王建国 
 (合肥工业大学土木与水利工程学院，合肥 230009) 

摘  要：根据 Hamilton变作用定律构造了时空有限元矩阵；并根据传递矩阵原理，利用时间的一维性将时空有限

元矩阵变换为时间方向的传递矩阵，将初值问题转化为一般矩阵相乘问题以方便求解。为了保证计算的稳定性，

参考了精细积分的思想提出精细时空有限元方法，并给出线性问题在时间级数荷载作用下的计算式。数值分析结

果证明该方法在线性问题分析上非常准确并可以推广到非线性动力方程的求解；只需将非线性解看作初始解和增

量解的叠加，通过精细时空有限元线性求解方法计算增量解，逐步修正后即可得到非线性解。结果表明该方法是

一个有效的求解非线性动力方程的方法。 
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THE PRECISE SPACE-TIME FINITE ELEMENT METHOD FOR 
NONLINEAR DYNAMIC EQUATION 

JIANG Xiao-yan , WANG Jian-guo 
(School of Civil and Hydraulic Engineering, Hefei University of Technology, Hefei 230009, China) 

Abstract:  Based on the Hamilton variable action law, a space-time finite element is deduced. According to the 
principle of a transfer matrix and one-dimensionality of time, a space-time finite element matrix is transformed to 
a time-transfer matrix and initial value problems are converted to matrix multiplication problems so as to be 
solved more easily. In order to ensure the stability of the calculation, the precise space-time finite element method 
is established on the basis of the precise integration idea, and the calculation formula under the action of series 
loads is presented. The results of numerical analysis on a linear problem show that this method is very accurate 
and can be extended to nonlinear dynamic problems. Firstly, regarded a nonlinear solution as a superposition of an 
initial solution and an incremental solution, and then to calculate the incremental solution using a precise 
space-time finite element linear solution method, to modify solution gradually, the nonlinear solution can be 
achieved finally. The results of numerical experiments show that this method is a stable and efficient calculation 
method on solving nonlinear dynamic problems. 
Key words:  nonlinear dynamic equation; Hamilton variable action law; space-time finite element; precise 

method; transfer matrix 
 
近年来，非线性动力方程的高效计算方法一直

作为一个重要的理论问题被人们所广泛研究。对于

任意的非线性体系而言，常采用的是直接积分法，

例如中心差分法、Houbolt法、Wilson-θ法、Newmark
法等[1－2]。但这些方法尚有不足之处。例如，在用

Newmark 法计算瞬态冲击载荷下的结构弹塑性响

应，会出现结果失真放大的现象，这是由于建立这

些时间积分格式时，在时域上缺乏相应变分原理的

保证。 
而 Hamilton 变作用定律由于在其表达式中包

含有体系在初末时刻的速度，从而自然地包含了初始

条件的影响，因此能完整地表述体系的运动。本文正
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是基于Hamilton变作用定律进行时空有限元推导，并
根据时空元的特点构造递推计算公式，递推计算的稳

定性与步长为函数关系。为了保证计算的稳定性，

本文根据精细积分思想[2－10]构造精细时空元，在保

证了线性问题的准确和稳定的基础上，提出了非线

性问题的增量法；将非线性解看作初始解和增量解

的叠加，增量解的每步计算采用的也是精细时空有

限元，通过增量解对初始解逐步修正最终获得非线

性问题的解。本文主要对集中质量的动力问题进行

研究，但结构分析中杆件和高维问题也可以采用本

文方法进行分析。 

1  时空有限元的构造 

常见的时空变分原理有两种，一种基于

Hamilton变作用定律，一种基于 Gurtin变分原理。
Hamilton 变作用定律是时间上的边值问题，而
Gurtin 变分原理则是将混合边值问题转换为初值问
题，需要进行 Laplace 变换和逆变换，由于卷积积
分是线性的，对非线性问题处理不是很方便。本文

构造的递推矩阵在空间上计算量小，不需要完全将

时间空间双向离散，避免了一般情况下利用

Hamilton变作用定律构造时空有限元的计算量巨大
的问题。 
根据 Hamilton定律，动力系统满足以下公式： 

1 1 1

00 0
δ ( )d δ d δ | 0

nt t t
i tt t

i i

TT V t W t q
q

∂
− + − =

∂∑∫ ∫ &
  (1) 

其中：结构总动能
1 d
2

T uu
Ω

ρ Ω= ∫ & & ；应变能V =  

1 d
2 Ω

σε Ω∫ ；外力 ( ) df fW f cu u
Ω

Ω= −∫ & 。 

可以利用3次 Hermite函数对弹性变形u、外力
f 在时间域 ( ,( 1) )n t n t∆ + ∆ 进行插值： 

1 1 1 1( ) n n n n n n n nu t H Nu H Nu T Nu T Nu+ + + += + + +& & ，

1 1 1 1( ) n n n n n n n nf t H Nf H Nf T Nf T Nf+ + + += + + +& &    (2) 

其中： 2 31 3 2nH ξ ξ= − + ， 2 3
1 3 2nH ξ ξ+ = − ， 

2 3( 2 )nT tξ ξ ξ= − + ∆ ， 2 3
1 ( )nT tξ ξ+ = − + ∆ ，

nt t
t

ξ
−

=
∆
， t∆ 为时间步长； N 为结构的形函数。 

对于集中质量问题，则根据式(1) ~式(2)可以推出： 
=Ku F                  (3) 

其中： 
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其中： 
T dM N N

Ω

ρ Ω= ∫ ； T dC cN N
Ω

Ω= ∫ ； 

T= dK B DB
Ω

Ω∫ ； T Td dn n
S

F N f N t S
Ω

Ω= +∫ ∫  

2  线性问题的求解 

2.1  一般动力问题的求解 

一般动力问题一个时间分段 t∆ 下可以用时空
有限元表示为： 

1 1

n n

n n

u F
u F+ +

   
=   

   
K             (4) 

其中：
 

=  
 

A B
K

C D
； nu 、 1nu + 为第 n步和第 1n +

步变形和速度； nF 、 1nF + 为第 n步输入节点荷载和 

第 1n + 步输出节点荷载。通过式(4)整理可得： 

1 11 12

1 21 22

n n

n n

u u
F F

+

+

    
    

    

a a
=

a a
        (5) 

其中： 1
11= −− B Aa ； 1

12
−= Ba ； 21 −Ca = 1−DB A；

1
22 = −DBa 。 

可以构造出以下递推公式： 

1 11 12[ ] n
n

n

u
u

F+
 

=  
 

a a            (6) 

给定初值 0u ，按照式(6)可递推计算 1 2 , , nu ,u uL 。 

由稳定性分析理论可知，计算结果的稳定性和矩阵

11=H a 的谱半径是有关系的， ( ) 1Hρ ≤ 是稳定的。 

令 2π mT
k

= , T xT∆ = ，可得： 

2 2 4 4 4 4 6 6 2 2 8 8

2 2 4 4
1 1164 π 144 π 630 4 88830 π 21960 π 99225 π 1216 π( )
2 315 48 π 80 π

x x x x x xH
x x

ρ
+ + + − − +

=
+ +

−
     (7)
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图 1  谱半径 

Fig.1  Spectral radius 

谱半径 ( )Hρ 是 t∆ 和 t之比 x的函数，从图 1

看出当 x大于一定的值时，式(5)是不稳定的，为了
保证计算结果的精确，可以将 t∆ 取值设置的比较

小，这样的结果就是计算量将会大大增加，利用式(5)
的特点，本文构造精细递推矩阵，可以有效地解决

以上问题。 
2.2  无荷载振动问题的求解 

对于无荷载振动时可以表示为： 
1

1 [ ] [ ( )]n n nu u t u−
+ = − = ∆B A H  

如果将 n到 1n + 之间将步长细分为m步，令
/t mτ∆ = ∆ ，递推公式可以表示为： 

1
1 1

[ ( )]
m m

n n n
i i

tu u u
m

τ+
= =

 ∆ = = ∆    
∏ ∏H H   (8) 

可以令 ( )τ∆ = + ∆H I H ，ΔH 一般都是比较
小的数字，之所以这样表达主要是避免小数与大

数相加。 
如果令 2nm = ，则有矩阵 t的精细算法表达式： 

2

1
[ ( )]

n

an
i

τ
=

∆ = +∏ H I t  

其中： 1 2Δ Δ Δat = H + H H  

… 
1 2aj aj aj aj+t = t + t t ， 1,2,3, ,j n= L        (9) 

例如按照以上步骤执行 20 次计算时，相当于
对时间 t∆ 进行了 1048576 等分，如果按照迭代计
算，这是一个巨大的工作量。对于等步长的计算，

每步的递推矩阵 ( )t∆H 都一样，可以一次获得精细

递推矩阵，保证递推计算的稳定、准确和高效。 
考虑一个动力学问题  0u u+ =&& ， (0) 1u = ，

(0) 0u =& ，取 1m = 、 1k = 、 1.0t∆ = 时，图 2给出

精确解和按照式(5)的原始解、精确解和精细解的计
算对比，从图 2可以看出，按照原始递推求解时计
算时发散的，按照精细矩阵法求解，计算点与精确

解是完全一致的，证明了本文计算方法的有效性。 
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图 2  原始解、精确解和精细解的计算对比图 

Fig.2  Comparison of primitive solution, precise solution and 
exact solution 

2.3  荷载为常数的振动问题的求解 

考虑荷载情况时式(6)可以表示为： 
1 12[ ( )] [ ( )] ( )n n nu t u t F t+ ∆ ∆ ∆= H + a   (10) 

将 n 到 1n + 之间的步长细分为 m 步，令
/t mτ∆ = ∆ ， 12( ) [ ( )] ( , )nt tτ τ= ∆ ∆F a F ，{ ( )}F t 对

于荷载不随时间变化问题为常数，则式(10)递推计
算可以表示为： 

1 0[ ( )]τ= ∆ +u H u F            (11) 

            L  
1[ ( )]k kτ −= ∆ +u H u F           (12) 

1 [ ( )]k kτ+ = ∆ +u H u F           (13) 

            L  
1[ ( )]m mτ −= ∆ +u H u F          (14) 

其中， 0
n=u u 、 1

m
n+=u u 。 

式(13)减式(12)，可得： 
1Δ [ ( )]Δk kτ −= ∆u H u            (15) 

其中： 1 1Δ k+ k+ k= −u u u ； 1 1Δ k k k− −= −u u u ，从而

可以推出： 

0 0

1
Δ [ ( )]Δ Δ

m
m

k
τ

=

= ∆ =∏u H u t u      (16) 

t可以按照式(9)精细算法进行计算。 
根据式(11)： 

     0 1 0Δ +u = h u F               (17) 
根据式(14)： 

1Δ [ ]m m +u = h u F            (18) 

由式(17)、式(18)整理可得： 
0 1 1 1 1( [ ] ) [ ]m − −+ −u = t u h F h F        (19) 

其中： ([ ( )] )i iτ= ∆ −h H I , 1,2, , , ,i i n= L L 。 

按照式(19)可以递推求解荷载为常数情况的动
力问题。 

2.4  荷载为级数形式的动力问题求解 

对于可以用时间级数表达的动力问题： 
1

1 2( , ) ( ) ( ) ( ) n
nf t a t a t a tτ τ τ −= + + +L ， 

2 3

0
Δ

2 3

0

( , )(1 3 2 )d

( )
d ( , ) (3 2 )d

d

f t

f t

τ

τ

τ ξ ξ τ

τ
ξ ξ τ

τ

∆

∆

 
− + 

 =  
 − 
 

∫

∫
τF t ， /ξ τ τ= ∆  

(20) 
可以按照下式分析： 

1 0 (0)= +u Hu F   

L  
1 ( )n n n τ+ = + ∆u Hu F (21) 

0 1 0 1 0{Δ } (0)= − = +u u u h u F  

L  
1 1{Δ } ( )n n n n n τ+= − = + ∆u u u h u F           (22) 

2 0 1 0 2 1{Δ } {Δ } {Δ } (0) Δ (0)= − = + +0u u u h u h F F

L  
2 1{Δ } {Δ } {Δ }n n n+= − =u u u  

2 1 ( ) Δ ( )n n nτ τ+ ∆ + ∆h u h F F         (23) 

按照式(21) ~式(23)可以递推计算出： 
0 1 1 1 0

1
0 1 1

1

{Δ } {Δ } {Δ }

(0) Δ (0)

n n n

n
n n n i i

i

− −

−
− − −

=

= − =

+ + ∑

u u u

h u h F h F
 

同理可以推出： 
1 1 1{Δ } {Δ } {Δ }n m n m n m− + −= − =u u u      

1
1 1

1
( ) {Δ ( )}

n
n m n n i i

i
t t

−
− − −

=

+ ∆ + ∆∑h u h F h F  

Δ ( ) ( ) ( )t t tτ= ∆ + −F F F  

 L  
       1 1Δ ( ) Δ ( ) Δ ( )n n nt t tτ− −= ∆ + −F F F  

其中：对于Δ ( )tF , ,Δ ( )n tFL 的显式表达式，则由

泰勒公式展开可得： 

1
( ) ( ) ( ) ( )

!

in
i

i
t t t t

i
τ

τ
=

∆
∆ = ∆ + − = ∑F F F F  

L  
Δ ( ) ( ) (( 1) )n t n t n tτ τ τ∆ + = ∆ + − − ∆ + =F F F  

1

( ( 1) ) ( )
!

i i in
i

i

n n t
i

τ

=

− − ∆∑ F       (24) 

同样有： 
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2

2

(2 2)( ) Δ ( ) Δ ( ) ( )
!

i in
i

i
t t t t

i
τ

τ
=

− ∆
∆ = ∆ + − = ∑F F F F

L  
2Δ ( ) Δ ( ) Δ (( 1) )n t n t n tτ τ τ∆ + = ∆ + − − ∆ + =F F F

2

( 2( 1) ( 2) ) ( )
!

i i i in
i

i

n n n t
i

τ

=

− − + − ∆∑ F   (25) 

根据式(24) ~ 式(25)可得： 

0

1 ( 1) !( )Δ ( ) ( )
! ( )! !

j n k in
j i i

i j k

j n kt t
i j k k

τ
−

= =

 − −
= ∆ − 
∑ ∑F F (26) 

则 n阶级数问题的解为： 
1

0 1 1 1 1

1
[ ] (0) [ ] [ ] (0)

n
n n i i

i

−
− − − −

=

 
 
 

= + + ∆ −∑mu t u h F h h F  

1
1 1 1 1

0
[ ] ( ) [ ] [ ] ( )

n
n n i i

i
t t

−
− − − −

=

  ∆ + ∆ ∆  
  
∑h F h h F  

(27) 
考虑以下动力问题：

2 32 0.2 0.02 0.002 0

0 1 0 0

,
( ) , ( )

u u t t t
u u

+ + + − + =
= =

&&
&

 

取 2.5t∆ = ，图 3给出精细解与精确解之比。从图
形看结果吻合性非常好，虽然步长较大，但没有出

现发散现象。 
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图 3  精细解与精确解对比 

Fig.3  Comparison of precise solution and exact solution 

3  非线性问题的求解 

3.1  非线性问题的求解 

考虑非线性问题，可以仿照式(4)将非线性问题
表示为如下形式： 

1 1 1

n n n

n n n+ + +

     
= −     

     

u F N
K

u F N
      (28) 

其中， nN 、 1n+N 表示非线性项部分。 

本文提出一种增量递推法求解上面的非线性

问题，给定第 i步初始解 1
1

i
n
−
+u ，通过增量 1Δ i

n+u 逐步

修正得到修正解 1
i
n+u 。 

令 1 Δi i i
n n n

−= +u u u ， 1
1 1 1Δi i i

n n n
−

+ + += +u u u ，并将

1n+N 、 nN 进行线性化：

1
1

1
1 1 1

Δ

Δ

i i i
n n ni

Ti i i
n n n

−
−

−
+ + +

          = +     
          

N N u
K

N N u
， 

1i
T

−K 是切向刚度矩阵，代入式(28)并整理可得： 
1

1
1

1 1

Δ Δ

Δ Δ

i i
n ni

T i i
n n

−
−

−
+ +

      =   
      

u F
K

u F
         (29) 

其中： 
1

1
1
1

Δ [ , ]
i
ni

n n i
n

−
−

−
+

  = −  
  

u
F F A B

u
，

1
1
1 1 1

1

Δ [ , ]
i
ni

n n i
n

−
−
+ + −

+

  = −  
  

u
F F C D

u
。 

将式(29)整理可以表示为 i步增量递推形式： 

  
1 1

11 12
1 11 1
1 21 22

Δ Δ

Δ Δ

i ii i
n n
i ii i

n+ n

− −

− −− −

       =     
        

u ua a
F Fa a

   (30) 

由于 i
nu 为已知，Δ i

nu 始终为 0，所以该式递推

格式为： 
1 1

12{Δ } {Δ }i i i
n n

− −=u a F           (31) 

式(31)中的 1
12
i−a 可以同样采用精细矩阵算法进行

计算。 
3.2  算例 

为了验证本文计算方法的有效性，考虑一个非

线问题 30.05 sin( ) 0u u u u t+ + + + =&& & ， (0) 1u = ，

(0) 0u =& ，利用上式， 1.0t∆ = 时按照增量计算得到

下面的解，计算点数为 30，结果和 Runge-Kutta法
进行比较，Runge-Kutta计算点数为 250，数值结果
表明两种方法非常吻合。 

0 5 10 15 20 25 30
−2

−1

0

1

2  Runge-Kutta法
 本文精细解

时间t

振
幅

u(
t)

 
图 4  精细解和 Runge-Kutta法结果比较 

Fig.4  Comparison of precise solution and Runge-Kutta 
method 
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4  结论 

本文根据 Hamilton 变作用定律构造了时空有
限元，利用时间的一维性，将其转换为传递矩阵，

避免了直接在时间方向离散。由于计算的稳定性和

传递矩阵的谱半径有关系，本文提出了时空有限元

的精细计算方法，该方法可以达到数值意义上的精

确解。对于一般时变问题可以进行级数展开，本文

也给出了荷载为时间级数形式问题的解。数值分析

表明本文方法在线性问题上是非常准确的。本文最

后将该方法推广到非线性问题分析上，将非线性问

题的求解转化为增量解的求解，通过每步增量解的

精细计算，逐步修正初始解，最终可以得到非线性

问题的解，数值证明该非线性解也是稳定可靠的。 
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