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关于分析力学的三本名著
—— 分析力学札记之二十四

梅凤翔 1)

(北京理工大学力学系, 北京 100081)

摘要 介绍 20 世纪初分析力学的 3 本名著：Appell 的，

Suslov 的和 Whittaker 的.
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1 Appell 的理论力学

1.1 概况

Appell P (1855∼1930)，汉译阿佩尔，法国数学

家，力学家. 他的著作《Traité de Mécanique Ra-

tionnelle》(《理性力学》)[1]，共 5 卷，1893 年出第

1 版，1902 年出第 2 版，1909 年出第 3 版，被誉为

19 世纪末最著名的教材之一. 1911 年前 3 卷被译成

俄文，1960 年将前 2 卷 1953 年第 6 版译成俄文，

并改名为《理论力学》.

1.2 内容

Appell 书的前 2 卷共 27 章 532 节.

第 1 卷静力学 · 点的动力学，计 16 章，包括矢

量理论，运动学，力学基本定律 · 质量与力，功 · 力
函数，点的平衡 ·系统的平衡，刚体的平衡，可变系
统，可能速度原理，摩擦概念，一般知识 ·直线运动 ·
炮弹运动，中心力 ·行星的椭圆运动，点沿固定曲线
和动曲线的运动，点沿固定曲面和动曲面的运动，

自由质点的 Lagrange 方程，d′Alembert 原理 · 最小
作用量原理，正则方程，Jacobi 定理.

第 2 卷系统动力学 · 分析力学，计 11 章，包括

惯性矩，系统运动普遍定理 · 7个万有运动方程，刚
体运动 ·平面平行运动，刚体定点运动，自由刚体，
相对运动，d′Alembert原理，分析动力学普遍方程，

正则方程 · Jacobi定理和 Poisson定理 ·Hamilton原

理 ·最小作用量原理和最小拘束原理，打击，机器概
念 · 相似.

1.3 精彩章节

(1) 第 464 节, 直接应用 Lagrange 方程于最小

参数数目的不可能性.

(2) 第 465 节, 既适合完整系统, 又适合非完整

系统的运动方程的普遍形式.

(3) 第 469 节, 仅用一个函数 T 表征非完整系

统的不可能性.

(4) 第 470 节, 伺服约束.

1.4 点评

(1) 文献 [2] 以“关于 Appell 的理论力学”为

题，从理论力学教材的角度做了一些讨论.实际上，

有 8章涉及分析力学内容，包括 d′Alembert原理，

Lagrange方程，正则方程，Hamilton原理，Jacobi定

理，最小作用量原理，最小拘束原理，分析动力学普

遍方程等.

(2) 书中将 d′Alembert 原理与 d′Alembert-

Lagrange 原理，即动力学普遍方程，统称为

d′Alembert 原理.

(3) Appell 书中最重要的贡献，就是“分析动力

学普遍方程”，即 Appell方程，它既适合完整系统，

又适合非完整系统.

(4) 书中介绍了伺服约束，这类约束是主动约

束，非 Chetaev 型约束，需专门研究.

(5) Appell书在虚位移原理的充分性证明中，利

用了实位移是虚位移之一的条件，因此，证明仅适合

双面理想定常完整系统，或双面理想非完整齐次约

束系统. 目前尚未见到原理的严格证明.

(6) Appell 书中的虚位移原理和动力学普遍方

程的前提条件是“无摩擦约束”，在俄译本中改为理

想约束. 然而，两者不是一样的.

(7) Appell 方程的积分方法还有待研究.
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2 Suslov 的理论力学

2.1 概况

Suslov G K(1857∼1932)，汉译苏斯洛夫，俄罗

斯力学家. 1880 年与 L�punov AM(1857∼1918) 同

时毕业于彼得堡大学. 在莫斯科大学完成博士学位

论文《允许有给定积分的力函数》，一生发表近 50

篇原创性论文，大部分涉及点和刚体的经典动力学

问题 [3]. Suslov 重视力学的基本概念和方法论，

表述在他的分析力学教程和一系列论文中. 1900 年

出版两卷《分析力学基础》，1946年改名为《理论力

学》[4]，由 Buhgol~c和 Golbcman校订，指出改名

从近代术语观点看更能反映书的内容.

2.2 内容

Suslov的《理论力学》，共 4 部分，57 章，315

节. 第 1 部分为矢量代数和分析基础，共 4 章. 第 2

部分为运动学共 9 章. 第 3 部分为质点动力学，共

11 章. 第 4 部分为质点系动力学，共 33 章，包括质

量集合的 2章；系统动力学基本原理 ·运动方程 ·动
力学定律的 7章，其中有虚位移，可能位移，第 1类

Lagrange方程，第 2类 Lagrange方程，Hamilton方

程；力学普遍原理的 2 章：微分原理和积分原理；

静力学的 4章，其中有虚位移原理、平衡稳定性；动

力学方程的积分的 5 章；Jacobi 最终乘子，Jacobi--

Poisson定理，独立坐标中的 Hamilton主函数 ·特征
函数，对非自由运动与条件方程相关的坐标中的主

函数和特征函数，特征函数的某些应用；刚体动力学

的 10 章: 自由刚体的运动方程，非自由刚体的运动

方程，刚体定点运动 ·Euler情形，刚体定点运动 ·正
和逆 Poinsot运动，刚体定点运动：Lagrange情形，

刚体定点运动：Kovalevska� 情形，遵从有限约束

的非自由刚体的运动的例子，遵从不可积微分约束

的非自由刚体运动的例子，刚体定点运动:Bobylëv-

Steklov 情形，属于具有固有运动的轴的刚体运动

方程；打击理论的 3章：质点的打击理论，质点系的

打击理论，刚体的打击理论.

Suslov这本书长达 655页，其中属于分析力学

的包括第 1 类 Lagrange 方程，第 2 类 Lagrange 方

程，Hamilton 方程, 微分原理，积分原理，虚位移原

理，Jacobi最终乘子，Jacobi--Poisson定理，Hamilton

主函数，受有约束的刚体运动等.

2.3 精彩章节

(1)第 87节牛顿第三定律，写到：“牛顿第一定

律指出物体上是否施力，第二定律指出力的模和方

向，第三定律说到物体相互作用的重要性质，因此说

到力的根源. · · · · · · 按牛顿的表述，取物质或质量作
为基本概念，借助时间和空间的概念，那么力就是导

出概念. 反之，取力作为基本概念，此时质量概念可

借助一些条件来导出”.

(2) 第 201 节 Hamilton 形式的稳定作用量原

理，指出该原理不适合具有不可积微分约束的系统.

(3) 第 207 节虚位移原理，给出形式

n∑
v=1

F v · δrv 6 0

(4) 第 208 节虚位移原理对确定系统平衡位置

的应用，给出质点系同时受到有限约束和微分约束

的带乘子的方程.

(5)第 264节非自由刚体一般情形的运动方程，

给出刚体同时受到有限约束和微分约束的带乘子的

方程.

(6) 第 300 节属于具有固有运动轴的刚体运动

方程.

2.4 点评

(1) 作为 L�punov 的同学，Suslov 更偏重教

学，他对牛顿第三定律的理解与众不同.

(2)给出的虚位移原理的形式，既适合双面约束

又适合单面约束系统，是虚位移原理的全面准确表

达.

(3) Suslov 认为对非完整系统 Hamilton 原理

不是稳定作用量原理. 原理中 dδ 运算不能交换的结

果被 Novosëlov 称为非完整系统 Hamilton 原理的

Suslov 形式 [5-6].

(4) 给出同时受有完整约束和非完整约束的平

衡方程以及刚体运动微分方程. 这样处理比分别研

究完整约束和非完整约束系统更具普遍性.

(5)第 300节实际是动轴理论，它可应用于建立

非完整系统的微分方程，方程中会出现约束力 [7].

(6) Suslov博士学位论文的结果被称为动力学

逆问题中的经典 Suslov 问题 [8-9].

(7) Suslov关于虚位移原理充分性的证明不够

充分. 他将动能定理写成形式

δT =
n∑

v=1

F v · δrv +
n∑

v=1

Rv · δrv

由理想约束性质

n∑
v=1

Rv · δrv > 0
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而得到
n∑

v=1

F v · δrv 6 0

实际上，动能定理给出的是

dT =
n∑

v=1

F v · drv +
n∑

v=1

Rv · drv

仅当实位移是虚位移之一时，才能将 d 写成 δ. 因

此，这种证明仅适合理想完整定常系统或理想非完

整齐次约束系统.

3 Whittaker 的分析动力学

3.1 概况

Whittaker ET (1873∼1956)，汉译惠特克，英国

数学家，力学家. 他的著作 A Treatise on the Ana-

lytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies, with

an Introduction to the Problem of Three Bodies[10] 由

剑桥大学出版社出版，1904 年出第 1 版，1917 年出

第 2 版，1927 年出第 3 版，1937 年出第 4 版，1937

年出俄译本，名为《分析动力学》，1944 年美国第 1

次印刷.

3.2 内容

Whittaker的书共 16章，205节，456页，包括运

动学预备，运动方程，积分可用原理，质点动力学可

解问题，刚体动力学说明，刚体动力学可解问题，振

动理论，非完整系统 ·耗散系统，最小作用量原理和
最小曲率原理，Hamilton 系统及其积分不变量，动

力学的变换理论，动力学系统的积分性质，三体问题

的降阶，Bruns和 Poincaré定理，轨道的一般理论，

用级数积分等.

3.3 精彩章节

(1) 第 29 节受绕轴匀速转动约束系统的运动，

给出一类相对运动力学方程.

(2)第 30节准坐标下的 Lagrange方程，介绍了

Boltzmann 和 Hamel 的工作.

(3) 第 31 节给出广义势函数的例子.

(4) 第 32 节初始运动.

(5) 第 42 节利用能量积分将一动力学系统降阶

为较少自由度问题.

(6) 第 151 节已知一个积分确定作用在系统上

的力.

3.4 点评

(1) 朱照宣先生曾说过，Whittaker 这本书把

1904年以前有关经典动力学的成果做了很好的总结.

朱先生的话很中肯.

(2) Whittaker 的书被许多书刊列为主要参考文

献.

(3) 全书材料准确，大多给出出处，习题典型、

难度较大，排版很少有错.

(4) 受匀速转动约束问题被 Lur~e 推广到一般

情形 [11].

(5)广义势函数引出的 Helmholtz条件，即自伴

随条件，在 Lagrange 力学逆问题中被广泛采用 [12].

(6)利用能量积分降阶结果得到的方程，被称为

Whittaker方程. 多年前，作者审过一篇稿件，国内一

位年轻作者未看过这本书，独自导出了这个方程，

当然不能发表了. Whittaker方程可推广到一类非完

整系统 [7].

(7)已知一个积分确定作用在系统上的力，被称

为 Bertrand 定理，被推广应用于非完整系统 [9].

(8) 此外，20 世纪 30 年代，Whittaker 给出不

能 Lagrange 化的例子，也被称为 Whittaker 方程，

有形式 [12]

q̈1 = q1, q̈2 = q̇1

Whittaker 方程在分析力学的发展过程中有重要作

用 [13].

(9) 第 90 节研究了非完整系统在小的意义下的

稳定性问题，认为待定乘子是小量，因此，非完整约

束方程中的系数取为常数，而约束方程可积分，这样

就把非完整系统平衡稳定性问题变成了相应完整系

统问题. 这样是不对的. [14]

(10) 第 97 节碰撞之例中将 Coulomb 摩擦定

律作为联系法向和切向冲量间的物理条件. 1984 年

Kane 举例指出，这个条件有时不成立. 文献 [15] 给

出两种修正方案.

4 结论

介绍的 3 本书是 20 世纪初关于理论力学和分

析力学的名著，其中 Appell 的和 Suslov 的风格相

近，而 Whittaker 的是另一种风格. 作者在学习这 3

本书中，受益非浅，启发良多.
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理论力学多面摩擦问题的程式化解法
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摘要 为有效克服试凑法、穷举法在处理多面摩擦临界状态

问题时造成的重复计算，通过引入临界状态集和偏离度两个

新概念，提出一种求解多面摩擦临界状态问题的程式化方法.

通过一个较为复杂的多面摩擦问题验证了方法的有效性. 结

果表明，该方法显著降低试凑不同临界状态带来的计算量，

可作为摩擦问题计算机辅助求解的一种有效算法.
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引 言

静摩擦的临界状态是理论力学静力学部分中的

一个重要内容，也是学习的难点之一. 随着作用在

一个物体上外力的变化，其临界状态可能会发生切

换 [1]. 而对于具有多个摩擦接触面 (以下简称多面

摩擦)的物体系统，由于各摩擦面都有可能进入临界

状态，则随着外力的不断变化，系统处于临界状态的

位置会发生变化，其临界状态的切换会更复杂. 若将

多个摩擦接触面中发生临界状态的位置组成的集合

定义为临界状态集，则在特定外力作用下，如何确定

系统的临界状态集是静摩擦问题的难点之所在.

现行的理论力学教材 [2-7] 在处理静摩擦问题时

大都采用试凑法和穷举法，即任选一处或几处摩擦

面并假设其达到临界状态，然后利用平衡方程和摩

擦定律求解其他处的摩擦力及法向约束反力，最后

根据库伦静摩擦定律 (以下简称摩擦定律)判断解的

合理性. 这种方法显然是可行的，但是对于摩擦面较

多的系统，由于对系统的临界状态集没有任何先验

的知识，给出的假设往往具有一定的盲目性，因此常

常需要反复对临界状态集进行多次选择，造成不必

要的重复计算.

本文基于对多面摩擦问题的分析与归纳，试图

寻求一种求解多面摩擦问题的程式化方法，以克服

试凑法、穷举法在处理多面摩擦临界状态问题时的

盲目性，提高问题的求解效率.

1 多面摩擦问题的程式化求解流程

在求解具有多面摩擦的平衡系统关于某一物理

或几何参数的极值 (如位置，倾角等) 问题时，往往

需要确定系统的临界状态集. 求解步骤一般如下：

(1)列出系统的静力学平衡方程 (此时一般为超
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