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两类有脱层损伤层合圆柱壳的半解析法研究
1)

张银波 2) 但 敏 3)

(中国民航大学航空工程学院, 天津 300300)

摘要 为了研究层合壳脱层，本文首先建立了柱坐标系下 Hamilton 正则方程的 8 节点等参元列式；然后

分别采用了 “先分后合” 模型和 “弱粘接” 模型对开口壳的脱层损伤进行了模拟；通过利用层间的力学关系建

立了整个壳的求解方程；最后分别从粘接完好和脱层两类情况对开口壳进行研究，并计算脱层前缘裂纹扩展的

能量释放率. 数值实例的分析结果表明环向脱层受外载荷影响大于轴向脱层外载荷影响，脱层深度对两类脱层

模型影响较大.
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SEMI-ANALYTICAL SOLUTION FOR TWO KINDS OF DELAMINATION

MODELS OF LAMINATED CYLINDRICAL SHELLS 1)

ZHANG Yinbo2) DAN Min3)

(Aeronautical Engineering College, Civil Aviation University of China, Tianjin 300300, China)

Abstract To study the delamination process of a laminated shell, the 8-node isoparametric element formulation

for laminated shells based on the Hamilton canonical equation in the Cylindrical Coordinates is derived firstly.

Then the separating-combining model and the weak-interface model are used to simulate the delamination

between layers. The solution for whole shells is obtained. For the perfect interface and delamination situation,

the two models are analyzed and the energy release rate of the delaminated shell is obtained finally. The results

of numerical examples show that the energy release rate of a circumferential delamination is larger than that

of an axial delamination, and the laminated thickness affects greatly the two models.

Key words Hamilton canonical equation, 8-node isoparametric element, cylindrical shell, delamination

引 言

当代各种先进的民用航空动力装置，都对结构

提出更可靠、更轻、更耐久等要求. 为了适应发动

机的发展，国外主流航空发动机制造厂商纷纷发展

新型航空材料，复合材料就是其中重要材料之一 [1].

例如 GE 公司在 GE90 型发动机的风扇叶片和出口

导流叶片均采用树脂基复合材料，RB211, Trent800

和 PW4084 等发动机的包容环均采用了 Kevlar 树

脂复合材料作为保护层 [2].

在这些壳类结构的层合复合材料中，层合壳的

层间由于局部制造的缺陷和长期服役，导致相邻层

间出现脱层损伤，而脱层是复合材料结构中常见的

且较具威胁性的破坏形式之一，国内外有大量文献

对脱层进行研究 [3-7]. 其中文献 [6]针对复合材料层

合壳脱层损伤问题提出 “先分后合” 的数学模型，

文献 [7] 在该数学模型的基础上研究了脱层板的固

有频率. “先分后合” 的数学模型有较完善的计算过

程，但是该模型推导较为复杂，而层间 “弱界面” 模

型 [8-9] 有相对简单的推导过程，在模拟脱层中有一

定的优越性.
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本文在弹性力学 Hamilton 正则方程的半解析

法 [10-11] 的基础上，首先运用 8节点有限元 [7] 建立

了复合材料层合壳的混合控制方程；然后利用层间

位移和应力关系，将这两类层合开口壳的脱层损伤

模型进行运用，验证了半解析法在层合开口壳脱层

模型上运用的正确性.

1 Hamilton 正则方程的 8 节点等参元列式

对于绝大多数工程材料，在直角坐标系下，材料

单元体的本构关系为




σx

σθ

σr

τθr

τxr

τxθ





=




C11 C12 C13 0 0 C16

C12 C22 C23 0 0 C26

C13 C23 C33 0 0 C36

0 0 0 C44 C45 0

0 0 0 C45 C55 0

C16 C26 C36 0 0 C66




·





∂u

∂x

1
r

∂v

∂θ
+

w

r

∂w

∂r

∂v

∂x
+

1
r

∂u

∂θ

∂u

∂r
+

∂w

∂x

1
r

∂w

∂θ
+

∂v

∂r
− v

r





(1)

其中，σx, σθ, σr, τθr, τxr, τxθ 为应力分量；u, v 和 w

分别表示 x, θ, r 3 个方向的位移；r 为单层薄壳的

中性面半径；C11, C12, C13, C16, C22, C23, C26, C33,

C36, C44, C45, C55, C66 是弹性材料的刚度系数，Cij

(i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 与工程弹性参数的转变关系可

见文献 [12].

对于图 1 (hk 为第 k 层厚度，其他参数解释见

下文)中的整个壳，根据文献 [13-15]，以 r 坐标模拟

为时间 t，利用修正后的 Hellinger--Reissner 变分原

理可将壳的总势能表示为

δΠ = δ

∫∫∫

V

LRdV + δ

∫∫
©

SA

(λT
1 Bpq̄ − λT

0 Bp̄q)dS

(2)

其中 LR =
P̂

r
Q,r − H 是 Reissner’s 能密度函

数；P̂ = rP = r[τxr τθr σr]T，H 为 Hamil-

ton 函数，Q,r =
∂Q

∂r
, P̂ = r[τxr τθr σr]T，

Q = [u v w]T；SA = Su+Sσ+Sm为混合边界条件；

λ1 = [λx − 1 λθ − 1 λr − 1]T 和 λ0 = [λx λθ λr]T

是特意引入的特征系数 [7]；λi (i = x, θ, r) 的值

为 1 和 0，以此来表示边界状态的特征; Bpq̄ =

[px(u− ū) pθ(v − v̄) pr(w − w̄)]T，pi (i = x, θ, r)

是边界面 3 个坐标轴方向上的应力分量；ū，̄v 和

w̄ 是边界面 3 个坐标轴方向上给定的位移分量；

Bp̄q = [p̄xu p̄θv p̄rw]T，p̄i (i = x, θ, r) 是边界面 3

个坐标轴方向上给定的应力分量. 其值可见文献 [7].

图 1 层合圆柱壳

利用高阶单元具有比低阶线性单元更高的收敛

率，8 节点有限元比 4 节点有限元具有更快的收敛

率，本文引入 8 节点形函数 [7]，对每一薄层进行网

格划分，见图 2.

Ni(ξ, η) =





(1− ξ2)(1 + ηiη)/2 , i = 2, 6

(1 + ξiξ)(1− η2)/2 , i = 4, 8

(1 + ξiξ)(1 + ηiη)(ξiξ + ηiη − 1)/4 ,

i = 1, 3, 5, 7
(3)

通过控制 ξ 和 η 的值来选取节点. 即可得图 1 中某

图 2 8 节点等参元
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一个网格的形函数矩阵

Nall =




N̄(x, θ) 0 0

0 N̄(x, θ) 0

0 0 N̄(x, θ)




(4)

式中

N̄(x, θ) = [N1(ξ, η) N2(ξ, η) N3(ξ, η) N4(ξ, η)

N5(ξ, η) N6(ξ, η) N7(ξ, η) N8(ξ, η)]

设混合状态 Hamiltonian 等参元的场函数为

u(x, θ, r) = NallU
T
all(r)

v(x, θ, r) = NallV
T
all(r)

w(x, θ, r) = NallW
T
all(r)





(5a)

τxr(x, θ, r) = Nallτ
T
xr,all(r)

τθr(x, θ, r) = Nallτ
T
θr,all(r)

σr(x, θ, r) = Nallσ
T
r,all(r)





(5b)

N =




Nall 0 0

0 Nall 0

0 0 Nall




(5c)

根据式 (5a) 和式 (5b)，可将式 (2) 中 P 和 Q 写成

矩阵形式为

P = NP e

Q = NQe



 (6)

式 (6) 中下标 e 表示某一薄层中的编号为 e 的一个

网格，在处理完边界后整合到式 (2) 中. 然后对式

(2) 进行变分并分步积分，即可得下列方程
[

C 0

0 C

]
∂

∂r

{
P e

Qe

}
=

[
A B

F D

]{
P e

Qe

}
+

{
Ξ

0

}

(7)

式 (7)中矩阵 C，A，B，F，D 和 Ξ 的详细表达见

文献 [7,12].

将第 k 薄层中的所有网格进行拼装并求逆，即

可得到单层壳的控制方程

∂

∂r
V (k)(z) = K(k)V (k)(z) + G(k) (8)

式 (8) 中等式右侧 K(k) 表示第 k 层积分后所得状

态方程，其余两项类推，详情见文献 [7]，由常系数

微分方程知，式 (8) 的解为

V (k)(r) = exp(K(k)r)V (k)(0)+
∫ r

0

exp(K(k)(r − τ))G(k)(τ)dτ (9)

令 G(k)(τ) = 0 忽略自身重量，式 (9) 可以写成

V
(k)
top = T (k)V

(k)
bot (10)

其中 V
(k)
top 和 V

(k)
bot 分别表示第 k 层壳的上下状态

矢量；T (k) = exp(K(k)r) 是该层的传递矩阵.

同理类推，可得层合壳中其他每层的控制方程.

例如第 (k + 1) 层有

V
(k+1)
top = T (k+1)V

(k+1)
bot (11)

2 两类层合壳脱层模型

2.1 “先分后合” 模型

把壳划分成上、下两个子壳，并建立统一的坐标

系，如图 3 所示. 壳结构依次从内至外编号，共 m

层.

图 3 带有脱层的层合壳

对上、下两个子壳分别在 x--θ 曲面上采用相同

的方法进行有限元离散，并将层合壳分为脱层区和

连续区两部分，因此将式 (10)和式 (11)的力学分量

(包括应力分量和位移分量) 进行分类得到上子壳的

状态方程




M tt
c (rt)

M tt
d (rt)



 =


T t

11 T t
12

T t
21 T t

22








M tb
c (rd)

M tb
d (rd)



+





F t
c

F t
d





(12)

式中，M tt
c (rt) 和 M tb

c (rd) 为连续区外表面和内表

面的力学分量；M tt
d (rt) 和 M tb

d (rd) 为脱层区外表

面和内表面的力学分量；T t
ij(i, j = 1, 2) 表示上子壳

控制方程；F t
c 和 F t

d 分别表示上子壳重力分量.

在式 (12) 中，“c” 表示层合壳”，“d” 表示脱层.

“tt, tb” 第一个上标 “t” 表示上子壳，第 2 个上标

“t” 标示上子壳的上表面，第 2 个上标 “b” 标示上

子壳的下表面.
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同理得到下子壳的状态方程




Mbt
c (rd)

Mbt
d (rd)



 =


T b

11 T b
12

T b
21 T b

22








Mbb
c (rb)

Mbb
d (rb)



 +





F b
c

F b
d



 (13)

式中，Mbt
c (rd) 和Mbb

c (rb) 表示连续区外表面和内

表面的力学分量；Mbt
d (rd) 和Mbb

d (rb) 表示脱层区

外表面和内表面的力学分量；T b
ij (i, j = 1, 2) 表示

上子壳控制方程；F b
c 和 F b

d 分别表示下子壳重力分

量.

因为上子壳的内表面与下子壳的外表面在连续

区内应力和位移分量是连续的，即

M tb
c (rd) = Mbt

c (rd) (14)

因此将式 (12) 和式 (13) 联立得




M tt
c (rt)

M tt
d (rt)

Mbt
d (rd)





=




T t
11T

b
11 T t

11T
b
12 T t

12

T t
21T

b
11 T t

21T
b
12 T t

22

T b
21 T b

22 0



·





Mbb
c (rb)

Mbb
d (rb)

M tb
d (rd)





+





F t
c + T t

11F
b
c

F t
d + T t

21F
b
c

F b
d





(15)

在式 (15)中，层合壳内、外层表面和两个脱层表

面的边界条件中有一半是已知的，假定层合壳内、

外层表面以及两个脱层表面的应力分量已知，则由

式 (15) 可求得内、外层表面以及两个脱层表面的位

移分量，再利用式 (12) 和式 (13)，即可求出含脱层

损伤层合壳任意位置处所有的位移和应力分量.

2.2 弱粘接模型

对于层与层之间的界面，不考虑层间粘接层的

厚度，无论是粘接完好还是发生脱层，其力学性能

关系有

τ
(k+1)bot
xr = τ

(k)top
xr = K

(k)
xr (u(k+1)bot − u(k)top)

τ
(k+1)bot
θr = τ

(k)top
θr = K

(k)
θr (v(k+1)bot − v(k)top)

σ
(k+1)bot
r = σ

(k)top
r = K

(k)
rr (w(k+1)bot − w(k)top)




(16)

其中 K
(k)
ij (i, j = x, θ, r) 为第 k 层和第 (k + 1) 层之

间的分离系数，该值的取得与界面应力有关；τ
(k)top
ij

(i, j = x, θ, r) 表示第 k 层上表面某节点的应力；

u(k+1)bot(u = u, v, w) 表示第 (k + 1) 上某节点的位

移，其余类推.




τ
(k+1)bot
xr

τ
(k+1)bot
θr

σ
(k+1)bot
r

u(k+1)bot

v(k+1)bot

w(k+1)bot





=




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

Rxr 0 0 1 0 0

0 Rθr 0 0 1 0

0 0 Rrr 0 0 1




·





τ
(k)top
xr

τ
(k)top
θr

σ
(k)top
r

u(k)top

v(k)top

w(k)top





(17)

其中，对于界面分离关系为线性时，Rij (i, j = x, θ, r)

为常数. 可以看出 Rij = 0 表示层间粘接完好,

Rij →∞ 表示层间出现脱层.

式 (17) 可以写成

V
(k+1)
bot = M (k)V

(k)
top (18)

式中M (k) 表示式 (17) 行列式矩阵.

由式 (10) 和式 (11) 可得

V
(k+1)
top = T (k+1)V

(k+1)
bot =

T (k+1)M (k)T (k)V
(k)
bot (19)

对于共 m 层的层合壳，同理可以得到

V
(m)
top =

( m∏

k=1

T (k+1)M (k)T (k)
)
V

(1)
bot (20)

这样即可得到整个壳的控制方程. 对于理想粘

接情况，M (k) 均是单位矩阵；出现界面脱层，根据

分离系数 Rij 定义不同的系数就可以得到不同的界

面模型.

3 求 解

对于式 (10) 的齐次边界情况，可得方程的通

解 [12] 为

Rk(rk) = T k(−tk)Rk(0) (21a)
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式中 tk 是第 k 层的厚度；rk 是第 k 层的中径，对

于 m 层的壳，根据层间应力和位移的连续性，有

Rm(h) =
( m∏

j=1

T j

)
R1(0) (21b)

式 (21a) 和 (21b) 中 Rk(0) 表示第 k 层的下表面应

力位移参数；T k(−tk) 表示刚度矩阵；Rk(rk) 表示

上表面应力位移参数.

将其写成矩阵形式为





P (h)

Q(h)



 =


T 11 T 12

T 21 T 22








P (0)

Q(0)



 (22)

式 (22)中 P (h)表示整个壳的上表面应力；Q(h)表

示整个壳的上表面位移；T ij (i, j = 1, 2) 表示整个

壳的传递矩阵.

参照图 3，如果式 (22) 中 h 代表整个层合壳

厚度，设整个层合壳的上下表面加载应力为 P (h),

P (0)，通过式 (22) 可以求得

Q(0) = T−1
12 (P (h)− T 12P (0)) (23)

Q(h) = T 21P (0) + T 22Q (0) (24)

式中，Q(h) 和 Q(0) 即为整个层合壳上、下表面的

位移.

在已求解出整个层合壳下表面的位移 Q(0)，和

已知道整个层合壳下表面的应力 P (0) 情况下，将

式 (22)中的 h设定为图 3中第 1层的厚度，利用式

(22) 可求解出图 3 中第 1 层的 P (h) 和 Q(h). 以此

类推，即可求解出整个层合壳中每一层的应力和位

移.

4 裂纹扩展的能量释放率

对于脱层壳，由于中间含有脱层长度为 L2 穿

透裂纹，根据 Griffith的裂纹扩展理论，恒力条件下

的裂纹体，在力 P 的作用下，弹性伸长量 a 在裂纹

长度不变的情况下，载荷 P 与其作用点位移 a成正

比，即如图 4 中直线 OM 所示.

图 4 弹性体能量模型

由于直线 OM 的斜率即为弹性体的刚度系数，

其倒数 λ 称为柔度系数，简称柔度，等于单位载荷

作用下的位移，有

λ =
a

P
(25)

在固定载荷 P0 作用下，当裂纹长度扩展 da

时，弹性裂纹体刚度下降，柔度增加，载荷与位移关

系改为斜率较小的直线 OM ′，当裂纹面扩展时，弹

性体所储存的应变能没有减少，反而增加，其增加量

为 (SOM′N′ − SOMN) (带下标的 S 表示面积). 载荷

作的功等于 MM′N′N 的面积，外力所作的功除了部

分供给弹性系增加应变能外，还有剩余功

SMM′N′N (SOM′N′ − SOMN) = SOMM′ (26)

该剩余功即图中阴影面积部分. 又因为

SOMM′ = SMM′N′N/2，这部分功用来使裂纹扩展，

恰好与弹性系应变能的增加相等，都是外力做功的

一半.

Griffith的裂纹扩展理论中，将层合壳和外载荷

构成一起的整个系统的能量 (即势能) 用 U 表示，

裂纹扩展 S，则单位面积系统能量的能量释放率 GI

满足下式.

GI = − lim
∆A→0

∆U

∆S
= − lim

∂A→0

∂U

∂S
(27)

负号是因为裂纹扩展时，系统势能下降. 下标 I

表示第 1 类裂纹.

在裂纹扩展过程中，因为 da, dl 和 SOMM′ 都是

微量，如果脱层前缘为直线，有

GI = − lin
∆A→0

∂U

∂S
= − lin

∆A→0

∆MM ′

∂S
= −Pda/2

bdl
(28)

式 (25) 中有 da = Pdλ，即式 (28) 可表示为

GI = − lim
dl→0

P 2

2
dλ

dl
(29)

将式 (24)中所求的 P (h)和Q(h)代入式 (29)，

通过计算可以求出整个脱层壳的 GI.

5 数值实例

本算例采用某种复合材料圆柱壳，壳外侧受到

均匀拉力 q = 1的作用，壳内侧自由，材料参数如下
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(此处单位为无量纲化处理，详情见文献 [13])

C12/C11 = 0.246 269 , C13/C11 = 0.083 171 5

C22/C11 = 0.543 103 , C23/C11 = 0.115 017

C33/C11 = 0.530 172 , C44/C11 = 0.266 810

C55/C11 = 0.159 914 , C66/C11 = 0.262 931

铺设方式为从内层到外层为 [90◦/0◦]3，几何参数为

壳的平均半径 r0 = 1，壳长 x = 1，中面弧长

l = πr0/2，总厚度 h = 0.1r0，h1 = h3 = 0.1h，

h2 = 0.8h. 壳共分为 6 个薄层，各层厚度从内到外

分别为 d1 = 0.1h，d2 = d3 = d4 = d5 = 0.2h，

d6 = 0.1h.

一维贯穿脱层情况：见图 5(a)，壳 θ = 0，π/2

边简支 (θ 为 yoz 平面上的圆周角)，x = 0，l 边自

由，脱层半径 rd = r0，脱层区域在壳几何中心且贯

穿圆柱壳向两侧扩展.

二维中间脱层情况：见图 5(c)，壳 θ = 0, π/2边

固支；x = 0, l 边自由，脱层半径 rd = r0，脱层区域

在壳的几何中心且为矩形圆柱壳，由中间向四边扩

展.

(a) 环向一维贯穿脱层

(b) 轴向一维贯穿脱层

(c) 二维中间脱层

图 5 壳的层示意图

表 1 和表 2 中未加括号的数值是利用 “先分后

合” 模型计算的，方括号的数值是利用 “弱粘接” 模

型计算所得. 为了满足 Rij → ∞，经过多次试验，
当 Rij 的数值取得大于 104 后，可以逼近结果.从本

算例中可以看出，无论是发生一维贯穿脱层还是二

维中间脱层，由于粘接作用，虽然下子壳上没有施加

力的作用，还是在半径方向上有一定的位移，随着脱

层长度的增加，下子壳的半径方向位移逐渐减小，

表 1 脱层壳不同脱层尺寸 (弧长) 下最大位移比较

0.2l 0.3l 0.4l 0.5l 0.6l

上子壳上表面
33.778 1[
33.660 0

] 46.559 3[
46.417 3

] 57.214[
57.127 3

] 59.090 7[
58.890 7

] 61.712 1[
61.675 0

]

上子壳下表面
33.614 7[
33.602 6

] 46.342 6[
46.392 6

] 56.956 7[
56.917 0

] 58.817 7[
58.737 7

] 61.441 7[
61.394 2

]

下子壳上表面
20.618 1[
20.601 7

] 17.544 9[
17.370 6

] 14.230 0[
14.198 7

] 11.372 1[
11.321 2

] 9.129 98[
9.112 08

]

下子壳下表面
20.248 1[
20.517 3

] 17.131 9[
17.286 0

] 14.170 3[
14.170 0

] 11.337 9[
11.309 8

] 9.106 23[
9.076 23

]
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表 2 脱层壳不同脱层尺寸 (长 × 宽) 下最大位移比较

0.2×0.2 0.3×0.3 0.4×0.4 0.5×0.5 0.6×0.6

上子壳上表面
29.709 0[
29.692 7

] 33.298 7[
33.267 8

] 37.120 5[
37.108 5

] 45.000 4[
49.9817

] 48.367 5[
48.317 3

]

上子壳下表面
29.567 1[
29.552 7

] 33.139 6[
33.097 6

] 36.942 9[
36.907 5

] 44.776 4[
44.627 6

] 48.116 2[
47.966 2

]

下子壳上表面
28.230 1[
28.217 6

] 28.165 9[
28.117 6

] 26.621 7[
26.599 7

] 25.944 8[
25.927 3

] 24.222 5[
24.201 7

]

下子壳下表面
28.035 3[
27.895 3

] 27.892 6[
27.837 1

] 26.354 4[
26.347 1

] 25.672 9[
25.617 6

] 24.094 2[
23.992 8

]

即上子壳对下子壳的影响随着脱层长度的增加而逐

渐减小.

脱层壳能量释放率计算：如图 5(a) 所示环向脱

层，在脱层长度占全部长度的 30%；θ = 0，π/2 边

固支；x=0，l 边自由的情况下，不同脱层半径 rd 的

能量释放率见图 6. 如图 5(b) 所示，在脱层长度为

40%；θ = 0，π/2 边固支；x = 0，l 边自由的情况下

不同脱层半径 rd 的能量释放率见图 7.

图 6 环向脱层时能量释放率

图 7 轴向脱层时能量释放率

通过图 6 和图 7 可以看出，对于同一脱层长

度，外载荷增加时，不同脱层半径下的能量释放率

增加速度不一样，越靠近载荷加载，更容易发生脱

层. 同时环向脱层受外载荷影响大于轴向脱层外载

荷影响，对于壳类件，在选择受力载荷时需要考虑结

构可能发生脱层的方向.

6 结 论

本文是基于弹性材料修正后的 H-R变分原理，

建立了柱坐标系下 Hamilton 正则方程 8 节点等参

元列式，运用层间力学关系，完成了两类层合开口

壳脱层损伤模型的半解析法研究. 通过对两个模型

的研究，得到如下结论：

(1) 利用二次插值函数较高的计算精度，结合

等参元可以处理各种复杂形状的优点，在丰富了

Hamilton 正则方程的半解析法的同时，可以封装为

有限元商业软件中的固定模块，以便后期做更深的

研究；

(2) 研究发现，“先分后合” 模型在模拟已知单

层脱层情况下的力学情况较为方便，对于多层脱层

情况，该方法显得格外复杂，计算过程中由于层间的

接触问题而使得该法的局限性较大；

(3) 本文中的 “弱粘接” 模型可以模拟多层层间

失效的情况，模型简单，通用性较好. 但是该模型只

能近似模拟层合壳的完全脱层，Rij 值的选取对最终

结果有较大影响.

本文的方法可以进一步推广到压电材料中去.

利用 9 节点作为插值函数，仍可采用本文方法进行

类推.
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