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水力压裂过程的扩展有限元数值模拟方法 
盛  茂，李根生 

(油气资源与探测国家重点实验室(中国石油大学(北京))，北京 102249) 

摘  要：建立了基于扩展有限元法的水力压裂数值模拟方法，使水力裂缝独立于网格存在，无需预设裂缝扩展方

位。在扩展有限元计算框架下，将裂缝面处理为求解域内边界，将缝内水压力转化为相关单元等效节点力；运用

考虑缝内水压力作用的相互积分法来数值求解缝尖应力强度因子；采用最大能量释放率准则确定裂缝是否继续扩

展及扩展方位；最终编制了计算机程序。利用该方法数值模拟了单条水力裂缝在恒定水压力作用下作非平面扩展，

所得结果分别与室内试验和解析模型相对比。结果表明，数值结果与室内试验和解析解吻合较好，缝尖应力强度

因子最大相对误差不高于 0.45%，验证了该方法的可行性和准确性。 
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EXTENDED FINITE ELEMENT MODELING OF HYDRAULIC  
FRACTURE PROPAGATION 

SHENG Mao , LI Gen-sheng 
(State Key Laboratory of Petroleum Resources and Prospecting, China University of Petroleum, Beijing 102249, China) 

Abstract:  This paper proposed a numerical scheme to simulate the hydraulic fracture propagation in a frame by 
an extended finite element method, in which a crack representation is explicit and independent of the mesh grid. 
The crack faces are treated as internal boundaries, which are opened and supported by hydraulic pressure. An 
integral scheme is presented to an equal the hydraulic pressure as nodal forces. The interactive integral method is 
used to calculate the stress intensity factor with the consideration of hydraulic pressure on crack faces. The 
maximum energy release criterion is selected to determine the propagation condition and crack direction. The 
corresponding code was prepared and used to simulate the non-planar propagation of a single hydraulic fracture 
with a constant hydraulic pressure. The numerical results are compared with the lab test and the analytical model. 
The results show that the numerical results of mode I have an excellent agreement with analytical results, in which 
the maximum relative error is below 0.45%.  
Key words:  hydraulic fracturing; numerical simulation; extended finite element method; oil and gas well; 

fracture 
 
水力压裂是指通过向地层中高排量泵注液体，

使得地层岩石起裂、扩展形成人工裂缝的过程[1]。

该方法广泛应用于石油工程油气井增产，具有重要

工程背景。水力压裂过程涉及到岩石变形和缝内流

动，属于典型的流固耦合问题[2―4]，并且，裂缝的

存在使得岩石位移场不连续，数值处理难度较大。 

以往研究[3,5―8]中有限元法常被用于模拟水力

压裂过程，然而，经典有限元的力学基础为连续介

质力学，本身不具备处理不连续体的能力。实际操

作时需将裂缝与网格节点相重合，裂缝面处理为内

边界，缝内水压力即施加到缝面节点上。为了提高

求解精度，在裂缝周围和尖端区域必须网格加密，
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并且裂缝每扩展一步就得网格重新划分。由此带来

的繁重前处理工作和复杂几何拓扑设计限制了计

算效率，很难满足水力压裂设计对时效的要求。扩

展有限元法是一种适合于求解不连续问题的新型

数值方法[9]，其优点是裂缝独立于网格存在，裂缝

扩展无需重新划网格，已被广泛用于求解断裂力学

问题[10]。然而，目前该方法多应用于干裂缝扩展数

值模拟，而在解决水力裂缝扩展问题上鲜有报   
道[11―13]，与干裂缝扩展问题相比其难点在于：1) 需
要将缝面水压力转化为与裂缝相关单元的节点力；

2) 采用相互积分法(Interaction integral)计算缝尖应
力强度因子时需考虑水压力作用。 
本文将扩展有限元法应用于水力压裂模拟问

题上，解决了缝内水压力施加到岩石节点和考虑缝

内水压力的缝尖应力强度因子求解等问题。首先推

导了水力压裂问题的虚功方程；其次给出了求解不

连续位移场的扩展有限元差分格式和矩阵方程；再

次，针对缝内水压力沿裂缝积分、单元积分方案、

裂缝扩展准则等问题，讨论了数值处理方法；最后

参照室内试验和解析模型条件设计算例，算例结果

与试验和解析结果十分吻合，验证了该方法的可行

性和准确性。 

1  水力压裂问题的虚功方程 

如图 1所示，考虑二维求解域 V受水平主应力
作用，中心一口井泵注压裂液产生单条裂缝 Σ。为
简化分析，假设求解域内地层均质各向同性，缝内

压力均匀分布，地层处于平面应变状态，裂缝作准

静态扩展。记求解域外边界的应力边界为 Гσ，位移
边界 Гu。定义水力裂缝两侧表面 Σ+、Σ−分别作用流

体压力 p+、p−，相应外法线方向为 n+、n−。 

 
图 1  水力压裂物理模型示意图 

Fig.1  Schematic of hydraulic fracturing problem 

水力压裂过程岩石骨架受到缝内水压力、水平

主应力和体积力等外力作用，裂缝准静态扩展意味

着裂缝连续扩展且时刻受力平衡，张量形式的平衡

方程为： 
0∇ ⋅ + =σ b                (1) 

考虑线弹性本构关系，则： 
: ( )=σ C E U               (2) 

式中：C 为弹性系数矩阵；b 为体积力向量；E(U)
为应变矩阵。本文将缝内水压力处理为边界外力，

则边界力条件可表示为： 
t

p p p
σΓ σΓ

+ − + −
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扩展有限元中裂缝不依赖于网格而独立存在，

网格划分时不需要考虑裂缝形态和位置。因此，可

采用简单的四边形结构化网格划分求解域。针对位

移场选用试函数 h
uU ，位移变量取自测试空间 h

uV ，

表达式如下： 
h h h h
u { , },U g Γ= ∈Λ =u u u 在 上∣   
h h h h

u { , 0 }V Γ= ∈Λ =v v v 在 上∣         (4) 

假设试函数和测试函数在裂缝法线方向不连

续，根据虚功原理，可得受力平衡方程的弱积分形

式为： 
h h h

\ \
0 ( ) : ( )d d

V V
V V

Σ Σ
ε= − ⋅ +∫ ∫v σ u v b  

§ ¨
u

h ( ) d dp Σ t
Σ Γ

Γ⋅ − ⋅ + ⋅∫ ∫v n n     (5) 

其中，§ ¨h ( )+ −= −v v v 表示测试函数 v在裂缝面处

间断。式中，V\Σ 表示不包含裂缝的空间，右端第
一项表示岩石骨架变形所产生的应变能；第二项为

体积力作功；第三项为缝内水压力在缝面作功，它

是区别于干裂缝扩展的重要体现；第四项为外边界

力作功。式(5)即为水力压裂问题的虚功方程。 

2  不连续位移场求解数值模型 

裂缝的存在使得位移场不连续和近缝尖区域

位移场奇异。扩展有限元法是在不改变计算网格结

构的前提下，通过引入两个局部加强函数[9]，即

Heaviside函数 H(x)来表征间断位移场，缝尖近似位
移函数 Φα(x)来表征奇异位移场。局部加强函数只
针对与裂缝相关的单元和节点进行处理。如图 2所
示，扩展有限元的单元类型包括裂缝贯穿单元、缝

尖单元、过渡单元和普通单元，其中前三种单元均

与裂缝相关。对应的节点类型分别为贯穿加强节
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点、缝尖加强节点和普通节点。 

裂缝

贯穿加强节点

缝尖加强节点

裂缝贯穿单元

过渡单元

缝尖单元  
图 2  扩展有限元单元与节点类型示意图 

Fig.2  Element and node representation in XFEM 

引入局部加强函数的位移近似函数可写成[9]： 
h

1 1

( ) ( ) ( )
n m

i i j j
i j
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= + +∑ ∑u x u x x  
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1 1
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∑ ∑x x               (6) 

式中：n 为求解域节点总个数；m 为贯穿加强节点
个数；q 为缝尖加强节点个数；aj、 kbα为附加自由

度。可见，贯穿加强节点自由度在常规每个自由度

方向上增加 1个自由度，缝尖加强节点自由度在常
规每个自由度方向上增加 4个自由度。Heaviside函
数实际上是一个阶跃函数，它与水平集函数相配  
合[14]，来判断某点处于何侧裂缝面，从而表达裂缝

两侧间断的位移场，表达式如下： 
1 ( ) 0

( ) sign( ( ))
1 ( ) 0

H
ϕ

ϕ
ϕ

>
= = − <

x
x x

x
   (7) 

函数 Φα(x)是依据线弹性断裂力学中缝尖渐进
位移场提取得到的缝尖加强函数。建立缝尖为原点

的局部极坐标系，Φα(x)可表示为： 
( , )rαΦ θ =  

cos , sin , sin sin , cos sin
2 2 2 2

r θ θ θ θ
θ θ 

 
 

, 

1,2,3,4α =  (8) 
裂缝贯穿单元的裂缝宽度等于裂缝面上点在

裂缝面法线方向的相对位移，表达式可写为： 
( ) ( ) 2 j j

j
w N a+ −= − ⋅ = ⋅∑x u u n n     (9) 

将式(6)代入受力平衡方程弱形式(5)中，以节点
位移为未知数，可得岩石骨架变形的总体刚度   
方程： 

=KX f                (10) 

 

式中：K为总体刚度矩阵；X为未知自由度向量；f
为力向量。扩展有限元中单元未知自由度向量 xe、

单元力向量 ef 和单元刚度矩阵 e
ijk 的组成均与单元

类型有关，一般形成可表示为： 
1 2 3 4 T[ , , , , , ]e

i j k k k k=x u a b b b b           (11) 
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其中： 
T( ) ( )d , , , ,ij i jV

V u a bαβ α β α β= =∫k B C B   (14) 

对于过渡单元，单元刚度方程各项如式(11)~
式(13)；对于裂缝贯穿单元，方程各项退化为不含
关于 b的矩阵；对于缝尖单元，方程各项退化为不
含关于 a的矩阵；对于普通单元，方程各项退化为
不含关于 a、b 的矩阵。求解总体刚度方程可得不
连续位移场。 

3  裂缝扩展数值处理方法 
当已知节点位移和附加未知自由度后，就可以

采用数值方法求取 I型应力强度因子和 II型应力强
度因子，其后选取适当的裂缝扩展准则判断裂缝是

否继续扩展以及扩展方位和步长。 
3.1  水压力沿裂缝积分方法 
由于裂缝不与网格节点重合，所以无法像求解

域外边界那样将均布载荷转化为边界线单元等效

节点力，而是需要将水压力转化为单元节点的(裂缝
贯穿单元)等效节点力。这是水力压裂数值处理中遇
到的新问题，在处理干裂缝时不存在该问题。如  
图 3所示，具体积分方法：1) 将裂缝与裂缝贯穿单
元的交点视为离散点，裂缝被离散为多个一维单

元；2) 在一维母单元上布置四个高斯积分点 gi；3) 
根据线段相似比将局部坐标系下一维单元积分点

变换为全局坐标系下二维四节点单元中积分点 Gi；

4) 通过坐标逆变换将全局坐标系下积分点变换为
四节点母单元局部坐标系下积分点 ig′；5) 根据积
分点 ig′坐标计算四节点单元的形函数和雅克比行

列式，积分加权因子是一维高斯积分点所对应的

值，然后数值积分可得到等效节点力，其受力方向

由夹角 θ确定。通过对各裂缝段高斯积分后就可得
到裂缝贯穿单元的等效节点力。 
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(a) 裂缝一维离散 

1g′
2g ′

3g ′
4g′

 
(b) 积分方法 

图 3  水压力沿裂缝积分方法示意图 
Fig.3  Numerical integral of hydraulic pressure along crack 

3.2  地应力初始化与外边界条件施加 
为模拟水力压裂前原始地应力，在施加外边界

水平主应力和缝内水压力前，求解域各节点均受到

原始地应力作用，我们默认原始状态各节点位移为

零，因此原始时刻各节点实际受力与原始地应力大

小相等，方向相反。数值处理为初始时刻力向量 f
对应的各节点力等于原始水平主应力的负数。 
3.3  裂缝贯穿单元和缝尖单元积分方案 
裂缝贯穿单元和缝尖单元内均被裂缝分割，并

且位移场在裂缝两侧不连续。如果此类单元仍沿用

四节点单元中高斯积分点布置形式，那么单元积分

精度会严重不足，因此需要特殊处理此类单元积 
分[15]。一般处理方法是将这两种单元剖分为多个三

角形单元，然后在每个三角形单元中布置高阶高斯

积分点。单元积分值等于每个三角形单元积分值之

和。与有限元法不同的是，扩展有限元法中单元剖

分的目的仅是为了提高积分精度，而不会引入新的

自由度，并且不需要考虑因网格形状畸变导致的单

元刚度矩阵奇异问题。本文采用的单元剖分形式如

图 4所示，对于缝尖单元，以缝尖为起点，分别连
接四节点，并且延长裂缝与四边形单元边相交，即

得到 6个三角形单元；对于裂缝贯穿单元，裂缝与
单元交点与单元两节点相连接，即得到 4个三角形
单元。 

1
2

3
4

5

6 1

2
3

4

 
图 4  裂缝贯穿单元和缝尖单元剖分示意图 

Fig.4  Mesh dividing schemes for split and tip elements 

3.4  裂缝扩展准则和应力强度因子计算方法 
裂缝扩展准则是确定裂缝是否会扩展以及扩

展方向的判据。目前公认的复合模式拉剪裂缝扩展

准则有最大拉应力准则、最大能量释放率准则和最

小应变能密度准则。尽管这三类准则基于不同假设

条件，但是多数断裂问题采用三类准则得出的结果

很接近[16]。本文选用最大能量释放率准则，裂缝扩

展形成新鲜面可释放能量，该准则认为裂缝会朝着

能量释放最大的方向扩展，其中，能量释放率是缝

尖应力强度因子的函数[16]。 
应力强度因子的计算精度决定着裂缝扩展路

径是否合理。有限元法解决裂缝问题时，“相互

积分法”常被用于求解应力强度因子[17]，该方法

同样适用于扩展有限元法。对于水力压裂问题，

相互积分式中需要添加一项反映缝内水压力作

功。文献[18]首先提出了二维裂缝带有缝面力条件
下相互积分表达式，本文据此编制了求解程序。计

算发现，只有环路积分的圆形半径足够大，才能得

到相对准确的应力强度因子。其原因是缝尖周围应

力场奇异，计算结果精度较差，只有远离缝尖端，

才能获得正确的应力场。但是并不是圆形环路半径

越大越好，半径太大使得环路积分包含了长段裂

缝，从而不能准确捕捉缝尖应力场。本文计算条件

下发现离开缝尖端2个~3个单元再取圆形积分环路
计算的应力强度因子精度足够高。 
3.5  裂缝更新方法 
扩展有限元中裂缝扩展不需要重新划分及加

密网格，只需更新裂缝尖端坐标和网格类型判断。

针对网格类型变化的单元增加自由度，局部改变总

体刚度矩阵。 

4  模型验证 
笔者编制了水力压裂模拟计算机程序，该程序

可模拟单条裂缝在均匀水压力作用下扩展行为。为



 工    程    力    学 127 

 

了验证数值方法和计算程序的准确性，分别根据室

内试验条件和解析模型假设条件设计了两个算例，

加以对比。 
4.1  与室内试验结果对比 
目前水力压裂试验的试件尺寸不超过 1m，因

此，压裂液在较短的缝内流动压耗可忽略不计，此

时缝内压力可视为均匀分布。本文选用文献[19]中
射孔相位角 60°水力压裂试验结果作参考，模拟试
件截面为 300×300mm，模拟射孔孔眼长度为
30mm，模型参数取值与实验参数一致(如表 1)，加
载方式与边界条件如图 1所示。 

表 1  模型参数取值 
Table 1  Values of model parameters 

模型参数 符号 算例取值 单位 

水平最大主应力 σH 6.0 MPa 
水平最小主应力 σh 1.0 MPa 

岩样弹性模量 E 8.402 GPa 
岩样泊松比 ν 0.23 无量纲 

破裂压力 Pf 15.5 MPa 

算例结果如图 5所示，可见与试验结果十分接
近。裂缝轨迹表现为，裂缝逐渐偏转到垂直于最小

水平主应力方向，且双翼转向裂缝不是严格对称，

而是右侧裂缝转向半径大于左侧裂缝。这些规律均

与试验结果相吻合。 

 
(a) 本文数值结果           (b) 文献试验结果 
图 5  射孔相位角 60°水力裂缝扩展轨迹线 

Fig.5  Tracking line of fracture with 60 degree perforation 

4.2  与解析模型对比 
无限大地层内单条水力裂缝在静水压力和水

平主应力作用下，缝尖端 I型和 II型应力强度因子
的解析表达式如下[20]： 

2 2
I f H h

f
II H h

π [ ( sin cos )]

π
[ ]sin 2

2

K L p

L
K

σ β σ β

σ σ β

 = − +


 = −


 (15) 

式中：KI为 I型应力强度因子；KII为 II型应力强度
因子；p 为缝内静水压力；β 为裂缝倾角，定义为

裂缝与最大水平主应力方向夹角；Lf为裂缝半长。 
数值计算中，为了近似无限大地层，裂缝长度

需远小于求解域边长，以消除求解域边界对裂缝周

围应力的影响。该算例选取裂缝半长(Lf =5m)为求
解域边长的 1/60，其他模型参数参见表 1。计算得
到了三种网格密度(150×150，200×200，300×300)
条件下裂缝尖端应力强度因子，并与解析模型对

比。如图 6所示，计算值与解析解吻合很好，最大
相对误差不超过 0.45%，这也说明考虑缝内水压力
作用的相互积分法求取缝尖应力强度因子具有较

高精度。同时发现，相对误差并不严格随着网格密

度的增大而减小，其原因是相互积分法中圆形积分

路径的半径会随网格密度变化而变化。 
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(b) 相对误差对比 

图 6  缝尖 I型应力强度因子数值结果与解析模型对比 
Fig.6  Comparison of Mode I of numerical and analytical 

model 

5  结论 
本文研究了基于扩展有限元法的水力压裂数

值算法，得到的主要结论有： 
(1) 扩展有限元用于解决水力压裂模拟是可行

的，并且具有网格形状不依赖于裂缝位置和形状，

裂缝扩展不需要重新划分网格等优势。 
(2) 考虑缝内水压力作用的相互积分法求取缝

尖应力强度因子具有较高精度，为准确模拟水力压

裂过程奠定了基础。 
(3) 算例结果与试验和解析结果十分接近，表

明本文方法准确可靠。 

 转向裂缝 
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