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摘 要: 由于区间灰数运算体系不完善,灰数间的代数运算将导致结果灰度增加,难以有效构建基于“区间灰数”的

灰色预测模型. 对此,通过将区间灰数进行标准化处理,分解成基于实数形式的“白部”和“灰部”两个部分;然后分别

对“白部”和“灰部”建立模型,再推导并还原得到区间灰数预测模型;最后,将该模型应用于城市外来工数量的预测,

预测效果验证了所提出模型的有效性及实用性.
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Abstract: With the limitations of algorithm rule of interval grey numbers, the algebraic operations between interval grey

numbers will lead the results to be more and more greyer, so it is difficult to effectively build a grey prediction model based on

interval grey numbers. Therefore, the interval grey number is divided into “white part” and “grey part” based on real number

form by standardizing interval grey numbers, and grey prediction models are established. Then the prediction model of the

primary interval grey number is deduced and reverted. Finally, this model is used to forecast the number of urban migrant

workers and obtain an excellent effect, and the results show the effectiveness and practicability of the proposed model.
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1 引引引 言言言

灰色预测模型是灰色系统理论的重要组成部分,

主要针对现实世界中大量存在的灰色不确定性预测

问题,利用少量有效数据和灰色不确定性数据, 通过

序列的累加生成,揭示系统的未来发展趋势. 灰色系

统理论自建立以来,无论在理论研究还是在应用领域,

都取得了长足的发展,逐渐形成了以灰色预测模型为

核心的理论体系,成功地解决了生产和生活中的大量

实际问题[1-2].

然而,由于目前灰代数运算体系尚不完善,灰数

间的代数运算将导致结果灰度增加, 这加大了构建

灰数预测模型的难度,使得目前灰色预测模型的现有

研究成果大部分以“实数”为建模前提,研究的重心主

要集中在如何提高灰色预测模型的模拟及预测精度

方面[3-6], 而对于以“灰数”为建模对象的灰色预测模

型的构建机理、模型性质等问题研究较少. 关于区间

灰数预测模型的研究,文献 [7]提出了基于灰数带及

灰数层的区间灰数预测模型, 通过计算灰数层的面

积以及灰数层中位线中点的坐标, 在不损失已有灰

数信息的前提下, 将区间灰数序列转换成实数序列;

然后,建立了一种基于GM(1,1)的区间灰数预测模型.

文献 [8-9]对区间灰数预测模型的构造进行了深入的

研究,文献 [10]讨论了白化权函数已知条件下的区间

灰数预测模型.
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文献 [11]通过将区间灰数进行标准化处理,将区

间灰数分解成基于实数形式的“白部” 和“灰部”两个

部分, 并将其应用于灰矩阵形式的零和矩阵博弈,取

得了较好的效果.受此启发, 本文通过分别构建区间

灰数序列“白部”序列和“灰部”序列的DGM(1,1)模型,

进而推导、还原得到区间灰数预测模型,并将其应用

于构建具有“小样本、贫信息”特征的城市外来工数量

的预测模型.

2 区区区间间间灰灰灰数数数的的的标标标准准准化化化及及及区区区间间间灰灰灰数数数序序序列列列的的的白白白
化化化处处处理理理

命命命题题题 1 设区间灰数⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], 𝑏𝑘 ⩾ 𝑎𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,可将⊗(𝑡𝑘)“等价”表示为如下形式:

⊗(𝑡𝑘) = 𝑎𝑘 + 𝑐𝑘𝜇. (1)

其中: 𝑐𝑘 = 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘, 𝜇 ∈ [0, 1].

证证证明明明

⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] = [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] + [𝑎𝑘, 𝑎𝑘]− [𝑎𝑘, 𝑎𝑘] ⇒
[𝑎𝑘, 𝑏𝑘] = [𝑎𝑘, 𝑎𝑘] + ([𝑎𝑘, 𝑏𝑘]− [𝑎𝑘, 𝑎𝑘]) ⇒
[𝑎𝑘, 𝑏𝑘] = 𝑎𝑘 + (𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)× [0, 1],

即有

⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] =

𝑎𝑘 + (𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)× [0, 1] = 𝑎𝑘 + 𝑐𝑘𝜇.

其中: 𝑐𝑘 = 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘, 𝜇 ∈ [0, 1]. 2
定定定义义义 1 式 (1)被称为区间灰数⊗(𝑡𝑘)的标准形

式, 通过标准形式表达的区间灰数, 称为标准区间

灰数. 其中: 𝑎𝑘称为标准化区间灰数⊗(𝑡𝑘)的“白部”,

𝑐𝑘称为“灰部”.

定定定义义义 2 设区间灰数序列

𝑋(⊗) = (⊗(𝑡1),⊗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑡𝑛)).

其中: Δ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 = 1, ⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], 𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 将𝑋(⊗)中的所有区间灰数表示成形如

式 (1)的标准形式, 则标准形式中所有“白部”所构成

的序列称为𝑋(⊗)的白部序列, 所有“灰部”构成的序

列称为𝑋(⊗)的灰部序列,即

𝑋(⊗) = (⊗(𝑡1),⊗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑡𝑛)) ⇔{
𝐴⊗ = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛),
𝐶⊗ = (𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛).

这里

⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] = 𝑎𝑘 + 𝑐𝑘𝜇, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

3 基基基于于于区区区间间间灰灰灰数数数标标标准准准化化化形形形式式式的的的区区区间间间灰灰灰数数数预预预
测测测模模模型型型

基于区间灰数标准化形式的区间灰数预测模型,

其基本思路是: 首先, 将区间灰数序列中的所有灰

元标准化, 分别得到与区间灰数序列等价的“白部序

列”和“灰部序列”;然后,分别构建“白部序列”和“灰部

序列”的DGM(1,1)模型[12], 实现对未知区间灰数“白

部”和“灰部”的预测;最后,以区间灰数的“白部”和“灰

部”为基础, 还原得到区间灰数的上界和下界的预测

模型,从而实现区间灰数的预测.

3.1 “白白白部部部序序序列列列” DGM(1,1)模模模型型型的的的构构构建建建

根据定义 2及式 (2)可知

𝑋(⊗) = (⊗(𝑡1),⊗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗ (𝑡𝑛)),

白部序列为𝐴⊗ = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛), 其 1次累加生成

序列为𝐴
(1)
⊗ = (𝑎

(1)
1 , 𝑎

(1)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(1)𝑛 ).其中 𝑎

(1)
𝑘 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑎𝑖,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 构建的DGM(1,1)模型为

𝑎̂
(1)
𝑘+1 = 𝛽1 𝑎𝑎̂

(1)
𝑘 + 𝛽2 𝑎. (3)

其中: 若 𝛽 𝑎 = (𝛽1 𝑎, 𝛽2 𝑎)
T为参数列,且

𝑌 𝑎 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎
(1)
2

𝑎
(1)
3

...

𝑎
(1)
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 𝑎 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎
(1)
1 1

𝑎
(1)
2 1
...

...

𝑎
(1)
𝑛−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则灰色微分方程 𝑎̂1𝑘+1 = 𝛽1 𝑎𝑎̂
1
𝑘 + 𝛽2 𝑎中参数的最小

二乘估计为 𝛽−𝑎 = (𝐵 𝑎
T𝐵 𝑎)

−1𝐵 𝑎
T𝑌 𝑎.

定定定理理理 1 设𝐵, 𝑌, 𝛽如上所述,取 𝑎̂
(1)
1 = 𝑎1,有

𝑎̂
(1)
𝑘+1 = 𝛽𝑘

1 𝑎 𝑎1 +
1− 𝛽𝑘

1 𝑎

1− 𝛽1 𝑎
𝛽2 𝑎,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1, (4)

还原值为

𝑎̂𝑘+1 = 𝑎̂
(1)
𝑘+1 − 𝑎̂

(1)
𝑘 = (𝑎1(𝛽1 𝑎 − 1) + 𝛽2 𝑎)𝛽

𝑘−1
1 𝑎 . (5)

3.2 “灰灰灰部部部序序序列列列” DGM(1,1)模模模型型型的的的构构构建建建

与“白部序列” DGM(1,1)模型的构建类似, 可构

建“灰部序列”的DGM(1,1)模型,其最终还原值为

𝑐𝑘+1 = 𝑐
(1)
𝑘+1 − 𝑐

(1)
𝑘 = (𝑐1(𝛽1 𝑐 − 1) + 𝛽2 𝑐)𝛽

𝑘−1
1 𝑐 . (6)

其中

𝛽 𝑐 = (𝛽1 𝑐, 𝛽2 𝑐)
T,

𝑌 𝑐 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐
(1)
2

𝑐
(1)
3

...

𝑐
(1)
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 𝑐 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐
(1)
1 1

𝑐
(1)
2 1
...

...

𝑐
(1)
𝑛−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

灰色微分方程 𝑐1𝑘+1 = 𝛽1 𝑐𝑐
1
𝑘 + 𝛽2 𝑐中参数的最

小二乘估计为 𝛽−𝑐 = (𝐵 𝑐
T𝐵 𝑐)

−1𝐵 𝑐
T𝑌 𝑐. 详细的推

导过程从略.

3.3 基基基于于于标标标准准准区区区间间间灰灰灰数数数的的的灰灰灰数数数预预预测测测模模模型型型的的的推推推导导导

由命题 1可知

⊗(𝑡𝑘) ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] = 𝑎𝑘 + 𝑐𝑘𝜇.

根据区间灰数“白部”预测模型 (5)及“灰部”的灰
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色预测模型 (6),可作如下推导:⎧⎨⎩
𝑎̂𝑘+1 = (𝑎1(𝛽1 𝑎 − 1) + 𝛽2 𝑎)𝛽

𝑘−1
1 𝑎 ,

𝑐𝑘+1 = (𝑐1(𝛽1 𝑐 − 1) + 𝛽2 𝑐)𝛽
𝑘−1
1 𝑐 ,

𝑐𝑘+1 = 𝑏̂𝑘+1 − 𝑎̂𝑘+1.

⇔

{
𝑎̂𝑘+1 = (𝑎1(𝛽1 𝑎 − 1) + 𝛽2 𝑎)𝛽

𝑘−1
1 𝑎 ,

𝑏̂𝑘+1 = (𝑐1(𝛽1 𝑐 − 1) + 𝛽2 𝑐)𝛽
𝑘−1
1 𝑐 +𝑎̂𝑘+1.

即

⊗̂(𝑡𝑘) ∈ [𝑎̂𝑘, 𝑏̂𝑘] =

[(𝑎1(𝛽1 𝑎 − 1) + 𝛽2 𝑎)𝛽
𝑘−1
1 𝑎 ,

(𝑐1(𝛽1 𝑐 − 1) + 𝛽2 𝑐)𝛽
𝑘−1
1 𝑐 +𝑎̂𝑘+1].

4 构构构建建建城城城市市市外外外来来来工工工数数数量量量的的的区区区间间间灰灰灰数数数预预预测测测
模模模型型型

工业和服务业是城市吸纳外来工容量的原始动

力, 是驱动外来人员城市就业的最根本因素.但各产

业仅为外来工城市就业提供了可能的劳动机会,而城

市合理吸收外来工的数量,还受到诸如城市住房、城

市教育、城市医疗及城市治安等多种因素的影响和制

约. 这些影响因素中的任何一个环节出现问题,均可

能造成城市的社会经济紊乱,以及外来工自身境况的

恶化. 因此,构建合理的城市外来工数量预测模型,对

各级政府部门制订政策提供参考依据和借鉴,具有十

分重要的意义.

由于影响城市外来工的就业因素构成复杂 (“灰

因”),难以获得准确的大样本统计数据 (“灰果”),对这

类兼具“贫信息”、“不确定”特征的系统, 传统预测方

法均难以构建合理的预测模型. 而具有小样本建模特

点的传统灰色预测模型及其衍生模型,其建模对象局

限于“实数”,适用于“灰因白果”系统,对“灰因灰果”系

统无能为力. 本文通过对城市外来工数量的区间灰数

进行标准化处理,然后分别构建白部序列和灰部序列

的灰色预测模型,最终实现城市外来工数量的模拟及

预测. 设某市 2003 ∼ 2009年的外来工数量如表 1所

示.

表 1 某市 2003 ∼ 2009年外来工数量 万人

参数
年 份

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

灰数 ⊗(𝑡1) ⊗(𝑡2) ⊗(𝑡3) ⊗(𝑡4) ⊗(𝑡5) ⊗(𝑡6) ⊗(𝑡7)

人数 [49,58] [58,70] [75,88] [89,103] [114,132] [135,155] [161,183]

由表 1可知,某市 2003∼2009年外来工数量的区

间灰数序列为

𝑋(⊗) =

(⊗(𝑡1),⊗(𝑡2),⊗(𝑡3),⊗(𝑡4),⊗(𝑡5),⊗(𝑡6),⊗(𝑡7)) =

([49, 58] , [58, 70] , [75, 88] , [89, 103] ,

[114, 132] , [135, 155] , [161, 183]).

现构建𝑋(⊗)的模拟及预测模型,具体步骤如下:

Step 1: 区间灰数的标准化. 根据命题 1和式 (2),

可得白部序列𝐴⊗ = (49, 58, 75, 89, 114, 135, 161), 灰

部序列𝐶⊗ = (9, 12, 13, 14, 18, 20, 22).

Step 2: 分别构建𝐴⊗及𝐶⊗的DGM(1,1)模型,并

计算模型参数及模拟误差.

通过DGM(1,1)建模软件[13],可建立白部序列𝐴⊗
的DGM(1,1)模型, 有: 𝑎̂𝑘+1 = 61.069 2 × 1.217 7𝑘−1,

𝛽1 𝑎 = 1.217 7, 𝛽2 𝑎 = 50.402 2, 平均相对误差 Δ̄ =

2.176 0%.

同理, 建立灰部序列𝐶⊗的DGM(1,1)模型有:

𝑐𝑘+1 = 11.595 8 × 1.140 1𝑘−1, 𝛽1 𝑐 = 1.140 1, 𝛽2 𝑐 =

10.334 9,平均相对误差 Δ̄ = 3.434 5%.

Step 3: 建立城市外来工数量的区间灰数预测

模型. 由 Step 1和 Step 2可知, 白部序列和灰部序列

DGM(1,1)模型的模拟误差均介于 1%和 5%之间. 根

据精度等级检验参照表[16] ,可知模拟精度为 II级,可

用于预测. 整理后的城市外来工数量的区间灰数预测

模型如下:

⊗̂(𝑡𝑘) ∈ [𝑎̂𝑘, 𝑏̂𝑘] ⇒{
𝑎̂𝑘+1 = 61.07× 1.22𝑘−1,

𝑏̂𝑘+1 = 11.60× 1.14𝑘−1 + 61.07× 1.22𝑘−1.

Step 4: 城市外来工数量预测. 根据 Step 3,当 𝑘 =

7, 8, ⋅ ⋅ ⋅ , 12时, 可预测 2010 ∼ 2015年的外来工数量,

如表 2所示.

表 2 某市 2010 ∼ 2015年外来工数量的预测值 万人

参数
年 份

2010 2011 2012 2013 2014 2015

灰数 ⊗(𝑡8) ⊗(𝑡9) ⊗(𝑡10) ⊗(𝑡11) ⊗(𝑡12) ⊗(𝑡13)

人数 [199,224] [242,271] [295,328] [359,397] [438,481] [533, 582]

5 结结结 论论论

在灰代数运算体系短期内无法实现有效突破的

环境下, 灰色系统理论研究者们试图通过灰数及灰

数序列与实数及实数序列的“无损”转化,来规避区间

灰数之间的代数运算,从而解决灰数预测模型的构建

问题,如:几何法、“核和灰度”法等. 本文通过将区间

灰数进行标准化处理, 将区间灰数分解成基于实数

形式的“白部”和“灰部”两个部分,分别构建区间灰数

序列“白部”和“灰部”序列的DGM(1,1)模型, 进而推

导、还原得到区间灰数预测模型,并将其应用于构建

具有“小样本、贫信息”特征的城市外来数量的预测模

型,预测值比较符合定性分析结果.

本文仅讨论了区间灰数在均匀取值情况下的标

准化及模型构建等问题,如何有效地实现在白化权函

数已知条件下区间灰数的标准化及预测模型的合理
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构建问题,有待进一步研究.
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