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二元语义密度算子及其在多属性决策中的应用
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摘 要: 针对二元语义信息形式的不确定多属性决策问题,将密度中间算子由精确值形式拓展到二元语义形式. 首

先,基于二元语义信息对应的数值提出一种简单有效的二元语义聚类方法;然后,给出了密度加权向量的确定方法,

并且在此基础上,将二元语义密度中间算子与已知的信息集结算子合成,得到二元语义密度合成算子 (T-DM);最后,

通过一个算例对二元语义密度算子的应用进行了说明.
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Abstract: For the problem of uncertain multi-attribute decision making, the judgment information is given in the form of

two-tuple linguistic. Firstly, a clustering method is proposed based on the numerical value of the corresponding two-tuple

linguistic information. Then, the density weighting vector determining method is presented, based on which, the two-tuple

density operator(T-DM) is defined by combining the two-tuple linguistic density middle operator and the known information

aggregation operators. Finally, an example is given to illustrate the application of the two-tuple density operator.
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1 引引引 言言言

信息集结是多属性决策问题的核心内容之一,因

此对于信息集结方法的研究一直吸引着众多学者,并

取得了丰硕的理论成果, 其中最具代表性的是加权

算术平均 (WAA)算子和有序加权平均 (OWA)算子[1],

后续的研究大都在WAA算子和OWA算子的基础上

展开[2-6]. 文献 [7]首次基于属性值的分布疏密程度信

息,提出了精确值形式的密度加权平均 (DWA)中间算

子,并将该算子与已有的算术平均 (AA)、加权算术平

均 (WAA)、有序加权算术平均 (OWA)、最小 (Min),以

及最大 (Max)等算子合成新的算子,密度算子能有效

利用决策信息达到较好的决策效果[7-9].

上述集结算子大都是针对决策信息为精确值形

式的情景提出的. 然而, 在决策过程中, 由于问题的

敏感性、不确定性或决策者自身因素,决策信息通常

会以模糊语言信息的形式给出. 模糊语言信息的集

结结果往往与预先定义的语言评价集中的元素有差

异,只能近似地由语言评价集来表示, 从而导致信息

的损失和集结结果不精确等问题. 为此, 文献 [10]首

次提出了关于语言信息集结的二元语义处理方法,并

提出了二元语义有序加权平均 (T-OWA)算子[11], 将

其应用于多粒度语言标度的决策分析中, 取得了较

好的效果.本文对属性值为精确值形式的密度加权平

均 (DWA)中间算子进行拓展, 提出了二元语义密度

(T-DM)算子,并将其用于不确定多属性决策问题中.

2 二二二元元元语语语义义义信信信息息息及及及其其其聚聚聚类类类

2.1 二二二元元元语语语义义义信信信息息息

二元语义信息是指针对某目标 (或对象、准则)

给出的评价值结果由二元组 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘)来表示
[10-11]. 其
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中元素 𝑠𝑘和 𝑎𝑘的含义描述如下:

1) 𝑠𝑘为预先定义好的语言评价集𝑆中的第 𝑘个

元素. 例如: 由 7个元素 (即语言评价)构成的语言评

价集𝑆可定义为: 𝑆 = {𝑠6 = FZ(非常重要), 𝑠5 =

HZ(很重要), 𝑠4 = Z(重要), 𝑠3 = YB(一般), 𝑠2 =

C(差), 𝑠1 = HC(很差), 𝑠0 = FC(非常差)}.

2) 𝑎𝑘为符号转移值,满足 𝑎𝑘 ∈ [−0.5, 0.5), 它表

示评价结果与 𝑠𝑘的偏差.

定定定义义义 1 设𝛽 ∈ [0, 𝑇 ]为语言评价集𝑆经某集结

方法得到的实数,其中𝑇 为语言评价集𝑆中元素的个

数. 则𝛽可由如下函数表示为二元语义信息[10-11]:

Δ : [0, 𝑇 ] → 𝑆 × [−0.5, 0.5), (1)

即

Δ(𝛽) =

{
𝑠𝑘, 𝑘 = round(𝛽);

𝑎𝑘 = 𝛽 − 𝑘, 𝑎𝑘 ∈ [−0.5, 0.5).
(2)

其中 round为四舍五入取整算子.

定定定义义义 2[10-11] 若 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘)为二元语义信息, 𝑠𝑘为

𝑆中的第 𝑘个元素, 𝑎𝑘 ∈ [−0.5, 0.5),则存在函数

Δ−1 : 𝑆 × [−0.5, 0.5) → [0, 𝑇 ], (3)

使其转化为相应的数值𝛽 ∈ [0, 𝑇 ],即

Δ−1(𝑠𝑘, 𝑎𝑘) = 𝑘 + 𝑎𝑘 = 𝛽. (4)

假设 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘), (𝑠𝑙, 𝑎𝑙)为两个二元语义信息,二元

语义信息的比较规则如下[10-11]:

1)若 𝑘 < 𝑙,则 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘) < (𝑠𝑙, 𝑎𝑙).

2) 若 𝑘 = 𝑙, ① 𝑎𝑘 = 𝑎𝑙, 则 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘) = (𝑠𝑙, 𝑎𝑙);

② 𝑎𝑘 < 𝑎𝑙,则 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘) < (𝑠𝑙, 𝑎𝑙);③ 𝑎𝑘 > 𝑎𝑙,则 (𝑠𝑘, 𝑎𝑘)

> (𝑠𝑙, 𝑎𝑙).

2.2 二二二元元元语语语义义义信信信息息息的的的聚聚聚类类类

设𝐴 = {(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)}为二元语
义信息的集合. 为了方便起见, 记𝑁 ={1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

二元语义信息聚类是指对以二元语义信息形式给出

的数据按照其间隔疏密程度进行分组的问题.下面基

于二元语义信息对应的数值给出一种二元语义聚类

方法.

Step 1: 依据式 (4)将二元语义信息 (𝑠𝑖, 𝑎𝑖)转化

为相应的数值𝛽𝑖(𝑖 ∈ 𝑁).

Step 2: 令 𝑟 = 0, 𝐴′ = 𝐴.

Step 3: 𝑟 = 𝑟 + 1, 令 (𝑠𝑟, 𝑎𝑟) = min{ (𝑠𝑖, 𝑎𝑖) ∈
𝐴′, 𝑖 ∈ 𝑁}. 定义集合𝐶𝑟 = {(𝑠𝑟, 𝑎𝑟)}, 若 ∣𝛽𝑖 − 𝛽𝑟∣ ⩽
0.5(𝑖 ∈ 𝑁),则令𝐶𝑟 = 𝐶𝑟 + {(𝑠𝑖, 𝑎𝑖)}. 重复该过程,直

到选不出满足条件的 (𝑠𝑖, 𝑎𝑖)(𝑖 ∈ 𝑁)为止,转入 Step 4.

Step 4: 令𝐴′ = 𝐴 − 𝐶𝑟,若𝐴′ = ∅,则聚类结束;

否则转入Step 3.

该聚类方法的原理是将二元语义信息转化为对

应的数值 (原因是信息集结过程中也是对二元语义信

息对应的数值进行集结), 并将数值的偏差控制在二

元语义信息的符号转移值允许的偏差范围内,从而在

数值上保证同一聚类组内的二元语义信息具有较高

的贴近程度.

3 密密密度度度加加加权权权向向向量量量

设𝐴 = {(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)}为某一决
策问题的二元语义属性值集合, 或𝑛个决策专家给

出的二元语义评价值集合.设𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚为对𝐴

进行聚类之后按元素个数由多到少排序后所得到的

𝑚个数据组. 𝐴𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)中数据元素的个数

为 𝑘𝑗(1 ⩽ 𝑘𝑗 ⩽ 𝑛 − 1), 当 𝑗1 < 𝑗2时, 𝑘𝑗1 ⩾ 𝑘𝑗2 , 则称

𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚为序化后的𝑚组聚类.为了简便起见,

记𝑀 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}.

定定定义义义 3 设密度加权向量为 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜉𝑚)T,则密度加权向量的形式为

𝜉𝑗 = ln(e𝜆𝑗(𝑘𝑗/𝑛) + 1)
/ 𝑚∑

𝑗=1

ln(e𝜆𝑗(𝑘𝑗/𝑛) + 1). (5)

其中: 𝑘𝑗/𝑛为序化后第 𝑗个聚类组𝐴𝑗中元素的规模

信息, 𝜆𝑗 ∈ (−∞,+∞)为密度影响指数,满足 𝜉𝑗 ∈ (0,

1),

𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗 = 1.

密度加权向量有趋同性、趋中性和趋极性之分.

当决策者强调主体信息或群体共识时,可选择趋同性

密度加权向量; 当强调极端信息或个别意见时, 可选

择趋极性的密度加权向量;趋中性密度加权向量是一

种过渡性加权向量,不体现对数据分布的偏好.

定定定义义义 4[8] 对于密度加权向量 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜉𝑚)T,其“组间同性”程度的测度为

𝑇𝑠(𝜉) =
1

𝑚− 1

𝑚∑
𝑗=1

(𝑚− 𝑗)𝜉𝑗 ; (6)

其“组间极性”程度的测度为

𝑇𝑒(𝜉) = 1− 𝑇𝑠(𝜉). (7)

由定义 4可知,当决策者偏好主体信息或群体共

识时, 𝑇𝑠(𝜉) ∈ (0.5, 1];当决策者偏好极端信息或个体

意见时, 𝑇𝑠(𝜉) ∈ [0, 0.5);当决策者对于信息没有特殊

偏好时, 𝑇𝑠(𝜉) = 0.5.

定定定义义义 5 对密度加权向量 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑚)T,

称

En (𝜉) = − 1

ln𝑚

𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗 ln 𝜉𝑗 (8)

为密度加权向量 𝜉的熵.

熵值刻画了密度加权向量的信息量,并反映出各

分量之间的平衡状态. 熵值越大, 密度加权向量 𝜉 =

(𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑚)T中各分量大小差异的平衡状态越
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好[8].

决策者可事先提供反映其组间同性偏好水平

𝑇𝑠(𝜉)的取值 (设为 𝛾),然后通过如下规划模型确定密

度加权向量:

max En (𝜉) = − 1

ln𝑚

𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗 ln 𝜉𝑗 .

s.t.

⎧⎨⎩

1

𝑚− 1

𝑚∑
𝑗=1

(𝑚− 𝑗)𝜉𝑗 = 𝛾;

𝜉𝑗 = ln(e𝜆𝑗(𝑘𝑗/𝑛) + 1)
/ 𝑚∑

𝑗=1

ln(e𝜆𝑗(𝑘𝑗/𝑛) + 1);

𝜆𝑗 ∈ (−∞,+∞), 𝑗 ∈ 𝑀.

(9)

规划模型 (9)的意义在于: 通过组间同性偏好水

平为决策者提供一种表达偏好的机会; 在此基础上,

为了避免密度权重的过度差异,利用密度权重的最大

熵值来保证它们之间的均衡性. 这种确定密度权重的

方法既为决策者的偏好提供了表达机会,又能最大可

能地保证密度权重之间的均衡性.

4 二二二元元元语语语义义义密密密度度度算算算子子子

定定定义义义 6 设T-DWA: 𝑅𝑛 → 𝑅,若

T-DWA𝜉,Θ(�̃�1, �̃�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̃�𝑛) =
𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗Θ(𝐴𝑗), (10)

则称T-DWA为二元语义密度加权平均中间算子, 也

称为T-DWA算子. 其中: 𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚为𝐴的序化

后𝑚组聚类; 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑚)T, 𝜉𝑗 ∈ (0, 1)且
𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗 = 1; Θ为一信息集结算子.

定定定义义义 7 设T-DWGA: 𝑅𝑛 → 𝑅,若

T-DWGA𝜉,Θ(�̃�1, �̃�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̃�𝑛) =
𝑚∏
𝑗=1

Θ(𝐴𝑗)
𝜉𝑗 , (11)

则称T-DWGA为二元语义密度加权几何平均中间算

子, 也称为T-DWGA算子. 其中: 𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚为

𝐴的序化后𝑚组聚类; 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑚)T, 𝜉𝑗 ∈
(0, 1)且

𝑚∑
𝑗=1

𝜉𝑗 = 1; Θ为一信息集结算子.

将T-DWA和T-DWGA算子统称为二元语义密

度算子, 记为T-DM算子. T-DM算子作为中间算子,

需要与已有的WAA, OWA, AA, Min和Max等算子结

合形成合成算子. 下面以WAA和OWA算子为例,对

密度合成算子进行定义.

定定定义义义 8 设T-DWAWAA: 𝑅𝑛 → 𝑅,若

T-DWAWAA,𝜉,Θ [(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)] =

Δ
{ 𝑚∑

𝑗=1

𝜉𝑗

[ 𝑘𝑗∑
𝑙=1

𝑤
(𝑗)
𝑙 𝛽

(𝑗)
𝑙

]}
, (12)

则称T-DWAWAA为二元语义密度加权平均算子, 也

称为T-DWAWAA算子. 其中

𝐴𝑗 ={𝛽𝑗
𝑙 ∣𝛽𝑗

𝑙 = Δ−1(𝑠
(𝑗)
𝑙 , 𝑎

(𝑗)
𝑙 );

𝑗 ∈ 𝑀, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑗},
𝑚∑
𝑗=1

𝑘𝑗 = 𝑛, 𝛽𝑗
𝑙 为𝐴𝑗中第 𝑙个二元语义信息对应的数

值; 𝑤𝑗 = (𝑤
(𝑗)
1 , 𝑤

(𝑗)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤(𝑗)

𝑘𝑗
)T为𝐴𝑗中的元素重要

性的归一化加权向量,满足
𝑘𝑗∑
𝑙=1

𝑤
(𝑗)
𝑙 = 1, 𝑤

(𝑗)
𝑙 ⩾ 0.

若

T-DWGAWAA,𝜉,Θ [(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)] =

Δ
{ 𝑚∏
𝑗=1

[ 𝑘𝑗∑
𝑙=1

𝑤
(𝑗)
𝑙 𝛽

(𝑗)
𝑙

]𝜉𝑗}
, (13)

则称T-DWGAWAA为二元语义密度加权几何平均算

子,也称为T-DWGAWAA算子.

定定定义义义 9 设T-DWAOWA: 𝑅𝑛 → 𝑅,若

T-DWAOWA,𝜉,Θ [(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)] =

Δ
{ 𝑚∑

𝑗=1

𝜉𝑗

[ 𝑘𝑗∑
𝑙=1

𝜔
(𝑗)
𝑙 𝛽

(𝑗)
𝑙

]}
, (14)

则称T-DWAOWA为二元语义密度有序加权平均算子,

也称为T-DWAOWA算子. 其中

𝐴𝑗 ={𝛽𝑗
𝑙 ∣𝛽𝑗

𝑙 = Δ−1(𝑠
(𝑗)
𝑙 , 𝑎

(𝑗)
𝑙 );

𝑗 ∈ 𝑀, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑗},
𝑚∑
𝑗=1

𝑘𝑗 = 𝑛, 𝛽𝑗
𝑙 为𝐴𝑗中按从大到小排在第 𝑗位的元

素, 且为集合𝐴中某一二元语义信息对应的数值;

𝜔𝑗 = (𝜔
(𝑗)
1 , 𝜔

(𝑗)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔(𝑗)

𝑘𝑗
)T为𝐴𝑗中的元素位置重要

性的归一化加权向量,满足
𝑘𝑗∑
𝑗=1

𝜔
(𝑗)
𝑙 = 1, 𝜔

(𝑗)
𝑙 ⩾ 0.

若

T-DWGAOWA,𝜉,Θ [(𝑠1, 𝑎1), (𝑠2, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑠𝑛, 𝑎𝑛)] =

Δ
{ 𝑚∏
𝑗=1

[ 𝑘𝑗∑
𝑙=1

𝜔
(𝑗)
𝑙 𝛽

(𝑗)
𝑙

]𝜉𝑗}
, (15)

则称T-DWGAOWA为二元语义密度有序加权几何平

均算子,也称为T-DWGAOWA算子.

T-DWAWAA( T-DWGAWAA)算子适用于属性权

重已知的二元语义信息的集结, 或决策者权重已知

的二元语义群体评价信息的集结; 而T-DWAOWA( T-

DWGAOWA), T-DWAAA(T-DWGAAA), T-DWAMin( T-

DWGAMin), T-DWAMax( T-DWGAMax)算子适用于属

性权重未知的二元语义信息的集结,或决策者权重未

知的二元语义群体评价信息的集结.

5 应应应用用用算算算例例例

选用文献 [12]的算例对二元语义密度算子的应
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用进行说明.

一家风险投资公司需要选择某个项目对其进行

投资, 有 3个备选方案, 即: 方案𝑂1, 方案𝑂2和方案

𝑂3. 在进行方案优选时需考虑 4个因素分别为: 风

险性因素 (𝑋1), 成长性因素 (𝑋2), 社会政治性因素

(𝑋3)和环境因素 (𝑋4). 初始的二元语义决策信息

如表 1所示. 4个决策因素对应的权重向量为𝑤 =

(0.268 3, 0.321 9, 0.186 3, 0.223 5)T.

表 1 初始二元语义决策信息

方案 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4

𝑂1 (FZ,−0.33) (YB,0.4) (C,0) (C,0.43)

𝑂2 (Z,−0.37) (YB,0.25) (YB,0) (YB,−0.4)

𝑂3 (HZ,−0.25) (HZ,−0.33) (YB,0.35) (C,0)

下面给出二元语义密度算子的具体应用步骤：

1)二元语义信息的聚类.

按照本文给出的二元语义信息聚类方法对各个

方案的决策因素取值进行聚类,聚类结果如下:

方案𝑂1: 𝐴
(1)
1 = {(𝐶, 0), (𝐶,−0.43)}, 𝐴

(1)
2 =

{(FZ,−0.33)}, 𝐴(1)
3 = {(YB, 0.33)}.

方案𝑂2: 𝐴(2)
1 = {(𝑍,−0.37), (YB, 0.25)}, 𝐴(2)

2 =

{(YB, 0), (YB,−0.4)}.

方案𝑂3: 𝐴(3)
1 = {(HZ,−0.25), (HZ,−0.33)}, 𝐴(3)

2

= {(YB, 0.35)}, 𝐴(3)
3 = {(C, 0)}.

2)密度加权向量的确定.

密度加权向量组间同性偏好程度的具体取值由

决策者依据自身偏好事先给出.本算例中设决策者稍

微偏好主体信息,给出的组间同性偏好程度的测度值

为𝑇𝑠(𝜉) = 0.6, 按照规划模型 (9)求得各投资项目的

密度加权向量如表 2所示 (对于方案𝑂2, 决策因素聚

类后两组的元素个数相同,因而决策者对各组信息规

模偏好程度也相同).

表 2 密度加权向量

方案 密度影响指数𝜆𝑗 密度加权向量𝜉

𝑂1 𝜆1 = 1.281,𝜆2 = 0.701,𝜆3 = −0.977 (0.438, 0.323, 0.238)T

𝑂2 𝜆1和𝜆2为任意值 (0.5, 0.5)T

𝑂3 𝜆1 = 1.281,𝜆2 = 0.701,𝜆3 = −0.977 (0.438, 0.323, 0.238)T

3)决策信息的集结.

下 面 分 别 以T-DWAWAA, T-DWGAWAA和T-

DWAOWA, T-DWGAOWA算子为例, 运用二元语义

密度算子得到各投资方案的最终评价值如表 3所

示 (算子T-DWAOWA, T-DWGAOWA中决策因素的位

置权重按随机方式生成, 取𝜔 = (0.257 8, 0.298 5,

0.198 7, 0.245 0)T).

按照二元语义信息的比较规则,得到各集结算子

下投资方案的排序为: T-DWAWAA: 𝑂1 ∼ 𝑂3 ≻ 𝑂2; T-

DWGAWAA: 𝑂3 ≻ 𝑂1 ≻ 𝑂2; T-DWAOWA: 𝑂3 ≻ 𝑂1 ≻

𝑂2; T-DWGAOWA: 𝑂3 ≻ 𝑂1 ≻ 𝑂2. 其中: “∼”表示等

价,即方案优劣程度相同.
表 3 投资项目的最终评价值

密度算子 𝑂1 𝑂2 𝑂3

T-DWAWAA (Z,−0.377) (YB,0.102) (Z,−0.377)

T-DWGAWAA (YB,0.337) (YB,0.086) (YB,0.438)

T-DWAOWA (Z,−0.396) (YB,0.103) (Z,−0.377)

T-DWGAOWA (YB,0.309)) (YB,0.086 ) (YB,0.439)

分析以上评价结果, 可得如下结论: 各密度集

结算子得到的最优投资项目都为𝑂3(T-DWAWAA中

𝑂1也为最优投资项目), 并且无论是WAA算子还是

OWA算子与密度中间算子集结, 同一种集结方式

(T-DWA或T-DWGA)的集结结果相似度很高,这表明

密度中间算子具有较好的稳定性. T-DWA算子的集

结值通常情况下都大于T-DWGA算子的集结值, 决

策者可根据自身偏好对集结方法进行自由选择.

6 结结结 论论论

本文以属性值为精确值形式的密度算子为基础,

提出了二元语义密度 (T-DM)算子, 进一步丰富了密

度算子的理论体系. 基于二元语义信息对应的数值,

给出了一种简单有效的二元语义信息聚类方法. 在此

基础上,依据各聚类组的规模信息给出了确定密度加

权向量的规划方法,并将二元语义密度中间算子与已

知的信息集结算子 (以WAA和OWA算子为例)合成,

用于二元语义信息的集结, 获得了较好的效果,从而

拓展了密度算子的应用范围.
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