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摘 要: 针对竖直飞轮独轮自平衡机器人系统,提出一种用于独轮自平衡机器人的平衡及运动控制的双闭环非线

性PID控制方法 (DLNPID),并给出了该控制方法稳定性的证明. 该控制方法是具有横滚倾角内环、俯仰倾角内环和

前向位移外环的双闭环控制,其中每个控制环均由非线性 PID控制器 (NPID)构成. 实验结果表明,所提出的基于非

线性PID的双闭环独轮自平衡机器人控制方法具有比线性方法更好的鲁棒性能.
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Abstract：：：This paper proposes a dual loop nonlinear control method based on non-linear PID(DLNPID) for the single-

wheeled robot. The control method is proposed as dual-loop non-linear control method which has roll tilt inner control loop,

pitch tilt inner control loop and 𝑥 control loop. Every control loop consists of nonlinear PID controller. The stability of the

control system is proved by Lyapunov method. Experiment results show better rubustness of DLNPID than that of linear

methods.

Key words：：：single-wheeled robot；nonlinear；dual loop control；stability analysis

1 引引引 言言言

人或其他智慧生物需经过一定的训练和学习才

能骑行独轮自行车.独轮自平衡机器人 (SWR)是模拟

人类骑行独轮车的行为构建的一种自平衡机器人系

统.与一般移动机器人相比, SWR与地面接触点的数

目降到最小, 是一种典型的非完整、非线性、静不平

衡系统. SWR的研究始于 20世纪七八十年代,主要集

中于日本、美国等国家[1-2]. 1987年, 斯坦福大学的

Schoonwinkel等人根据人骑独轮车原理, 应用轮子、

支架和旋转的水平转盘 3部分设计了一种 SWR[3].

1990年, 麻省理工学院的Vos等人应用 Schoonwinkel

等人的模型,提出一种新的LQG控制结构,实现了这

种机器人的稳定性控制,但没有实现机器人的运动控

制[4]. 2007年,美国加州大学圣地亚哥分校研制成功

一款名为UniBot的 SWR, 利用极点配置算法控制上

端的竖直飞轮和下端的一个行走轮,成功地实现了自

身的平衡[5]. 在 2008年 9月 31日召开的Ceatec Japan

2008展会上, 日本村田制作所推出了名为“村田少

女”的独轮车机器人,该机器人通过转动机器人体内

配备的惯性轮保持侧向平衡,而前向平衡则通过机器

人的车轮来控制[6]. 郭磊等人研究了一种带水平飞轮

和运动配重机构的独轮机器人的动力学模型,并根据

线性理论MIMO方法设计控制算法对其进行了控制

实验[7]. Ruan等人利用滑模变结构和模糊控制方法对

忽略SWR偏转角和左右方向位移的退化模型进行了

控制研究[8-9]. 上述研究中的控制方法,为达到满意的

性能, 大多需要知道其精确的系统动力学参考模型,

然而实际应用中则很难获得这样的精确模型.

针对上述问题,本文提出一种基于非线性 PID的

双闭环控制结构 (DLNPID), 用于竖直飞轮型独轮自

平衡机器人的平衡及运动控制, 并对其稳定性进行

了分析. 实验结果表明, 所设计的非线性 PID双闭环
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(DLNPID)控制器具有较线性控制方法更好的鲁棒性

能.

2 独独独轮轮轮自自自平平平衡衡衡机机机器器器人人人

独轮自平衡机器人示意如图 1所示. 整个机器人

模拟人类骑行独轮车的总体结构,采用垂直惯性飞轮

和下行走轮配合方案, 即飞轮调节横滚自由度平衡,

行走轮调节俯仰自由度平衡,机械本体仅有一行走轮

接触地面.

图 1 独轮自平衡机器人简化模型

SWR系统的动力学方程为

𝑀(𝑞)𝑞 + 𝑉 (𝑞, 𝑞) = 𝑁𝑢. (1)

其中

𝑀(𝑞) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 𝑀13 0 0 0 0

0 1 𝑀23 0 0 0 0

0 0 𝑀33 0 𝑀35 𝑀36 0

0 0 𝑀43 𝑀44 0 0 𝑀47

0 0 𝑀53 0 𝑀55 0 𝑀57

0 0 0 𝑀64 𝑀65 0 𝑀67

0 0 𝑀73 0 𝑀75 𝑀76 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑉 (𝑞, 𝑞) = [ 0 0 𝑉3 𝑉4 𝑉5 𝑉6 𝑉7 ]
T,

𝑁 =

[
0 0 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 1 0

]T

;

𝑀13 = 𝑟𝑤𝜓̇ s𝜓 − 𝑟𝑤 c𝜓,

𝑀23 = −𝑟𝑤 s𝜓 − 𝑟𝑤𝜓̇ c𝜓,

𝑀33 = 𝑟2𝑤𝑚𝑡𝑜𝑡 + 𝐼𝑤2,

𝑀35 = 𝑟𝑤𝑚1 c𝜃,

𝑀36 = 𝑟𝑤𝜓̇ s𝜓 − 𝑟𝑤 c𝜓 + 𝐼𝑤2 s𝜙,

𝑀43 = −𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟
2
𝑤𝜓̇ c𝜙,

𝑀44 = 𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟
2
𝑤 c2𝜙+ 2𝑚1𝑟𝑤 c 𝜃 c2𝜙+

𝑚2 c
2 𝜃 c2𝜙+ 𝐼𝑤1 + (𝐼𝑓1 + 𝐼𝑑1) c

2𝜃,

𝑀47 = 𝐼𝑑1 c𝜃,

𝑀53 = 𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟
2
𝑤 s𝜙(1 + 2𝜓̇ s𝜓 c𝜓)+

𝑚1𝑟𝑤 c𝜃 s𝜙+ 𝐼𝑤2 s𝜙,

𝑀55 = 𝐼𝑤3 c
2𝜙+ (𝐼𝑓3 + 𝐼𝑑3) c

2𝜙 c2𝜃,

𝑀57 = −𝐼𝑑1 c𝜙 s𝜃, 𝑀64 = 𝐼𝑑1 c𝜃,

𝑀65 = −𝐼𝑑1 c𝜙 s𝜃, 𝑀67 = 𝐼𝑑1,

𝑀73 = 𝑚1𝑟𝑤 c𝜃, 𝑀75 = 𝑚1𝑟𝑤 c𝜃 s𝜙,

𝑀76 = 𝑚2 c
2𝜃;

𝑉3 = 𝐼𝑤2𝜓̇𝜙̇ c𝜙,

𝑉4 = −𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟𝑤𝑔 s𝜙−
𝑚1(𝑔 c𝜃 s𝜙+ 𝑟𝑤𝜓̇𝜔̇ c𝜃 c𝜙)− 𝐼𝑤2𝜔̇𝜓̇ c𝜙,

𝑉5 = 𝑚1𝑟𝑤[𝜔̇𝜓̇ s𝜃 + 2𝜔̇𝜃 c𝜃 s𝜓 c𝜓]+

𝐼𝑤2𝜔̇𝜙̇ c𝜙− 𝐼𝑑1𝜂̇𝜃 c𝜙 c𝜃,

𝑉6 = −𝐼𝑑1𝜓̇𝜃 c𝜙 c𝜃,
𝑉7 = 𝑟𝑤𝑚1𝜙̇𝜓̇ c𝜃 c𝜙− 𝑟𝑤𝑚1𝜔̇𝜓̇ c𝜃 s𝜓 c𝜓−

𝑔𝑚1 s𝜃 c𝜙+𝑚2(𝜓̇𝜙̇ c
2𝜃 c𝜙− 𝜓̇𝜃 c𝜃 c𝜃 s𝜓 c𝜓+

𝜙̇𝜓̇ c𝜃 c𝜃 c𝜙 c𝜓 c𝜓) + (𝐼𝑓2 + 𝐼𝑑2)𝜓̇𝜙̇ c𝜙+

𝐼𝑑1𝜓̇𝜂̇ c𝜙 c𝜃 + 𝑟𝑤𝑚1𝜓̇𝜙̇ c𝜃 c𝜙 c𝜓 c𝜓.

式中 c(⋅)和 s(⋅)分别表示 cos(⋅)和 sin(⋅).
参数及变量定义如表 1所示.

表 1 参变量定义

变 量 定 义 值

𝑚𝑤/kg 行走轮质量 2

𝑚𝑓/kg 躯干质量 4

𝑚𝑑/kg 飞轮质量 4

𝐼𝑤/(kg ⋅ m2) 行走轮对轮轴的转动惯量

⎡⎢⎢⎣
0.001 9

0.001 9

0.000 41

⎤⎥⎥⎦

𝐼𝑓/(kg ⋅ m2) 机器人躯干的转动惯量

⎡⎢⎢⎣
0.044

0.044

0.007 5

⎤⎥⎥⎦

𝐼𝑑/(kg ⋅ m2) 飞轮转动惯量

⎡⎢⎢⎣
0.11

0.040

0.041

⎤⎥⎥⎦
𝑟𝑤/m 行走轮半径 0.1

𝑟𝑓/m 行走轮心至躯干质心距离 0.4

𝑟𝑑/m 行走轮心到至飞轮质心距离 0.5

𝑔/(m/s2) 重力加速度 9.8

𝜓/rad 偏转角 变量

𝜃/rad 俯仰角 变量

𝜙/rad 横滚角 变量

𝜂/rad 飞轮旋转角 变量

𝜔/rad 行走轮旋转角 变量

𝜏𝑤/(N ⋅ m) 行走电机的输出转矩 变量

𝜏𝑑/(N ⋅ m) 飞轮电机的输出转矩 变量

(𝑥, 𝑦, 𝑧)/m 车轮位置 变量

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 独独独轮轮轮自自自平平平衡衡衡机机机器器器人人人分分分析析析

若 𝜃, 𝜙∈ [−π/2,π/2], 则机器人只有直立静止一
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种自治平衡状态,即
𝑥𝑒 = [𝑥 𝑦 𝜔 0 𝜓 0 𝜂 ]T. (2)

在𝑥𝑒邻域,有

sin𝛼 ≈ 𝛼, cos𝛼 ≈ 1, sin𝜙 ≈ 𝜙,

cos𝜙 ≈ 1, sin 𝜃 ≈ 𝜃, cos 𝜃 ≈ 1,

且忽略与𝛼, 𝜃, 𝜙相关的高次项的影响 (将相乘的耦合

项亦认为高次项),对式 (1)进行线性化近似. 令

𝑥 = [𝑥 𝜙 𝜃 𝜂 𝑥̇ 𝜙̇ 𝜃 𝜂̇ ]T,

将式 (1)化为如下状态空间形式:

𝑥 = 𝐴𝑥+𝐵𝑢. (3)

其中: 𝐴 =

[
04×4 𝐼4×4

𝐴21 04×4

]
, 𝐵 =

[
04×4

𝐵21

]
.

观察矩阵𝐴和𝐵, 发现其为分块对角阵, 从而可

对系统进行解耦,分成 2个单输入系统[10]: 一个描述

系统的俯仰角、位移,即

𝑥 = [ 𝜃 𝜃 𝑥1 𝑥̇1 ]
T, (4)

输入控制量为𝑈1=𝜏1;另一个描述系统绕竖直轴的横

滚角度,即

𝑥2 = [𝛼 𝛼̇ ]T, (5)

输入控制量为𝑈2=𝜏2.

𝐽1𝑥̈1 +𝐾1𝑥̇1 = 𝐿1𝑢1, (6)

𝐽2𝑥̈2 +𝐾2𝑥̇2 = 𝐿2𝑢2. (7)

其中

𝐽1(𝑞1) =

[
𝐽11 𝐽13

𝐽41 𝐽43

]
, 𝐾1(𝑞1, 𝑞1) =

[
0 0

0 𝐾22

]
,

𝐽2(𝑞2) =

[
𝐽22 𝐼𝑑1

𝐼𝑑1 𝐼𝑑1

]
, 𝐾2(𝑥2, 𝑥̇2) =

[
𝐾43 0

0 0

]
,

𝐿1 =

[
1 0

0 1

]T

, 𝐿2 =

[
0 −1

0 0

]T

;

𝐽11 = (𝑟2𝑤𝑚𝑡𝑜𝑡 + 𝐼𝑤2)/𝑟𝑤, 𝐽13 = 𝑟𝑤𝑚1,

𝐽22 = 𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟
2
𝑤 +𝑚2 + 2𝑚1𝑟𝑤 + 𝐼𝑓1 + 𝐼𝑑1 + 𝐼𝑤1,

𝐽41 = 𝑟𝑤𝑚1, 𝐽43 = 𝐼𝑓2 + 𝐼𝑑2 +𝑚2,

𝐾22 = −(𝑚1𝑔 +𝑚𝑡𝑜𝑡𝑟𝑤𝑔)𝜙, 𝐾43 = −𝑚1𝑔𝜃,

𝑚1 = (𝑚𝑑𝑟𝑑 +𝑚𝑓𝑟𝑓 ), 𝑚2 = (𝑚𝑑𝑟
2
𝑑 +𝑚𝑓𝑟

2
𝑓 ),

𝑚𝑡𝑜𝑡 = (𝑚𝑤 +𝑚𝑑 +𝑚𝑓 ).

这样,原来的多输入系统便分解成了 2个单输入系统,

从而可以分别对这 2个子系统设计相应的控制器,分

别计算出 2个子系统的控制量𝑈1和𝑈2. 经分析可知,

2个子系统都是能控能观的.

3.2 控控控制制制器器器结结结构构构

针对独轮自平衡机器人的控制系统包括两种同

步的控制任务:一是平衡控制,即保持机身平衡姿态;

另一种是运动控制,即控制机器人的位移. 其中平衡

控制是基础,要求在机器人运行状态中姿态镇定在直

立位置附近.

实际独轮自平衡机器人控制系统是一个离散

非线性系统, 线性系统的控制方法较难取得较为满

意的控制效果, 并且由于机器人主控器内存及运算

速度的限制, 使得过于复杂的控制算法难于实现.基

于上节分析, 借鉴广泛应用的双闭环控制结构提出

一种基于非线性 PID的双闭环控制结构 (DLNPID),

以对独轮自平衡机器人进行姿态和运动控制. 控制

结构如图 2所示, 横滚和俯仰控制器采用单独的非

线性 PID控制器NPID1和NPID2, 并在俯仰控制器

NPID2之外设计同样原理的位移非线性 PID控制器

NPID𝑥作为双闭环的外环,从而构成双闭环控制结构.

其中位移控制器的输出量作为俯仰角控制器的输入,

横滚角的输入为 0,即控制目标是保持机器人直立.

图 2 DLNPID控制结构示意图

关于姿态平衡控制问题,对独轮自平衡机器人而

言是最基础、最重要的问题,其控制目标是使机器人

的机身姿态倾角状态等于给定的期望倾角 𝜃=0,则姿

态平衡的线性 PD控制器可表示为

𝜏𝐵 = PDB𝜃 = 𝐾P𝜃 +𝐾D𝜃. (8)

考虑检测信号的噪声问题,本文采用 PD控制器

而非 PID控制器.

线性的 PD控制器在适当的增益系数下能够实

现姿态平衡控制[11],但存在如下明显不足:

1)控制器无非线性环节,控制域较小,控制性能

一般;

2)自平衡机器人姿态倾角 𝜃的测量噪声无法避

免,因此 𝜃一直处于抖动状态.

使用非线性PD控制器替代线性 PD控制器可以

在一定程度上解决上述问题,同时能够令控制器保持

较为清晰明确的物理意义.

目前, 非线性PID控制器大致分为两类: 一类是

直接控制量(direct-action)型; 另一类是增益调整(gain

-scheduling)型. 数学表达式分别如下: 直接控制量型

𝑢D = 𝑢P(𝑥, 𝜃P) + 𝑢I(𝑥, 𝜃I) + 𝑢D(𝑥, 𝜃D); (9)

增益调整型

𝑢G = 𝐾P(𝑥, 𝜃)𝑒+𝐾I(𝑥, 𝜃)
w
𝑒d𝑡+𝐾D(𝑥, 𝜃D)

d𝑒

d𝑡
.

(10)
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其中: 𝑢, 𝑒分别为控制量输入与控制响应误差信号;

𝑥, 𝜃分别为非线性函数的自变量向量和参数向量;

𝑢P(⋅), 𝑢I(⋅)和𝑢D(⋅)分别代表比例、积分、微分 3个非

线性分量函数; 𝐾P(⋅),𝐾I(⋅)和𝐾D(⋅)分别为比例、积
分、微分 3个非线性增益函数.

为简化控制器设计并保持清晰的物理意义,本文

选择形如式 (9)的直接控制量型非线性PID控制器来

构造一种PD控制器,具体形式为

𝜏B = PDNLB(𝜃) = −𝐾P(𝜃)−𝐾D(𝜃). (11)

其中 {
𝐾P(𝜃) = 𝐾̄P tan(𝜔̄P𝜃),

𝐾D(𝜃) = 𝐾̄D𝜃;

𝐾P(𝜃)为非线性P参数,适当地选择参数 𝐾̄P和 𝜔̄P值

使控制量𝑢(𝜃)在 ∣𝜃∣较小时斜率较小,在 ∣𝜃∣较大时斜
率较大;选较大的 𝜔̄P值,是为了适当地拓展 (−ΘMAX,

ΘMAX)空间, 特别是在高频噪声严重时; 𝐾D(𝜃)为非

线性D参数,是与𝐾P(𝜃)共同参考了独轮自平衡机器

人的动力学方程得到的.

3.3 控控控制制制器器器稳稳稳定定定性性性分分分析析析

不失一般性,设含有𝑛自由度关节的非线性系统

的动力学模型描述为[12]

𝑀(𝑞)𝑞 + 𝐶(𝑞, 𝑞)𝑞 + 𝑔(𝑞) = 𝜏. (12)

其中: 𝑞, 𝑞, 𝑞 ∈𝑅𝑛分别为自由度关节位置、速度和加
速度矢量; 𝑀(𝑞) ∈ 𝑅𝑛×𝑛为正定惯量矩阵; 𝐶(𝑞, 𝑞) ∈
𝑅𝑛×𝑛为哥氏力和离心力矩阵; 𝑔(𝑞) = ∂𝑈(𝑞)/∂𝑞 ∈𝑅𝑛
为重力向量, 𝑈(𝑞)为重力引起的势能; 𝜏 ∈𝑅𝑛为控制
力矩矢量.

控制目标是为了使得非线性系统从初始位置

[𝑞(0), 𝑞(0)]稳定到达目标 [𝑞, 𝑞, 𝑞]T = 0 ∈ 𝑅3𝑛. 施加如

式 (11)所示的非线性PID控制律, 将控制量代入非

线性系统 (12),可得闭环系统方程为

𝑀(𝑞)𝑞 + 𝐶(𝑞, 𝑞)𝑞 + 𝑔(𝑞) +𝐾P(𝑞) +𝐾D(𝑞) = 0.

(13)

定义如下正定的Lyapunov函数[13]:

𝑉 =
1

2
𝑞T𝑀(𝑞)𝑞 + 𝑈(𝑞)− 𝑈(0)− 𝑞T𝑔(0)+

𝑞T𝑀(𝑞)𝑞 +
1

2
𝑞T(𝐾P +𝐾D)𝑞. (14)

将式 (14)对时间求导,可得

𝑉̇ = 𝑞T𝑀(𝑞)𝑞 +
1

2
𝑞T𝑀̇(𝑞)𝑞 + 𝑞T𝑔(𝑞)+

𝑞T𝑀(𝑞)𝑞 + 𝑞T(𝐾P +𝐾D)𝑞+

𝑞T𝑀̇(𝑞)𝑞 + 𝑞T𝑀(𝑞)𝑞 − 𝑞T𝑔(0). (15)

根据非线性系统动力学特性[14]化简式 (15),可得

𝑉̇ = −𝑞T[𝐾D −𝑀(𝑞)− 𝜀𝐶𝑀 ]𝑞 − 𝑎∥𝑞∥2. (16)

可选择对角正定微分增益矩阵𝐾D足够大,使

𝐾D −𝑀(𝑞)− 𝜀𝐶𝑀 > 0, (17)

且 𝑎为正常数,可得

𝑉̇ ⩽ 0. (18)

基于上述分析,对于非线性PID控制的非线性系

统,有如下定理:

定定定理理理 1 对于式 (12)所示的非线性系统,若应用

非线性 PID控制器 (11),并选择合适的控制器比例和

微分增益系数,则系统的控制误差是半全局渐近收敛

的.

4 控控控制制制实实实验验验

按照表 1的参数,并根据上节设计的控制系统在

Matlab中建立独轮自平衡机器人的非线性动力学模

型和双闭环非线性 PID控制器, 其中 𝐾̄Pitch = [44, 5],

𝐾̄Roll = [106, 17], 𝐾̄𝑥= [10, 3],非线性参数 𝑤̄Pitch = 2

𝑤̄roll=5, 𝑤̄𝑥=1.

给定初始条件如下: 机器人初始位移𝑥=0m,即

系统初始状态为𝑥= [ 0 0 0 0 0 0 0 0 ]T;位移

控制目标为到达 1 m处, 且横滚自由度在 5 s时受到

100N ⋅ m的冲击, 持续 0.1 s, 即机器人初始处于平衡

状态,从位移为 0 m处向位移为 1 m处运动,并在此期

间受到横滚方向冲击.实验结果如图 3所示.

图 3 DLNPID控制曲线

从图 3可以看出,机器人的目标位移为 1 m,即向

前运行,所以在控制量作用下,车轮先向后转动,使机

器人的上身出现一个正的倾角;运动到 5 s时,横滚自

由度也由于扰动冲击而产生了倾角; 之后, 机器人在

倾角的调节过程中向目标位置运动, 在 2 s时超过目

标位置再回调,直到稳定于距指定目标 1 m的位置.

上述实验结果表明,所设计的控制器可以实现独

轮自平衡机器人保持直立状态下直线方向的位移控

制,且具有较好的抗冲击性能或鲁棒性能.

下面进行线性PID对比实验. 对无非线性特征的

双闭环PID (LQR)控制进行完全相同的控制实验,实
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验结果如图 4所示. 其中

𝐾Pitch = [ 44 5 ], 𝐾roll = [ 106 17 ], 𝐾𝑥 = [ 10 3 ].

图 4 DLPID控制曲线

从图 4可以看出, 位移控制过程中, 线性双闭环

PID控制方法 (DLPID)未能镇定机器人.

5 结结结 论论论

独轮自平衡机器人是模仿人类骑行独轮车的行

为构建的一类仿生系统,其运动平衡控制问题是机器

人学和机器人技术研究中的重要问题之一.作为强耦

合、静不平衡系统的最典型代表之一,独轮自平衡机

器人必将越来越受到人们的关注.

本文针对一种竖直飞轮型独轮自平衡机器人系

统, 对其非线性动力学模型进行了平衡点附近的近

似线性化以及解耦,将原来的二输入系统分解为 2个

单输入系统.利用这一结论,提出了一种基于非线性

PID的双闭环控制结构,用于所设计的骑行独轮车的

机器人的平衡及运动控制.稳定性分析表明, 该控制

系统半全局渐近稳定. 在控制实验中,使用所设计的

控制器对机器人的倾角以及行走位移控制进行了研

究,实验结果表明了基于非线性 PID控制的双闭环独

轮自平衡机器人控制系统能够实现机器人的平衡及

运动控制,并具有比双闭环线性 PID控制方法更佳的

鲁棒性能.
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