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摘 要: 利用三角函数定义了一个直觉模糊熵公式,该公式不仅考虑了直觉模糊集的隶属度与非隶属度的偏差,而

且考虑了直觉模糊集的犹豫度.对以往文献给出的两个直觉模糊熵公式进行了讨论,并将所提出的公式与这两个公

式进行了比较. 算例分析表明,所提出的熵公式能够反映直觉模糊集的不确定性和未知性程度.
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Abstract：：：Based on a trigonometric function, an effective entropy measure for intuitionistic fuzzy sets is proposed. The

entropy measure reflects not only the difference between the membership degree and the nonmembership degree, but also the

hesitancy degree. Then two intuitionistic fuzzy entropy formulas proposed by former references are discussed and compared

with the proposed formula. Numerical examples are given to show that the proposed entropy measure can measure the

fuzziness and intuitionism of intuitionistic fuzzy sets.
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1 引引引 言言言

Zadeh[1]于 1965年引入了模糊集的概念,随后人

们提出了模糊集的一些推广形式, 例如直觉模糊集

(IFS)[2],区间直觉模糊集 (IVIFS)[3], Vague集[4]和区间

值模糊集 (IVFS)[5], 并研究了这些推广形式之间的

关系[6-8]. 研究表明, 直觉模糊集、区间值模糊集与

Vague集理论是等价的,而区间直觉模糊集是直觉模

糊集的推广形式.

直觉模糊熵是模糊集理论中一个重要的研究

对象, 用以刻画直觉模糊集的不确定性和未知性程

度, 许多学者从不同的角度对其进行了深入研究.

Burillo等人[9]引入直觉模糊集的熵来度量一个直觉

模糊集的未知程度.在此基础上, Szimidt等人[10]利用

直觉模糊集的几何解释,提出了计算直觉模糊熵的公

式. 随后很多学者提出了不同形式的直觉模糊熵公

式[11-12]和区间模糊集的熵公式[13-14].

Ye[15]基于三角函数提出了两个直觉模糊熵公式.

经过研究发现,这些公式只考虑了直觉模糊集的隶属

度与非隶属度的偏差, 而没有考虑其犹豫度. 对于

隶属度与非隶属度的绝对偏差相同的任意两个直觉

模糊集, 利用这些公式计算得到的直觉模糊熵相同,

这显然与直觉不符.例如,对直觉模糊集𝐴={⟨𝑥𝑖, 0.1,

0.3⟩∣𝑥𝑖 ∈𝑋}和𝐵 = {⟨𝑥𝑖, 0.4, 0.6⟩∣𝑥𝑖 ∈𝑋}, 应用Ye提

出的公式, 𝐴与𝐵的直觉模糊熵相同,但从直觉上看,

𝐴的模糊程度显然比𝐵大.事实上, 一个直觉模糊集

的模糊程度,不仅与其隶属度和非隶属度的差异程度

有关, 而且与其未知性程度有关, 这种未知性程度由

其犹豫度决定. 基于此,本文定义了一个直觉模糊熵

公式,该公式不仅考虑了直觉模糊集的隶属度与非隶

属度的偏差, 而且考虑了其犹豫度,可以更充分地反

映直觉模糊集的不确定性和未知性程度.此外, 本文

还证明了Ye[15]提出的两个公式是等价的, 并对其进

行了简化. 实例分析表明,本文给出的公式可以合理
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有效地反映直觉模糊集的模糊程度.

2 一一一个个个基基基于于于三三三角角角函函函数数数的的的直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公式式式

定定定义义义 1 [2] 设𝑋是一个给定的论域,称𝐴= {⟨𝑥,
𝑢𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑥)⟩∣𝑥∈𝑋}为𝑋上的直觉模糊集,记为 IFS.

其中: 𝑢𝐴 : 𝑋 → [0, 1], 𝑣𝐴 : 𝑋 → [0, 1]且满足条件 0⩽
𝑢𝐴(𝑥) + 𝑣𝐴(𝑥)⩽ 1, 𝑥∈𝑋,𝑢𝐴(𝑥)和 𝑣𝐴(𝑥)分别为𝑋中

元素𝑥属于𝐴的隶属度和非隶属度.

𝑋上所有 IFS记为 IFS(𝑋). 称𝜋𝐴(𝑥)=1− 𝑢𝐴(𝑥)

− 𝑣𝐴(𝑥)为𝑥属于𝐴的犹豫度. 特别地, 若𝜋𝐴(𝑥) = 0,

则𝐴退化为传统的模糊集. 直觉模糊集𝐴的补集定义

为

𝐴𝐶 = {⟨𝑥, 𝜈𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}.
定定定义义义 2 [2] 两个直觉模糊集

𝐴 = {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋},
𝐵 = {⟨𝑥, 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐵(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}

之间的关系定义如下:

1) 𝐴⊆𝐵当且仅当对于任意的𝑥∈𝑋有

𝜇𝐴(𝑥) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥), 𝜈𝐴(𝑥) ⩾ 𝜈𝐵(𝑥);

2) 𝐴=𝐵当且仅当𝐴⊆𝐵和𝐵 ⊆𝐴同时成立.

下文中假设论域𝑋为有限集, 并记𝑋 = {𝑥1, 𝑥2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}. Szimidt等人[10]给出了如下直觉模糊熵的公

理化定义:

定定定义义义 3 [10] 一个映射𝐸 : IFS(𝑋)→ [0, 1]称为直

觉模糊熵,如果𝐸满足如下条件:

条条条件件件 1 𝐸(𝐴)=0当且仅当𝐴是一个分明集;

条条条件件件 2 𝐸(𝐴) = 1当且仅当对于每一个𝑥𝑖 ∈𝑋

都有𝜇𝐴(𝑥𝑖)=𝜈𝐴(𝑥𝑖)成立;

条条条件件件 3 𝐸(𝐴)=𝐸(𝐴𝐶);

条条条件件件 4 𝐸(𝐴)⩽𝐸(𝐵)如果对于任意的𝑥𝑖 ∈𝑋 ,

当𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩾𝜈𝐵(𝑥𝑖)时,有

𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩾ 𝜇𝐵(𝑥𝑖), 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩾ 𝜈𝐴(𝑥𝑖);

或者当𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩽𝜈𝐵(𝑥𝑖)时,有

𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥𝑖), 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩽ 𝜈𝐴(𝑥𝑖).

下面给出一个新的直觉模糊熵公式. 对于任意的

直觉模糊集𝐴∈ IFS(𝑋),定义

𝐸(𝐴) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
𝜋, (1)

则有下面的定理成立:

定定定理理理 1 由式 (1)定义的𝐸是一个直觉模糊熵.

证证证明明明 要证明由式 (1)定义的𝐸是一个直觉模

糊熵, 只需证明该公式满足定义 3中的条件 1∽条
件 4.

式 (1)中,令

𝐸𝑖(𝐴) = cos
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π, (2)

则由 0⩽𝜇𝐴(𝑥𝑖)⩽1, 0⩽𝜈𝐴(𝑥𝑖)⩽1, 0⩽𝜋𝐴(𝑥𝑖)⩽1,得

−π

2
⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π ⩽ π

2
,

因此 0⩽𝐸𝑖(𝐴)⩽1.

对于条件 1, 设𝐴是一个分明集, 也就是说对于

任意𝑥𝑖∈𝑋都有𝜇𝐴(𝑥𝑖)=0, 𝜈𝐴(𝑥𝑖)=1,或者𝜇𝐴(𝑥𝑖)=

1, 𝜈𝐴(𝑥𝑖) = 0. 无论哪种情况都有𝐸𝑖(𝐴) = 0, 因此

𝐸(𝐴) = 0. 如果𝐸(𝐴) = 0,则由 0⩽𝐸𝑖(𝐴)⩽ 1和式 (1)

可知𝐸𝑖(𝐴)=0. 又因为

−π

2
⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π ⩽ π

2
,

因此
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π =

π

2
,

or
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π = −π

2
.

由此可得𝜇𝐴(𝑥𝑖)=1, 𝜈𝐴(𝑥𝑖) = 0或𝜇𝐴(𝑥𝑖)=0, 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

=1,所以𝐴是一个分明集.

对于条件 2,假设对于任意的𝑥𝑖∈𝑋都有

𝜇𝐴(𝑥𝑖) = 𝜈𝐴(𝑥𝑖),

则由式 (2)可得𝐸𝑖(𝐴) = 1, 所以𝐸(𝐴) = 1. 现在假设

𝐸(𝐴)=1,则由

𝐸(𝐴) =
1

𝑛
𝐸𝑖(𝐴), 0 ⩽ 𝐸𝑖(𝐴) ⩽ 1,

可知𝐸𝑖(𝐴)=1. 又由

−π

2
⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π ⩽ π

2
,

可得𝜇𝐴(𝑥𝑖)=𝜈𝐴(𝑥𝑖).

对于条件 3, 由𝐴𝐶 = {⟨𝑥𝑖, 𝜈𝐴(𝑥𝑖), 𝜇𝐴(𝑥𝑖)⟩∣𝑥𝑖 ∈
𝑋}和式 (1)易得

𝐸(𝐴𝐶) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π = 𝐸(𝐴).

对于条件 4,假设对于任意的𝑥𝑖∈𝑋 ,当𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩾
𝜈𝐵(𝑥𝑖)时,有

𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩾ 𝜇𝐵(𝑥𝑖), 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩾ 𝜈𝐴(𝑥𝑖).

下面用反证法证明
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖)
⩾ 𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐵(𝑥𝑖)
.

假假假设设设 1
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖)
<

𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐵(𝑥𝑖)
,

则有

(𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖))(2− 𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)) <

(𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖))(2− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)).

整理后可得
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𝜈𝐵(𝑥𝑖)(1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)) + 𝜇𝐵(𝑥𝑖)(𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 1)+

𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖) < 0. (3)

由 1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)⩾0, 𝜈𝐵(𝑥𝑖)⩾𝜈𝐴(𝑥𝑖)可得

𝜈𝐵(𝑥𝑖)(1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)) ⩾ 𝜈𝐴(𝑥𝑖)(1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖));

又由 𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 1⩽0, 𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)可得

𝜇𝐵(𝑥𝑖)(𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 1) ⩾ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)(𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 1),

因此

𝜈𝐵(𝑥𝑖)(1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖)) + 𝜇𝐵(𝑥𝑖)(𝜈𝐴(𝑥𝑖)− 1)+

𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖) ⩾ 0.

这与由假设 1得到的式 (3)矛盾, 所以假设 1不成立,

从而有
𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖)
⩾ 𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)

1 + 𝜋𝐵(𝑥𝑖)
.

又因为𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩾𝜈𝐵(𝑥𝑖), 𝜇𝐴(𝑥𝑖)⩾𝜈𝐴(𝑥𝑖),因此

0 ⩽ 𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐵(𝑥𝑖))
π ⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π ⩽ π

2
.

若当𝜇𝐵(𝑥𝑖)⩽𝜈𝐵(𝑥𝑖)时,有

𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⩽ 𝜇𝐵(𝑥𝑖), 𝜈𝐵(𝑥𝑖) ⩽ 𝜈𝐴(𝑥𝑖),

则此时应用上述方法,同理可证

−π

2
⩽ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐴(𝑥𝑖))
π ⩽ 𝜇𝐵(𝑥𝑖)− 𝜈𝐵(𝑥𝑖)

2(1 + 𝜋𝐵(𝑥𝑖))
π ⩽ 0.

由余弦函数在区间 [−π/2, 0]和 [0,π/2]上的单调

性易得, 对于任意的𝑥𝑖 ∈𝑋 , 有𝐸𝑖(𝐴)⩽ 𝐸𝑖(𝐵), 因此

𝐸(𝐴)⩽𝐸(𝐵). 2
3 与与与现现现有有有直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵公公公式式式的的的比比比较较较

下面将式 (1)与Ye[15]提出的直觉模糊熵公式进

行比较. 设𝐴是定义在论域𝑋={𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}上的
直觉模糊集, Ye[15]给出了如下两个计算直觉模糊熵

的公式:

𝐽1(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

sin
1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖) + 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
, (4)

𝐽2(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
cos

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

cos
1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖) + 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
. (5)

定定定理理理 2 𝐽1(𝐴)与 𝐽2(𝐴)是等价的, 并且可以化

成下面的形式:

𝐽(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[√
2 cos

𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
.

(6)

证证证明明明 由三角函数的性质可知

𝐽1(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

cos
(π
2
− 1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖) + 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π
)
−1

]
× 1√

2− 1

}
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

cos
1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
;

𝐽2(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
cos

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

sin
(π
2
− 1− 𝜇𝐴(𝑥𝑖) + 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π
)
−1

]
× 1√

2− 1

}
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

cos
1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
.

因此 𝐽1(𝐴)=𝐽2(𝐴). 将其进一步化简,可得

𝐽1(𝐴) = 𝐽2(𝐴) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

cos
1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{√
2
[√2

2
sin

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π+

√
2

2
cos

1 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π−

√
2

2

]
× 1√

2− 1

}
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{√
2
[
sin

2 + 𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π−

√
2

2

]
× 1√

2− 1

}
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

{[√
2 cos

𝜇𝐴(𝑥𝑖)− 𝜈𝐴(𝑥𝑖)

4
π− 1

]
× 1√

2− 1

}
.

由此定理 2得证. 2
例例例 1 计算直觉模糊集

𝐴1 = {⟨𝑥𝑖, 0.2, 0.3⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴2 = {⟨𝑥𝑖, 0.2, 0.4⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴3 = {⟨𝑥𝑖, 0.4, 0.1⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴4 = {⟨𝑥𝑖, 0.3, 0.6⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴5 = {⟨𝑥𝑖, 0.1, 0.6⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋},
𝐴6 = {⟨𝑥𝑖, 0.2, 0.7⟩∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋}
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的直觉模糊熵.

先用式 (6)计算直觉模糊熵,可得

𝐽(𝐴1) = 0.989 5, 𝐽(𝐴2) = 0.958 0,

𝐽(𝐴3) = 0.905 7, 𝐽(𝐴4) = 0.905 7,

𝐽(𝐴5) = 0.740 0, 𝐽(𝐴6) = 0.740 0.

可以看出,直觉模糊熵 𝐽只考虑了直觉模糊集的隶属

度与非隶属度的差异, 因此对直觉模糊集𝐴3和𝐴4,

𝐴5和𝐴6得到 𝐽(𝐴3) = 𝐽(𝐴4), 𝐽(𝐴5) = 𝐽(𝐴6), 这显然

与直觉不符.

现在用式 (1)计算直觉模糊熵,可得

𝐸(𝐴1) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.2− 0.3

2(1 + 0.5)
π = cos

1

30
π = 0.994 5,

𝐸(𝐴2) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.2− 0.4

2(1 + 0.4)
π = cos

2

28
π = 0.974 9,

𝐸(𝐴3) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.4− 0.1

2(1 + 0.5)
π = cos

3

30
π = 0.951 1,

𝐸(𝐴4) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.3− 0.6

2(1 + 0.1)
π = cos

3

22
π = 0.909 6,

𝐸(𝐴5) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.1− 0.6

2(1 + 0.3)
π = cos

5

26
π = 0.823 0,

𝐸(𝐴6) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos
0.2− 0.7

2(1 + 0.1)
π = cos

5

22
π = 0.755 7.

由上述运算结果可以看出,一个直觉模糊集的隶

属度与非隶属度越接近或者犹豫度越大,说明该直觉

模糊集的模糊程度越高, 此时由式 (1)计算得到的熵

越大.而且对于直觉模糊集𝐴3和𝐴4, 𝐴5和𝐴6,有

𝐸(𝐴3) > 𝐸(𝐴4), 𝐸(𝐴5) > 𝐸(𝐴6),

即𝐴3的模糊性程度大于𝐴4的模糊性程度, 𝐴5的模

糊性程度大于𝐴6的模糊性程度,此结果与人们的直

觉相符.因此,式 (1)计算的结果可以充分反映直觉模

糊集的模糊程度.

4 结结结 论论论

本文首先基于三角函数提出了一个计算直觉模

糊熵的公式,该公式从隶属度和非隶属度的偏差和犹

豫度两方面反映直觉模糊集的不确定程度和未知性

程度,从而充分刻画了直觉模糊集的模糊程度;然后

对Ye[15]提出的两个直觉模糊熵公式进行了讨论, 并

通过实例将所提出的公式与Ye[15]提出的的公式进行

了比较,充分说明了所提出公式的有效性和合理性.
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