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要!在一些物理网络中!当设施#边的容量等$建立后!由于需求增加!需要调整网络的容量来提高服务水平"

调整优化的过程中既要考虑扩张成本!同时也要考虑需要调整的总边数!以尽可能小的影响人们的正常生活"本

文研究对于一个给定的网络
^

!已知边
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的初始容量和单位容量扩张成本!在预算成本和扩张总边数的约束下!如

何有效地扩张边的容量至
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!使得系统的容量最大!即
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U
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是网络
^

中的生成树,"首先求解两个

与之相关的模型!然后通过分析两个相关模型与原问题之间的联系与区别!提出了原问题的多项式时间算法"最

后!通过算例说明算法的步骤!并分析了不同参数值对系统容量的影响"
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引言

网络容量扩张问题是网络改进问题的一种重要

类型!其目标是改变给定网络中的某些部分的参数!

使得整个网络的性能提高!例如在一定的预算约束

下!增加某些结点或者边的容量!使系统的容量最

大"通常!一个系统的容量是由它的瓶颈容量来决

定的!也就是最弱部分的容量"数学上!这是一个

50FD5()

问题"网络瓶颈容量扩张问题是网络扩张

问题的一种!其在现实生活中有着广泛的应用"随

着社会经济的发展和人口的增加!原有的网络已经

满足不了人们日益增长的需求!这就需要对网络进

行改进!使得改进后的网络能更加有效"比如!一个

交通网络要增加流量!一个生产系统要提高生产能

力!一个通信网络要提高信息处理能力等等"很多

学者已经对网络容量扩张问题做了广泛的研究"
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&研究在预算约束

下的瓶颈容量扩张问题!并提出多项式时间算法来

求解这个问题"
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&针对上述模型提出了强多项式时间算法"
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&用一般的约束扩展了
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&的模型"在
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&的研究基础上!
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&考虑了在预算和瓶颈双重约束下的网络容

量扩张问题!同样地给出了多项式时间算法"
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等%
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&研究了权重降低问题#
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&研究了纯效益网络容量扩张问题"王洪

国等%
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和
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&的网

络瓶颈容量扩张模型加以扩充!解决了无向网络容

量扩张和有向网络容量扩张的问题!他们引入了固

定扩张费用的概念"吴云等%

"

&考虑了扩张费用不确

定时的瓶颈容量扩张问题!研究了随机网络瓶颈容

量扩张的相关机会规划模型"也有一些学者研究了

一般的网络改进问题"
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&研究

了逆向选址问题"杨晓光等%
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&考虑了两个逆网络

选址的改进问题!即修改网络上各个边的长度!分别

使得网络上某个给定的顶点到网络上所有点的最大

距离以及该点到其它顶点的距离之和不大于预先给

定的上界!并且所做的修改总量最小"
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&研究了反问题中的最一致性问题"

W'0)
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等%
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&研究了怎样有效改变网络中每条边

的权重!使得网络中各点到根节点的最短路径小于

给定的参数!证明了该问题是
;PD'0/I

!并在一般的

树形 结 构 网 络 上 给 出 了 多 项 式 算 法"
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&研究了用不同范式来衡量改进成本

时!顶点到各点#
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$的距离降低问



题"杨臖等%

$M

&研究了在物流配送网络中怎样有效

地缩短每条边的响应时间!使得物流网络的覆盖范

围更大"

上述对网络改进问题的研究主要考虑的是改进

网络所需要的费用!然而容量扩张是一个长期复杂

的战略性问题!需要考虑的因素有很多!这就使得以

上的研究有一定的局限性"网络容量扩张决策必须

经过深思熟虑!因为基础设施的建设非常昂贵!而且

由于扩张工程持续的时间较长!会给人们的日常生

活带来极大的不便"如果网络中需要扩张的边数太

多!将会严重影响网络的正常运行!因此需要扩张的

边数也是决策中应考虑的重要问题"例如!随着城

市化的发展和人口的增加!现有的一些交通网络已

经无法满足人们的日常出行!甚至引起严重的交通

堵塞!对现有的交通网络进行扩容势在必行"然而!

交通网络的扩容工程浩大!持续时间较长!因此在进

行决策时!一方面要考虑财政预算问题!另一方面也

要考虑到对人们生活的影响"如果扩建的路的边数

太多!势必引起交通问题!给人们的日常生活带来极

大的不便!所以一般希望扩建的路段数越少越好"

再比如!随着信息化社会的发展!现有的通信网络负

载越来越重!不断涌现的网络堵塞'瘫痪等故障使得

对通信网络的扩容迫在眉睫"通信网络的扩容问题

同样需要权衡新增基站数量与财政预算问题!在保

证网络畅通的同时!尽可能减少对人们日常生活的

影响"

正是基于这些实际问题!本文将在网络容量扩

张问题中不仅考虑预算约束!同时也限制扩张的总

边数"利用网络中生成树的瓶颈容量来衡量整个网

络系统的性能!考虑扩张费用和总的扩张边数两个

约束!对网络中边的容量进行扩张!使得扩张后的系

统更加有效"首先提出了该问题的数学模型 #

@

#

$!

由于模型#
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问题!且可行域是非凸

的!不易求解"本文不是直接求解模型 #

@

#

$!而是

先考虑两个与之相关的模型)#

@

$

$带有边数限制的

扩张费用最小问题(#

@

!

$带有边数限制的最大容量

问题"在求解模型#

@

$

$时!先分析最优解的性质!然

后再根据生成树算法的特殊性!将求解模型#

@

$

$转

化为当网络中各边的权重是单个参数
<

的线性函数

时!寻找网络中的最小生成树问题!显然该问题有多

项式时间算法"在求解模型#

@

!

$时!同样的也是先

分析最优解的性质!根据最优解的特殊性!提出模型

#

@

!

$的多项式时间算法"由模型#

@

$

$得出预算约束

与边数约束之间的关系(由模型#

@

!

$得出如何在只

有边数约束的情况下!求解问题#

@

#

$"最后!通过分

析两个模型#

@

$

$#

@

!

$与原问题#

@

#

$之间的联系与

区别!最终提出了原问题#

@

#

$的多项式时间算法!

并通过一个算例!进一步阐述了算法的步骤与实现"

"
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带有边数约束的网络瓶颈容量扩张模型

给定一个无向连通网络
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是连通图"

最小生成树连接网络中所有的结点并且总的费

用最小"最小生成树在规划有效地分配系统中有着

广泛的应用!如管道'输电线路或
1*0+*ID1()*

电话网

络的设计和其他通信问题"
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,!网络系统的容

量即为族
!

的容量"

本文将考虑)对于一个给定初始容量向量
&

和

单位容量扩张费用
Z

的网络!在一定的预算约束

下!怎样有效地扩张每条边的容量!使得当需要扩张

的总边数不超过某一限制
>

时!系统的容量最大"

此问题可以表述为以下数学模型)

#

P

#

$

!

50F

+

L;

G

#

8

!

F

$

,

8

"

!

, #

$

$

!!!

KY2Y

,

K-

GG

M<2

#

F

#

R

$

,

"

>

#

!

$

Z

8

#

F

#

R

$

"

E

#

>

$

)

&

6

L

&

!

&

%

$

!/!

O

#

%

$

其中集合函数
K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

%

+

N

)

)

N

#

L

N

/

#

,!

,

K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

,

表示集合
K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

%

+

N

)

)

N

#

L

N

/

#
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V

和初始容量
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两者间不同值的个数!即需要扩张

的总边数"参数
>

表示允许扩张或改进的最大边

数!

]

表示预先给定的预算值"约束#

!

$称为边数约
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这个问题在实际生活中有着广泛的应用"假设

电信系统要提高其通信网络的信息流量"假设通信

网络为
[

#

:

!

+

$!

R

是每条边的初始信息流量!

Z

为

提高每条边信息量的单位费用"定义生成树的容量

是树上所有边的瓶颈容量!整个网络的容量是最大

的生成树容量!则网络中每对节点间的信息流量的

值至少是整个网络的流量"假设预算是
E

!允许扩张

的最大边数为
>

"允许扩张的最大边数一般是电信

系统根据对整个系统的影响而定的!显然
>

的值越

小!影响越小"我们的问题是怎样有效地改进网络!

使得在预算约束
E

和允许扩张的最大边数
>

的限制

下!整个通信网络系统的流量最大"
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问题 #
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$是一个非凸规划!因为它的可行域

可能是非凸的"首先我们考虑对参数
>

的限制"如

果
H

足够大!则约束
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&研究!他们将问题转化为当网络中边
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的

权重是关于单个参数
<

的线性函数时!在网络
[

中

寻找最小生成树的问题!该问题有强多项式时间算
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模型的求解与算法分析

由于模型 #

@

#
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问题!且可行域是

非凸的!不易求解"本节不是直接求解模型 #

@

#

$!

而是先考虑两个与之相关的模型"
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带有边数限制的扩张费用最小问题

本节我们考虑在限制扩张边数的情况下!怎样

有效地扩张每条边的容量!使得当系统容量不低于

某一水平
<

时!所使用的扩张费用最小"此问题可

表示为)
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上述问题进行了研究!并给出强多项式时间算法"

本节中!我们假设模型 #

@

$

$的可行域为非空集"下

面来分析模型#
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$的最优解的性质"
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P

$

$的最优解"

F

1

"

*

O

!定义如下)

)

#

6

&

$

%

<

!如果
6

&

"

8

1

!

L

&

&

<

L

&

!

5

)

*

其他

则#

8

1

!

F

1

$也是模型 #

@

$

$的最优解"

证明)

,

K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

,

$

,

K-

GGG

M<2

#

"

#

R

$

,

$

>

!并且
L;

G

#

!

!

F

1

$

6

L;

G

#

8

1

!

F

1

$

%

<

!

F

1 是 模 型 #

P

$

$的 可 行 解"因 为
L;

G

#

!

$

%

L;

G

#

8

1

$

%

5()

+

/&

!

6

&

"

8

,

6

<

!所以!对于任意
6

&

"

8

1

!

/&

6

<

且
/&

6

L

&

!由
F

1 的定义!显然对于任

意的
6

&

"

8

1

!

/&

6

)

&

"

Z

8

#

F

1

#

R

$

%

(

6

&

"

+

P

&

#

)

&

#

L

&

$

%

(

6

&

"

8

1

P

&

#

)

&

#

L

&

$

"

(

6

&

"

8

1

P

&

#

/&

#

L

&

$

$

(

6

&

"

+

P

&

#

/&

#

L

&

$

$

Z

8

#

"

#

R

$

!!

所以#

8

1

!

F

1

$也是模型 #

@

$

$的最优解"

为了求解模型 #

@

$

$!我们定义如下两个权重

向量
!

#

6

$和
%

#

6

$!它们对应于
6

&

的分量
!

#

6

&

$和

%

#

6

&

$分别定义如下)

!

#

6

&

$

%

#

! 如果
L

&

#

<

P

&

#

<

#

L

&

$! 如果
L

&

&

5

)

*

<

%

#

6

&

$

%

#

!如果
L

&

#

<

$

!如果
L

&

&

5

)

*

<

由定理
$

可知!如果
8

1 是问题 #

@

$

$的最优

-

!%

-
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解!我们只需要扩张生成树
8

1 中初始容量小于
<

的

边!并且扩张边的总数不超过
>

"模型#

@

$

$可以转化

为如下的等价问题)

#

@

Y

$

$

!

5()

8

"

!

(

6

&

"

8

!

#

6

&

$ #

$$

$

KY2Y

(

6

&

"

8

%

#

6

&

$

$

>

#

$!

$

8

"

!

由于
!

是生成树的族!所以模型#

@

Y

$

$是带有

限制的最小生成树问题"一般的!带有限制的最小

生成树问题是
;PD'0/I

"但是在模型#

@

Y

$

$中!两个

权重有相关性)如果
!

#

6

&

$

%

#

!则
%

#

6

&

$

%

#

(如果

!

#

6

&

$

'

#

!则
%

#

6

&

$

%

$

"

对于给定的网络
[

%

#

:

!

+

$!我们首先找出
^

中的两个生成树)

#

$

$在权重
!

#

6

$下找出最小生成树
8

!

(

#

!

$在权重
%

#

6

$下找出最小生成树
8

%

(

记
\

%

(

6

"

8

%

%

#

6

&

$"显然
\

$

>

#模型#

P

$

$的可行

域为非空集$"容易看出!如果
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

$

>

!则
8

1

%

8

! 就是最优解"下面!我们来证明
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

%

(

6

"

8

%

%

#

6

&

$!即
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

%

\

"

用
J/.+H01

2

+

算法来找最小生成树"假设
!

#

6

$

%

+

#

!/!

9: ;

#

N

个

!

!

#

6

N

0

$

$!

!

#

6

N

0

!

$!/!

!

#

6

O

9: ;

$

#

O

#

N

$个

, !

%

#

6

$

%

+

#

!/!

9: ;

#

N

个

!

$

!

$

!/!

9: ;

$

#

O

#

N

$个

,"两个向量中的前
N

个分量都

是
#

"当我们在权重
!

#

6

$下找最小生成树时!首先

搜索
!

#

6

$的前
N

个分量!假设找到
I

条边作为最小

生成树
8

! 的一部分!然后在向量
!

#

6

$中剩下的分

量 +

!

#

6

N

0

$

$!

!

#

6

N

0

!

$!/!

!

#

6

O

9: ;

$

#

O

#

N

$个

,中搜索剩下的
'

#

$

#

I

个分量"显然
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

%

'

#

$

#

I

"同样!当我

们在权重
%

#

6

$下找最小生成树时!先搜索
%

#

6

$的前
N

个分量!容易得出!同样找出
I

条边作为最小生成树

8

% 的一部分!然后在向量
%

#

6

$中剩余的分量

+

$

!

$

!/!

9: ;

$

#

O

#

N

$个

,中搜索剩下的
'

#

$

#

I

条边!则
(

6

"

8

%

%

#

6

&

$

%

'

#

$

#

I

"所以
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

%

(

6

"

8

%

%

#

6

&

$

%

\

"

引理
$

!

如果
!

是网络
[

#

:

!

+

$中所有生成树

的族!如果
8

!是在权重
!

#

6

$下的最小生成树!则
8

!

也是在权重
%

#

6

$下的最小生成树"

从以上的讨论和引理
$

可以看出!要解模型

#

P

$

$!我们只需要在权重
!

#

6

$下找出最小生成树

8

!

!则
(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

"

>

!

8

1

%

8

!是最优解!最优目标函

数值是
!%

(

6

"

8

!

!

#

6

&

$"

定理
"

!

如果
!

是网络
[

#

:

!

+

$中所有生成树

的族!则模型 #

@

$

$可以用在权重
!

#

6

$下寻找最小

生成树的方法来求解!模型 #

@

$

$有多项式时间算

法"

由模型#

P

$

$的求解方法和引理
$

可以看出!模

型#

P

#

$中的边数约束#

!

$和预算约束#

>

$之间存在如

下关系)对于给定的
<

!设
8

! 是在权重
!

#

6

$下的最

小生成树!令
/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

!

#

6

&

$!

/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

%

#

6

&

$!则

/

#

<

$

%

5()

+

,

K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

,,

F

"

Q

#

<

$,"若

/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

!

#

6

&

$

%

E

!

/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

$

>

!则
<

是

模型#

P

#

$的最优解"若
/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

!

#

6

&

$

'

E

或

/

#

<

$

%

(

6

"

8

!

%

#

6

&

$

'

>

!则不满足约束条件"由于

/

#

<

$和
/

#

<

$是关于
<

的单调非减函数!所以需适当

地降低
<

!使得约束条件#

!

$和#

>

$均满足"

0/"

!

带有边数限制的最大容量问题

本节我们考虑只在限制扩张边数的情况下!怎

样有效地扩张每条边的容量!使得系统容量最大"

此问题可表示为)

#

P

!

$

!

50F<

!!

KY2Y

,

K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

,

$

>

!!!

F

"

Q

#

<

$

与第二节中一样!假设
R

包含
>

#

个不同的值!

且按递增的顺序排列"容易看出!模型 #

@

!

$有一

个可行解
<

%

L

&

$

!

F

%

R

"不失一般性!假设
#

$

>

&

'

#

$

"

定理
0

!

如果
!

是网络
[

#

:

!

+

$中所有生成树

的族!

#

$

>

&

'

#

$

!如果#

8

1

!

<

1

$是模型#

@

!

$的

最优解!则
<

1

"

+

L

&

!

6

&

"

+

,!即
<

1 必是
L

&

$

!

L

&

!

!/!

L

&

>

#

中的某个值"

证明)若
<

1

'

L

&

>

#

!则对任意
F

"

*

O

!

,

K-

GGG

M<2

#

F

#

R

$

,

'

>

!所以
L

&

$

$

<

1

$

L

&

>

#

"假设

最优解
<

1

"

#

L

&

O

!

L

&

O

0

$

$!

8

1 是对应的生成树"

[

%

#

6

&

$

!/!

6

&

O

!

6

&

O

0

$

!/!

6

&

>

#

$!定义权重向量
&

<

1

#

6

$如

下)

&

<

1

#

6

&

$

%

$

!若
L

&

&

<

1

#

!若
L

&

6

<

5

)

*

1

!则
8

1 为在权重

-

>%

-

第
"

期
! !!!!!!!!!!!!

刘慧等)一类带有限制的网络瓶颈容量扩张问题
!



&

<

1

#

6

$下的最小生成树!且
&

#

8

1

$

%

(

6

&

"

8

1

&

<

1

#

6

&

$

%

>

"令
<

Y

%

L

O

0

$

!定义权重向量
&

<

Y

#

6

$如下)

&

<

Y

#

6

&

$

%

$

!若
L

&

&

<

Y

#

!若
L

&

6

<

5

)

*

Y

!则
&

<

Y

#

6

$

%&

<

1

#

6

$!

8

1 为在权重

&

<

Y

#

6

$下的最小生成树!所以
<

Y也是最优解!且
<

Y

'

<

1

!这与
<

1 是最优解矛盾!所以
<

1 必是
L

&

$

!

L

&

!

!/!

L

&

>

#

中的某个值"

由定理
>

!我们可以设计出一个算法来解模型

#

@

!

$"算法的具体步骤如下)

算法
$

)

令
K

%

&

>

#

!定义一个权重向量
&

<

#

6

$!对应于
6

&

的分量
&

<

#

6

&

$定义如下)

&

<

#

6

&

$

%

#

!如果
L

&

6

<

$

!如果
L

&

&

5

)

*

<

步骤
$

!

若
K

%

$

!转到步骤
>

(否则!令
<

%

L

K

!

在权重
&

<

#

6

&

$下找出最小生成树
8

<

!计算
& %

&

#

8

<

$

%

(

6

&

"

8

<

&

<

#

6

&

$"

步骤
!

!

若
&

"

>

!则
<

1

%

<

!

8

<

1

%

8

<

!转到步

骤
%

(否则
K

<

K

#

$

!转到步骤
$

"

步骤
>

!

<

1

%

L

&

$

!

8

<

1

%

8

L

&

$

"

步骤
%

!

若
6

"

8

<

1

且
L

&

&

<

1

!

)

&

%

<

1

(否则

)

&

%

L

&

!结束"

定理
5

!

如果
!

是网络
[

#

:

!

+

$中所有生成树

的族!

#

$

>

&

'

#

$

!则模型 #

@

!

$有多项式时间算

法"

注意模型 #

@

!

$与模型#

@

#

$的区别与联系)模

型#

@

!

$比模型#

@

#

$少了预算约束#

>

$!若预算
E

较

大!即对某个值
<

!约束#

>

$总是满足时!可以通过求

解模型#

@

!

$的方法来寻找模型#

@

#

$的最优解"

0=0

!

带有边数限制的瓶颈容量扩张问题

基于以上两个相关模型 #

@

$

$和#

@

!

$的算法及

分析!现在来求解原模型#

@

#

$"与
>=$

节中相同!令

/

#

<

$

%

5()

8

"

!

(

6

"

8

!

#

6

&

$!

/

#

<

$

%

5()

8

"

!

(

6

"

8

%

#

6

&

$"

!

#

6

$!

%

#

6

$的定义也同
>=$

节"显然!

/

#

<

$和
/

#

<

$是关

于
<

的非减函数"不失一般性!假设
#

$

>

&

'

#

$

!

关于
&

的值假设同上"容易知道!

L

&

$

$

<

$

L

&

>

#

!模

型 #

@

#

$有可行解
<

%

L

&

$

!

F

%

R

"

由以上的定理和模型 #

@

$

$#

@

!

$的算法!我们

来设计求解模型#

@

#

$的算法"算法的主要思想是)

通过逐渐降低
<

的值!来检验
<

是否满足约束条件

#

!

$和#

>

$"在检验时!首先利用引理
$

以及约束#

!

$

和#

>

$之间的关系!找出满足预算约束#

>

$的
<

值的

范围"当预算约束满足时!根据定理
>

来寻找最优

解!同时注意在权重
!

#

6

$下寻找!因为由引理
$

!若

U

'使得
/

#

<

$最小!则
U

'也使得
/

#

<

$最小"

算法的具体步骤如下)

算法
!
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>
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!
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+

6

,

6

"
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<

!
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步骤
$
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&

$

!转到步骤
"

"否则令
<

%

L

]

"

在权重
!

#
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$下找出最小生成树
8

<

!并计算
/
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<

$
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(
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"
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<
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#
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&
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<
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(
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"
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<
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#
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!

!
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/
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$

"
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!转到步骤
>

"若
/

#

<

$

'

E

!

]

<

]

#

$

!转到步骤
$

"

步骤
>

!

令
N

%

]

!

#

$

$若
/

#

L

N

$

%
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/

#

L

N

$
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<

1

%

L
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<
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%

8

L
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!转到步骤
$#

(
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!
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/

#

L

N

$

%
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!

/

#

L

N

$

'

>

!转到步骤
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N

$
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L
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L
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/
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!

/

#

L
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0
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/
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$
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!

/

#
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'

>

!转到步骤
@

"

步骤
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令
2

%

#
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\
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!

-
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$

%

#

L

N

!

L
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$

$

=

步骤
M

!

<

'

%

\

2

0

-

2

!

!在权重
!

#

6

$下找出最

小生成树
8

<

'

!并计算
/

#

<

'

$"

#

$

$若
/

#

<

'

$

%

E

!令
<

1

%

<

'

!

8

<

1

%

8

<

'

!转

到步骤
$#

(

#

!

$若
/

#

<

'

$

'

E

!令
-

2

%

<

'

(

#

>

$若
/

#

<

'

$

&

E

!令
\

2

%

<

'

"

步骤
G

!

令
<

Y

%

E

0

(

6

"

1

=

8

\

2

P

&

L

&

(

6

"

1

=

8

\

2

P

&

"若
/

#

<

Y

$

%

E

!

<

1

%

<

Y

!

8

<

1

%

8

<

Y

!转到步骤
$#

"否则!

2

<

2

0

$

转到步骤
M

"

步骤
@

!

若
N

%

&

$

!转到步骤
"

(否则!令
=

%

N

!

<

%

L

=

!在权重
!

#

6

$下找出最小生成树
8

<

!并计算

/

#

<

$

%

(

6

"

8

<

!

#

6

&

$!

/

#

<

$

%

(

6

"

8

<

%

#

6

&

$"

步骤
L

!

若
/

#

<

$

$

>

!则
<

1

%

<

!

8

<

1

%

8

<

!转

到步骤
$#

(否则
N

<

N

#

$

!转到步骤
@

"

步骤
"

!

<

1

%

L

&

$

!

8

<

1

%

8

L

&

$

"

步骤
$#

!

若
6

&

"

8

<

1

且
L

&

&

<

1

!

)

&

%

<

1

(否

则
)

&

%

L

&

!结束"

关于算法的说明如下)

-

%%

-
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#

$

$步骤
$

和步骤
!

找出在只满足预算约束#

!=

>

$时!

<

的值所在的区间"

#

!

$在步骤
>

中!情形
$

和情形
>

表示已经找到

最优解(情形
%

表明最优解在区间 %

L

N

!

L

N

0

$

&中!因

为
/

#

L

N

$

&

E

!

/

#

L

N

0

$

$

'

E

!

>

#

/

#

L

N

0

$

$(情形
!

和

情形
M

表明最优解在区间 %

L

&

$

!

L

N

&中"

#

>

$若最优解在区间 %

L

N

!

L

N

0

$

&中!步骤
%

'

M

'

G

表示采用二分法来寻找最优解!且能够在多项式时

间内找到最优解"

#

%

$若最优解在区间 %

L

&

$

!

L

N

&中!由引理
$

我们

只需要逐渐降低
<

的值!在权重
!

#

6

$下找出最小生

成树
8

<

!直至
8

<在权重
%

#

6

$下的总权重不超过
>

"

定理
8

!

如果
!

是网络
[

#

:

!

+

$中所有生成树的

族!

#

$

>

&

'

#

$

!则问题#

@

#

$有多项式时间算法"

证明)由算法
!

!若最优解在区间 %

L

N

!

L

N

0

$

&中!

W'0)

4

,(0)a'-)

4

和
T0)

4

&'0-

%

$

&已证明可以在多

项式时间内找出最优解"若最优解在区间 %

L

&

$

!

L

N

&

中!根据定理
>

!最优解取
L

&

$

!

L

&

!

!/!

L

N

中的某个值"

依次令
<

取
L

N

!

L

N

#

$

!/!

L

&

!

!

L

&

$

!在权重
!

#

6

$下找出

最小生成树
8

!

!直至
8

! 在权重
%

#

6

$下的总权重不

超过
>

时结束"而求网络中的最小生成树具有多项

式时间算法"由此!算法
!

是多项式时间的"

5

!

算例

为了更清楚地阐述模型 #

@

#

$及算法
!

的求解

步骤!本节针对一个具体的网络来求解模型#

@

#

$"

本节使用
W'0)

4

,(0)a'-)

4

和
T0)

4

&'0-

%

$

&中研究

的网络!网络的结构如图
$

所示!图
$

包含
G

个顶

点!

"

条边"网络中边的初始容量和单位容量扩张

费用如表
$

所示"网络中的边包含有
M

个不同的初

始容量!分别令
<XM

!

%

!

>

!

!

!

$

时!计算两个权重向

量
!

#

6

$和
%

#

6

$!它们对应于
6

&

的分量
!

#

6

&

$和
%

#

6

&

$为)

!

#

6

&

$

%

#

! 如果
L

&

6

<

P

&

#

<

#

L

&

$! 如果
L

&

&

5

)

*

<

%

#

6

&

$

%

#

!如果
L

&

6

<

$

!如果
L

&

&

5

)

*

<

根据权重
!

#

6

$!求出
[

中的最小生成树
8

<

!计算

/

#

<

$

%

(

6

"

8

<

!

#

6

&

$!

/

#

<

$

%

(

6

"

8

<

%

#

6

&

$!得出不同
<

值下

的最小生成树以及生成树分别在
!

#

6

$和
%

#

6

$下的总

权重如表
!

所示"显然
#

$

>

&

M

"若
>

6

M

!则模型

#

P

#

$中的边数约束#

!

$失效(当
#

$

>

&

M

时!若
E

6

>"

!则模型#

P

#

$中的预算约束#

!=>

$失效"不失一般

性!本文的算例中取
#

&

>

&

M

!

#

&

E

&

>"

"

图
$

!

算例的网络结构图

表
!

网络中边的初始容量和单位容量扩张费用

6

$

6

!

6

>

6

%

6

M

6

G

6

@

6

L

6

"

初始容量
L

&

> $ % > > M ! ! %

单位容量扩张费用
P

&

$# ! G G L $! L M $#

表
"

!

不同
!

值下的最优生成树和生成树的权重

<

对应的最小生成树
8

< 预算权重
/

#

<

$ 边数权重
/

#

<

$

M

+

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,

>" %

%

+

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,

$G !

>

+

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,

M $

!

+

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,

# #

$

+

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,

# #

下面根据预算
]

和边数限制
>

的不同取值!来

详细说明算法
!

)

#

;

$

E

%

$G

!

>

%

>

根据算法
!

的步骤
$

和步骤
!

!先令
<XM

!计算

/

#

M

$

%

>"

!由于
/

#

M

$

'

E

!降低
<

的值!令
<X%

!计

算
/

#

%

$

%

$G

!由于
/

#

%

$

$

E

!则
<

1

"

%

$

!

M

$"而

/

#

%

$

%

E

!

/

#

<

$

%

!

$

>

!此时对应于步骤
>

中的情

况#

$

$!直接得到最优解
<

1

%

%

!对应的最优生成树

8

1

%

+

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,"

#

4

$

E

%

$G

!

>

%

$

由于
/

#

M

$

'

E

!

/

#

%

$

"

E

!则
<

1

"

%

$

!

M

$"而

/

#

%

$

%

E

!

/

#

%

$

%

!

'

>

!此时对应于步骤
>

中的情

况#

!

$!

<X%

时!不满足边数约束#

!

$!逐渐降低
<

的

值!使之满足边数约束"令
<X>

!计算
/

#

>

$

%

M

&

E

!

/

#

<

$

%

$

%

>

!得到最优解
<

1

%

>

!对应的最优

生成树
8

1

%

+

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,"

再说明任意的
<

"

#

>

!

%

$都不是最优解"根据

定理
>

!当预算约束#

>

$满足时!

<

1 必是
L

&

$

!

L

&

!

!/!

L

&

>

#

中的某个值"例如令
<X>=M

!计算
/

#

>YM

$

%

$#Y@

$

E

!而
/

#

>YM

$

%

!

'

>

!

<X>=M

不满足边数

约束#

!

$"

#

L

$

E

%

!#

!

>

%

!

-

M%

-

第
"

期
! !!!!!!!!!!!!

刘慧等)一类带有限制的网络瓶颈容量扩张问题
!



表
0

!

不同参数值下的最优解和约束的情况

参数的值

预算

E

边数

>

最优解

容量

<

1

扩张决策

F

1

最优生成树

8

<

约束

预算约束是

否为紧约束

边数约束是

否为紧约束

$G > %

#

>

!

>

!

%

!

>

!

>

!

M

!

!

!

%

!

%

$ +

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

, 是 否

$G $ >

#

>

!

$

!

%

!

>

!

>

!

M

!

!

!

%

!

>

$ +

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

, 否 是

!# ! %

#

>

!

$

!

%

!

%

!

>

!

M

!

!

!

%

!

%

$ +

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

, 否 是

!# % %=$%L

#

>

!

%=$%L

!

%=$%L

!

>

!

>

!

M

!

!

!

%=$%L

!

%=$%L

$ +

6

!

!

6

>

!

6

G

!

6

L

!

6

"

, 是 是

!# $ >

#

>

!

$

!

%

!

>

!

>

!

M

!

!

!

>

!

%

$ +

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

, 否 是

!!

由于
/

#

M

$

'

E

!

/

#

%

$

&

E

!

/

#

%

$

%

!

%

>

!则

<

1

"

%

%

!

M

$"此时对应于步骤
>

中的情况#

>

$!直

接得到最优解
<

1

%

%

!对应的最优生成树
U

1

X

+

*

!

!

*

>

!

*

G

!

*

L

!

*

"

,"

#

.

$

E

%

!#

!

>

%

%

由于
/

#

M

$

'

E

!

/

#

%

$

&

E

!

/

#

%

$

%

!

&

>

!

/

#

M

$

%

%

#

>

!则
<

1

"

#

%

!

M

$"此时对应于步骤
>

中的

情况#

%

$!当
<

"

#

%

!

M

$时!由于边数约束#

!

$总能满

足!只需要找到使得
/

#

<

$

%

E

的
<

值"根据步骤
%

'

M

'

G

!利用二分法!在区间 #

%

!

M

$搜索"令
2

%

#

!

#

\

#

!

-

#

$

%

#

%

!

M

$!

<

'

%

\

#

0

-

#

!

%

%YM

!在权重
!

#

6

$

下找出最小生成树
8

<

'

!并计算
/

#

<

'

$

%

!@YM

!由

于
/

#

<

'

$

'

E

!则
<

1

"

#

%

!

%YM

$"

8

\

#

X8

%

X

+

*

!

!

*

>

!

*

G

!

*

L

!

*

"

,!

<

Y

%

E

0

(

6

"

1

=

8

\

#

P

&

L

&

(

6

"

1

=

8

\

#

P

&

%

%Y$%L

"而

/

#

<

Y

$

%

!#

%

E

!则
<

1

%

<

Y

%

%Y$%L

!对应的最优生

成树
8

<

1

%

8

<

Y

%

+

*

!

!

*

>

!

*

G

!

*

L

!

*

"

,"

#

6

$

B

%

!#

!

>

%

$

由于
/

#

M

$

'

E

!

/

#

%

$

&

E

!

/

#

%

$

%

!

'

>

!则
<

1

"

%

$

!

%

$"此时对应于步骤
>

中的情况#

M

$!逐渐降低
<

的

值!令
<X>

!计算
/

#

<

$

%

$

%

>

!得到最优解
<

1

%

>

!对

应的最优生成树
8

1

%

+

6

$

!

6

M

!

6

G

!

6

L

!

6

"

,"

在预算
E

和允许扩张的边数
>

的不同取值时!

利用算法
!

求解同时带有预算约束和边数约束的网

络瓶颈容量扩张模型#

@

#

$!得到系统的最优容量

<

1

'扩张策略
F

1 以及对应的最优生成树如表
>

所

示!表
>

的最后两列表示约束的松紧情况!如当
E

%

$G

!

>

%

>

时!最优解是
<

1

%

%

!边数约束#

!

$的左端

,

K-

GG

M<2

#

F

1

#

R

$

,%

!

&

>

!预算约束#

>

$的左端

Z

8

#

F

1

#

R

$

%

$G

%

E

!可得预算约束是紧约束!而

边数约束是非紧约束"再如当
E

%

!#

!

>

%

%

时!最

优解 是
<

1

X%=$%L

!边 数 约 束 #

!

$的 左 端
,

K-

GG

M<2

#

F

1

#

R

$

,%

%

%

>

!预算约束#

>

$的左端

Z

8

#

F

1

#

R

$

%

!#

%

E

!可得预算约束和边数约束

都是紧约束"决策者可以根据表
>

中约束是否为紧

约束!掌握资源的利用情况"

由表
>

中的结果!决策者可做如下决策)

#

$

$由于系统容量的增加是以预算的增加或允

许扩张边数的增加为代价!决策者要决定这种增加

是否值得"如当
E

%

$G

时!允许扩张的最大边数
>

从
>

条增加到
%

条!边数增加了
$

条!系统的容量也

从
>

增加到
%

!系统容量的增加是以扩张边数的增

加为代价的"决策者可以根据网络的具体情况来决

定这种增加是否值得"

#

!

$给定系统要达到的容量
<

时!决策者应该如

何选择预算和允许扩张的最大边数"例如!当
E

%

$G

!

>

%

>

时!系统的容量是
%

!而当
E

%

!#

!

>

%

!

时!

系统的容量也是
%

!两组参数的区别是一个预算大!

而另一个需要扩张的边数多!而两组参数下的系统

容量相同!决策者可以在两组参数中任选其一!取决

于预算和扩张边数的权重"

从本节中的算例可以看出!算法
!

能够有效地

求解问题 #

@

#

$"本节的算例规模较小!而对于较大

规模的网络!决策者可以编程实现算法
!

!以便其用

于解决现实中大规模的网络瓶颈容量扩张问题"

8

!

结语

网络容量扩张问题是现实网络改进问题的一种

常见类型"在一些物理网络中!如交通网络'通信网

络和物流网络等!当设施#边上的运输能力'最大流

量等$建立后!由于人们对各种服务的需求日益增

长!现有的网络已经不能满足当前的需求!而重新布

置设施又花费巨大!因此需要对现有的网络进行改

进!以此来提高网络的运行效率"如果对网络做大

量的改进!则会严重影响网络的运行"因此!在网络

的调整优化过程中既要考虑系统最终的效率和扩张

成本!同时也要考虑需要调整的总边数!这样尽可能

小地影响人们的正常生活"本文考虑了在一定的预

算约束下!如何有效地扩张网络中各条边的容量!使

得扩张后的系统更有效!并且需要扩张的总边数不

-

G%

-
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超过一定的限制"而系统的容量定义为网络中生成

树的瓶颈容量"通过求解与之相关的两个模型!最

终提出了原问题的多项式时间算法"最后!通过一

个算例!说明算法的有效性"决策者可以选取不同

的预算值和允许扩张的最大边数!得到不同的扩张

策略以及系统的最优容量!并根据系统容量与参数

之间的关系作相关决策"但是!本文提出的算法成

立的条件是当网络系统的容量是用网络中生成树的

瓶颈容量的最大值来衡量时!如果不采用这种衡量

方法!算法
!

并不适用"例如!采用网络中两点间所

有路径瓶颈容量的最大值来衡量网络的容量!两点

间的路径有多条!在做扩张决策时!有的路径扩张成

本低!有的路径初始容量大!即需要扩张的边数少!

此时!扩张的费用和需要扩张的边数之间并不存在

像引理
$

一样的关系!就不能用算法
!

"本文研究

的问题对于有效提高网络设施的服务水平'提升网

络的运行效率具有一定的指导意义!如有效改进现

实生活中的交通网络'通信网络和物流网络等"本

模型仅对特殊的树形结构的网络提出了有效的算

法!今后可以研究更加一般的模型!如
!

是网络中

所有从源节点到终节点的路径所组成的集合!或者

!

是二部图中的所有匹配所组成集合等等"这些问

题都是以后的研究方向"
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