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摘 要: 提出并研究了一类上层含约束条件且具有模糊决策变量的二层多随从线性规划模型,利用结构元理论证明

了该模型最优解等价于上层含约束条件的二层多随从线性规划模型最优解,利用Kuhn-Tucker方法得到了该模型最

优解,并通过数值算例验证了该方法的可行性.
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Abstract: The bi-level multiple followers linear programming with upper constraint and fuzzy decision variables model is

firstly established and investigated, and the model optimal solution is proved to be equivalent to the optimal solution of the bi-

level multiple followers linear programming model by using structured element theory. By using the Kuhn-Tucker approach,

the optimal solution of the model is proved. Finally, an illustrative numerical example for the bi-level multiple followers

linear programming with upper constraint and fuzzy decision variables model is provided to demonstrate the feasibility of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

Stackelberg[1]在其不平衡市场经济一书中首次提

出了二层规划. 实践表明,它们能有效处理实际分层

管理系统的决策问题.一般而言, 二层规划模型中上

层决策者为领导者、下层决策者为随从,领导者首先

给出一个策略,然后随从根据领导者的策略在约束条

件内采取最优策略并反馈给领导者,即上层领导者对

下层随从子系统通过控制变量实现整个系统的最优

化.

一般而言, 在二层规划理论和实践的研究中有

2个基本的问题:一是如何根据实际问题建立二层规

划模型;另一个是如何找到二层规划模型的性质和最

优解. 在实际分层决策系统中二层规划有着广泛的

应用,如在工业、农业、金融、交通等领域[2-3]. 由于实

际分层系统中资源、成本和需求等一些元素往往波动

较大或难以衡量,研究模糊分层决策系统就十分必要

了. 在二层规划问题中,将系数或变量为模糊数时的

二层规划称为模糊二层规划. 例如, Sakawa等[4-5]研究

了合作模糊二层规划问题,在模糊数𝜆 -截集的基础上

提出了交互式模糊规划方法来解决这类问题.与此同

时,一些研究者也应用了模糊集技术有效地解决了模

糊二层规划问题, 如Sinha[6]运用模糊数学规划方法

解决了模糊多层线性规划问题.最近, Zhang等[7-8]研

究了具有多目标、多随从特征的模糊二层规划问题,

基于隶属函数的模糊集理论提出了相关的算法,并解

决了该类问题.到目前为止,模糊二层规划仍然是模

糊多层规划的研究热点.

本文提出了上层含约束条件且具有模糊决策变
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量的二层多随从线性规划模型, 并利用模糊结构元
法[9-12]证明了上层含约束条件且具有模糊决策变量

的二层多随从线性规划问题等价于经典的二层多随

从线性规划问题.运用Kuhn-Tucker方法[13]得到了该

问题的最优解,从而避免了运用模糊𝜆截集理论将模

糊二层多随从线性规划问题转化为二层多随从多目

标问题[14],简化了运算,为解决模糊二层规划问题提
供了新方法.

1 模模模糊糊糊结结结构构构元元元表表表示示示及及及结结结构构构元元元加加加权权权序序序

对模糊结构元表示法及其加权序进行如下介绍.

定义 1[9] 设𝐸为实数域𝑅上的模糊集,隶属函
数为𝐸(𝑥), 𝐸(𝑥) ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ 𝑅. 如果𝐸(𝑥)满足以下

性质: 1) 𝐸(0) = 1. 2) 当𝑥 ∈ [−1, 0)时, 𝐸(𝑥)为单增

右连续函数;当𝑥 ∈ (0, 1]时, 𝐸(𝑥)为单减左连续函数.
3)当𝑥 ∈ (−∞,−1)或𝑥 ∈ (1,+∞)时,𝐸(𝑥) = 0.则称
𝐸为𝑅上的模糊结构元.

定义 2[9] 若模糊结构元𝐸满足: 1) ∀𝑥 ∈ (−1,

1), 𝐸(𝑥) > 0. 2) 当𝑥 ∈ [−1, 0)时, 𝐸(𝑥)为严格单增;
当𝑥 ∈ (0, 1]时, 𝐸(𝑥)为严格单减. 则称𝐸为正则模糊

结构元.

定义 3[9] 若模糊结构元𝐸满足𝐸(−𝑥) = 𝐸(𝑥),
则称𝐸为对称模糊结构元.

定义 4[10] 设𝐴为𝑅上的模糊集, ∀𝜆 ∈ [0, 1],记
𝐴𝜆 = {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑅,𝜇𝐴(𝑥) ⩾ 𝜆}. 其中: 𝜇𝐴(𝑥)为𝐴的隶属

函数,称𝐴𝜆为𝐴的𝜆 -截集; 𝐴�̂� = {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑅,𝜇𝐴 > 𝜆}
为𝐴的𝜆 -强截集; 𝐴为𝑅上的凸模糊集,当且仅当𝐴𝜆

为𝑅上的凸集; 𝐴为𝑅上的闭模糊集,当且仅当𝐴𝜆为

𝑅上的闭集; 𝐴为正规模糊集, 若存在𝑥 ∈ 𝑅, 使得
𝜇𝐴(𝑥) = 1; 𝐴为𝑅上的有界模糊集,若𝐴0̂是有界的.

定义 5[11] 实数域𝑅上全体有界闭模糊数记为

�̃�𝑐(𝑅), 模糊结构元𝐸是𝑅上的正规凸模糊集, 是一
种特殊的模糊数.

引理 1[9] 设𝐸为𝑅上的任意模糊结构元,隶属
函数为𝐸(𝑥), 设函数 𝑓(𝑥)在区间[−1, 1]上是单调有
界函数, 且𝑥 ∈ 𝑅, 则 𝑓(𝐸)为𝑅上有界闭模糊数. 反
之, 对于给定的正则模糊结构元𝐸和任意有界闭模

糊数𝐴, 在[−1, 1]上总存在单调有界函数 𝑓(𝑥), 使得
𝐴 = 𝑓(𝐸),称模糊数𝐴是由𝐸生成的.

引理 2[9] 若模糊数𝐴 = 𝑓(𝐸), 则𝐴的隶属函

数为𝐸(𝑓−1(𝑥)), 这里 𝑓−1(𝑥)为 𝑓(𝑥)关于变量𝑥和 𝑦

的轮换对称函数 (若 𝑓(𝑥)为连续严格单调的, 则
𝑓−1(𝑥)为 𝑓(𝑥)的反函数).

定义 6[10] 设𝐴1, 𝐴2 ∈ �̃�𝐶(𝑅), 其结构元表达
式分别为𝐴𝑖 = 𝑓𝑖(𝐸), 𝑖 = 1, 2. 其中: 𝐸为给定的
某个正则模糊结构元, 其隶属函数为𝐸(𝑥); 𝑓1(𝑥),
𝑓2(𝑥)为[−1, 1]上的同序单调函数 (具有相同单调性
的函数), 则由下式确定的关系 “⩽”为 �̃�𝐶(𝑅)上的全

序,称为模糊数的结构元加权序:

𝐴1 ⩽ 𝐴2 ⇔
𝐹 (𝐴1, 𝐴2) =

w 1

−1
𝐸(𝑥)(𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥))d𝑥 ⩽ 0.

引理 3[12] 若三角模糊数𝐴 = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝐸为三角

模糊结构元,且表示为

𝐸(𝑥) =

⎧⎨⎩
1 + 𝑥, − 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0;

1− 𝑥, 0 < 𝑥 ⩽ 1;

0, 其他.

则根据𝐸可以得到

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
(𝑏− 𝑎)𝑥+ 𝑏, − 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0;

(𝑐− 𝑏)𝑥+ 𝑏, 0 < 𝑥 ⩽ 1;

0, 其他.

因此𝐴 = 𝑓(𝐸).

引理 4[9] 设𝐸是对称模糊结构元, 𝑓1(𝑥)和 𝑓2(𝑥)

为 [−1, 1]上的同序单调函数, 模糊数𝐴1 = 𝑓1(𝐸),

𝐴2 = 𝑓2(𝐸),则有

𝐴1 +𝐴2 = 𝑓1(𝐸) + 𝑓2(𝐸),

𝐴1 −𝐴2 = 𝑓1(𝐸) + 𝑓𝜏2 (𝐸),

𝑘𝐴1 = ∣𝑘∣𝑓𝜏1 (𝐸).

其中: 当 𝑘⩾0时, 𝑓𝜏1 (𝐸)=𝑓1(𝐸);当 𝑘<0时, 𝑓𝜏1 (𝐸) =

−𝑓1(−𝐸).

引理 5[9] 设 𝑓为[−1, 1]上单调有界函数, 𝐸为𝑅

上给定模糊结构元,模糊数𝐴 = 𝑓(𝐸),若 𝑓为[−1, 1]

上单调递增函数, ∀𝜆 ∈ (0, 1],模糊数𝐴的𝜆截集为𝑅

上的闭区间𝐴𝜆 = [𝑓(𝐸)]𝜆 = [𝑓(𝐸)𝜆] = 𝑓([𝑒−𝜆 , 𝑒
+
𝜆 ]) =

[𝑓(𝑒−𝜆 ), 𝑓(𝑒
+
𝜆 )], 𝑓为[−1, 1]上单调递减函数,则模糊数

𝐴的𝜆截集为𝑅上的闭区间𝐴𝜆 = [𝑓(𝑒+𝜆 ), 𝑓(𝑒
−
𝜆 )].

以上引理的详细证明过程参见文献[9-12].

2 上上上层层层含含含约约约束束束条条条件件件且且且具具具有有有模模模糊糊糊决决决策策策变变变量量量的的的

二二二层层层多多多随随随从从从线线线性性性规规规划划划模模模型型型及及及算算算法法法

2.1 模模模型型型和和和证证证明明明

本文考虑上层含约束条件且具有模糊决策变量

的二层多随从线性规划模型如下:⎧⎨⎩

min
�̃�𝑖

𝑍1
1 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖 �̃�𝑖 +

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑑1𝑠𝑗𝑦𝑠𝑗 ,

s.t.

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖�̃�𝑖 +

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑘𝑠𝑗𝑦𝑠𝑗 ⩽ 𝑒𝑘;

min
𝑦𝑠𝑗

𝑍2
𝑠 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐2𝑠𝑖�̃�𝑖 +

𝑀∑
𝑗=1

𝑑2𝑠𝑗𝑦𝑠𝑗 ,

s.t.

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑠𝑡𝑖�̃�𝑖 +

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑠𝑡𝑗𝑦𝑠𝑗 ⩽ 𝑒𝑠𝑡 .

(1)
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其中: 𝑍1
1为上层领导者的目标函数; 𝑍2

𝑠 为下层第 𝑠个

随从的目标函数; �̃�𝑖 ⩾ 0; 𝑦𝑠𝑗 ⩾ 0为下层解; �̃�𝑖, 𝑦𝑠𝑗 ,

𝑒𝑘, 𝑒𝑠𝑡 ∈ �̃�𝑐(𝑅); 𝑐1𝑖 , 𝑐2𝑠𝑗 , 𝑑1𝑠𝑗 , 𝑑2𝑠𝑗 , 𝑎𝑘𝑖, 𝑏𝑘𝑠𝑗 , 𝑎𝑠𝑡𝑖, 𝑏
𝑠
𝑡𝑗 ∈ 𝑅;

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾; 𝑠 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆; 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 .

定理 1 设𝑍1
1 = 𝐺1

1(𝐸), 𝑍2
𝑠 = 𝐺2

𝑠(𝐸), �̃�𝑖 =

𝑓𝑖(𝐸), 𝑦𝑠𝑗 = 𝐹𝑠𝑗(𝐸), 𝑒𝑠𝑡 = 𝜓𝑠
𝑡 (𝐸), 𝑒𝑘 = 𝜓𝑘(𝐸), 𝑀1

1 =w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐺1

1(𝑡)d𝑡, 如果𝐸为正则模糊结构元, 𝐺1
1(𝑡),

𝐺2
𝑠(𝑡), 𝑓𝑖(𝑡), 𝐹𝑠𝑗(𝑡), 𝜓𝑠

𝑡 (𝑡)和𝜓𝑘(𝑡)为同序单调函数,则

模型 (1)等价于下述模型:⎧⎨⎩

minr 1
−1

𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡
𝑀1

1 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑑1𝑠𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡.

s.t.

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑘𝑠𝑗
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 ⩽

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)d𝑡;

minr 1
−1

𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡
𝑀2

𝑠 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐2𝑠𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑀∑
𝑗=1

𝑑2𝑠𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡.

s.t.

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑠𝑡𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑠𝑡𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 ⩽

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑠

𝑡 (𝑡)d𝑡.

(2)

其中:
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡是下层问题解; 𝑓𝑖(−1) ⩾ 0,

𝑓 ′𝑖(𝑡) ⩾ 0; 𝐹𝑠𝑗(−1) ⩾ 0, 𝐹𝑠𝑗
′(𝑡) ⩾ 0; 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾; 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆; 𝑡 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 .

证证证明明明 由定义 6可知, 衡量模糊数𝑍1
1大小可以

比较其所对应的𝑀1
1 =

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐺1

1(𝑡)d𝑡的大小. 所

以,模型 (1)中求解𝑍1
1的最小化等价于求解𝑀1

1 的最

小化. 由引理 4可知

𝑍1
1 = 𝐺1

1(𝐸) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖 �̃�𝑖 +

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑑1𝑠𝑗𝑦𝑠𝑗 =

𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣𝑓𝜏𝑖 (𝐸) +

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

∣𝑑1𝑠𝑗 ∣𝐹 𝜏
𝑠𝑗(𝐸),

由结构元理论可知

𝑀1
1 =w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐺1

1(𝑡)d𝑡 =

w 1

−1
𝐸(𝑡)

[ 𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣𝑓𝜏𝑖 (𝑡) +
𝑆∑

𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

∣𝑑1𝑠𝑗 ∣𝐹 𝜏
𝑠𝑗(𝑡)

]
d𝑡 =

w 1

−1
𝐸(𝑡)

𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡+

w 1

−1
𝐸(𝑡)

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

∣𝑑1𝑠𝑗 ∣𝐹 𝜏
𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 =

𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡+

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

∣𝑑1𝑠𝑗 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹 𝜏

𝑠𝑗(𝑡)d𝑡.

为了不失一般性,这里讨论
𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡

的情况.

由引理 4可知,当 𝑐1𝑖 ⩾ 0时,有
𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡;

当 𝑐1𝑖 < 0时,则有
𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡 =

−
𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)(−𝑓𝑖(−𝑡))d𝑡.

因为𝐸是对称结构元,故𝐸(−𝑡) = 𝐸(𝑡),根据定

积分的换元法可以得到
𝑁∑
𝑖=1

∣𝑐1𝑖 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝜏𝑖 (𝑡)d𝑡 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡.

同理可得
𝑆∑

𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

∣𝑑1𝑠𝑗 ∣
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹 𝜏

𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 =

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑑𝑠𝑗
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡,

从而有

𝑀1
1 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐1𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+
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𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑑1𝑠𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡.

根据相同的方法可以得到

𝑀2
𝑠 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑐2𝑠𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑀∑
𝑗=1

𝑑2𝑠𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡.

由引理 3和引理 4得到
𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑆∑
𝑠=1

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑘𝑠𝑗
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 ⩽

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)d𝑡,

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑠𝑡𝑖

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑀∑
𝑗=1

𝑏𝑠𝑡𝑗

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡 ⩽

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑠

𝑡 (𝑡)d𝑡.

由于 𝑓𝑖(𝑡)和𝐹𝑠𝑗(𝑡)为单调递增函数, 𝑓
′
𝑖 (𝑡) ⩾ 0,

𝐹
′
𝑠𝑗(𝑡) ⩾ 0. 由定义 1、引理 3和引理 5可知, 𝐸𝜆 = [𝑒−𝜆 ,

𝑒+𝜆 ]. 其中: 𝑒−𝜆 ∈ [−1, 0], 𝑒+𝜆 ∈ [0, 1]. �̃�𝑖和 𝑦𝑠𝑗都是模糊

数,假设函数 𝑓𝑖(𝑥)和𝐹𝑠𝑗(𝑡)在[−1,1]上都是单调递增

的函数,则有

(�̃�𝑖)𝜆 = [𝑓𝑖(𝐸)]𝜆 = 𝑓𝑖(𝐸𝜆) = 𝑓𝑖(𝑒
−
𝜆 , 𝑒

+
𝜆 ) =

[𝑓𝑖(𝑒
−
𝜆 ), 𝑓𝑖(𝑒

+
𝜆 )],

(𝑦𝑠𝑗)𝜆 = [𝐹𝑠𝑗(𝐸)]𝜆 = 𝐹𝑠𝑗(𝐸𝜆) = 𝐹𝑠𝑗(𝑒
−
𝜆 , 𝑒

+
𝜆 ) =

[𝐹𝑠𝑗(𝑒
−
𝜆 ), 𝐹𝑠𝑗(𝑒

+
𝜆 )].

所以可以得到

𝑓𝑖(−1) ⩽ 𝑓𝑖(𝑒
−
𝜆 ) ⩽ 𝑓𝑖(𝑒

+
𝜆 ) ⩽ 𝑓𝑖(1),

𝐹𝑠𝑗(−1) ⩽ 𝐹𝑠𝑗(𝑒
−
𝜆 ) ⩽ 𝐹𝑠𝑗(𝑒

+
𝜆 ) ⩽ 𝐹𝑠𝑗(1).

由 �̃�𝑖 ⩾ 0, 𝑦𝑠𝑗 ⩾ 0可得

[𝑓𝑖(−1), 𝑓𝑖(1)] ⩾ 0, [𝐹𝑠𝑗(−1), 𝐹𝑠𝑗(1)] ⩾ 0.

从而有

𝑓𝑖(−1) ⩾ 0, 𝐹𝑠𝑗(−1) ⩾ 0. □

2.2 算算算 法法法

综上所述,本文算法描述如下.

Step 1:若模糊数为三角模糊数,则根据引理 3可

得到𝐸的表达式, 并由𝜇𝐴(𝑡) = 𝐸(𝑓−1(𝑡))求出 𝑓𝑖(𝑡),

𝐹𝑠𝑗(𝑡), 𝜓𝑘(𝑡), 𝜓𝑠
𝑖 (𝑡);

Step 2: 计 算
w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓𝑖(𝑡)d𝑡,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹𝑠𝑗(𝑡)d𝑡,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)d𝑡,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓𝑠

𝑡 (𝑡)d𝑡,并代入模型 (1);

Step 3: 根据定理 1将上层含约束条件且具有模

糊决策变量的二层多随从线性规划问题 (1)转化为上

层含约束条件的二层多随从线性规划问题 (2), 再根

据Kuhn-Tucker方法[13]得到模型 (2)的最优解;

Step 4: 将模型 (2)的最优解代入模型 (1)得到该

问题的最优解.

2.3 算算算 例例例

根据上层含约束条件且具有模糊决策变量的二

层多随从线性规划模型, 建立上层为单人单目标,下

层为两人单目标,且上层领导者和下层随从均有约束

条件模型如下:⎧⎨⎩

min
�̃�1,�̃�2

𝑍1
1 = 3�̃�1 + 8�̃�2 + 7𝑦11 + 11𝑦21;

s.t. 5�̃�1 + 2�̃�2 − 𝑦11 + 6𝑦21 ⩽ 4̃0,

6�̃�1 − �̃�2 + 13𝑦11 ⩽ 1̃5,

�̃�1 + �̃�2 − 7𝑦21 ⩽ 1̃0,

7𝑦11 + 4𝑦21 ⩽ 2̃0.

min
𝑦11

𝑍2
1 = 2�̃�1 + �̃�2 − 𝑦11;

s.t. 5�̃�1 + 7𝑦11 ⩽ 1̃5,

− 4�̃�2 + 25𝑦11 ⩽ 3̃.1.

min
𝑦21

𝑍2
2 = 15�̃�1 − �̃�2 + 80𝑦21;

s.t. 40�̃�1 + 𝑦21 ⩽ 5̃.

其中: �̃�1 ⩾ 0, �̃�2 ⩾ 0已给定; 𝑦11 ⩾ 0, 𝑦21 ⩾ 0为下层

问题的解; 3̃.1 = (2.3, 3.1, 3.3), 5̃ = (4.5, 5, 5.5), 1̃0 =

(9, 10, 11), 1̃5 = (13, 15, 17), 2̃0 = (19.5, 20, 20.5),

4̃0 = (37, 40, 43)为三角模糊数.

解解解 根据三角模糊数, 设模糊数 �̃�1 = (𝑥1, 𝑥1,

�̄�1), �̃�2 = (𝑥2, 𝑥2, �̄�2), 𝑦11 = (𝑦
11
, 𝑦11, 𝑦11), 𝑦21 = (𝑦

21
,

𝑦21, 𝑦21).

Step 1 由引理 3可知, 𝐸为三角模糊结构元,原

问题中三角模糊数对应的有界函数如下:

𝜓1(𝑡) =

⎧⎨⎩
3𝑡+ 40, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

3𝑡+ 40, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝜓2(𝑡) = 𝜓1
1(𝑡) =

⎧⎨⎩
2𝑡+ 15, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

2𝑡+ 15, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝜓3(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑡+ 10, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

𝑡+ 10, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.
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𝜓4(𝑡) =

⎧⎨⎩
0.5𝑡+ 20, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

0.5𝑡+ 20, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝜓1
2(𝑡) =

⎧⎨⎩
1.2𝑡+ 3.1, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

0.2𝑡+ 3.1, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝜓2
1(𝑡) =

⎧⎨⎩
0.5𝑡+ 5, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

0.5𝑡+ 5, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝑓1(𝑡) =

⎧⎨⎩
(𝑥1 − 𝑥1)𝑡+ 𝑥1, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(�̄�1 − 𝑥1)𝑡+ 𝑥1, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝑓2(𝑡) =

⎧⎨⎩
(𝑥2 − 𝑥2)𝑡+ 𝑥2, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(�̄�2 − 𝑥2)𝑡+ 𝑥2, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝐹11(𝑡) =

⎧⎨⎩
(𝑦11 − 𝑦

11
)𝑡+ 𝑦11, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(𝑦11 − 𝑦11)𝑡+ 𝑦11, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

𝐹21(𝑡) =

⎧⎨⎩
(𝑦21 − 𝑦

21
)𝑡+ 𝑦21, − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(𝑦21 − 𝑦21)𝑡+ 𝑦21, 0 < 𝑡 ⩽ 1;

0, 其他.

Step 2 计算w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓1(𝑡)d𝑡 = 40,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓2(𝑡)d𝑡 =

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓1

1(𝑡)d𝑡 = 15,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓3(𝑡)d𝑡 = 10,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓4(𝑡)d𝑡 = 20,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓1

2(𝑡)d𝑡 = 30,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝜓2

1(𝑡)d𝑡 = 5,

w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓1(𝑡)d𝑡 =

1

6
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1),w 1

−1
𝐸(𝑡)𝑓2(𝑡)d𝑡 =

1

6
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2),w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹11(𝑡)d𝑡 =

1

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11),w 1

−1
𝐸(𝑡)𝐹21(𝑡)d𝑡 =

1

6
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21).

𝑓 ′1(𝑡) =

⎧⎨⎩ (𝑥1 − 𝑥1), − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(�̄�1 − 𝑥1), 0 < 𝑡 ⩽ 1.

𝑓 ′2(𝑡) =

⎧⎨⎩ (𝑥2 − 𝑥2), − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(�̄�2 − 𝑥2), 0 < 𝑡 ⩽ 1.

𝐹 ′
11(𝑡) =

⎧⎨⎩ (𝑦11 − 𝑦
11
), − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(𝑦11 − 𝑦11), 0 < 𝑡 ⩽ 1.

𝐹 ′
21(𝑡) =

⎧⎨⎩ (𝑦21 − 𝑦
21
), − 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 0;

(𝑦21 − 𝑦21), 0 < 𝑡 ⩽ 1.

𝑓1(−1) = 𝑥1, 𝑓2(−1) = 𝑥2.

𝐹11(−1) = 𝑦
11
, 𝐹21(−1) = 𝑦

21
.

Step 3 根据定理 1,将Step 2计算结果代入原问

题,则原问题等价于下述问题:⎧⎨⎩

min
𝑥1,𝑥1,�̄�1,𝑥2,𝑥2,�̄�2

𝑀1
1 =

1

2
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1)+

4

3
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2) +

7

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11)+

11

6
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21);

s.t.
5

6
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1) +

1

3
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2)−

1

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11) + 𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21 ⩽ 40,

𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1 − 1

6
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2)+

13

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11) ⩽ 15,

1

6
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1) +

1

6
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2)−

7

6
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21) ⩽ 10,

7

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11) +

2

3
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21) ⩽ 20.

min
𝑦
11

,𝑦11,𝑦11

𝑀2
1 =

1

3
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1)+

1

6
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2)− 1

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11);

s.t.
5

6
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1) +

7

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11) ⩽ 15,

− 2

3
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2) +

25

6
(𝑦

11
+ 4𝑦11 + 𝑦11) ⩽ 3.

min
𝑦
21

,𝑦21,𝑦21

𝑀2
2 =

5

2
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1)−

1

6
(𝑥2 + 4𝑥2 + �̄�2) +

40

3
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21);

s.t.
20

3
(𝑥1 + 4𝑥1 + �̄�1) +

1

6
(𝑦

21
+ 4𝑦21 + 𝑦21) ⩽ 5.

其中: 𝑥1, 𝑥1, �̄�1, 𝑥2, 𝑥2, �̄�2已给定, 𝑦
11

, 𝑦11, 𝑦11, 𝑦
21

,

𝑦21, 𝑦21为下层问题的解,且有𝑥1−𝑥1 ⩾ 0, �̄�1−𝑥1 ⩾ 0,

𝑥2 − 𝑥2 ⩾ 0, �̄�2 − 𝑥2 ⩾ 0, 𝑦11 − 𝑦
11

⩾ 0, 𝑦11 − 𝑦11 ⩾ 0,

𝑦21 − 𝑦
21

⩾ 0, 𝑦21 − 𝑦21 ⩾ 0, 𝑥1 ⩾ 0, 𝑥2 ⩾ 0, 𝑦
11

⩾ 0,

𝑦
21

⩾ 0.

Step 4 根据Kuhn-Tucker方法得到该问题的最
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优解,且最优解为

(𝑥1, 𝑥1, �̄�1) = (0.043 1, 0.104 0, 0.250 1),

(𝑥2, 𝑥2, �̄�2) = (2.644 1, 8.038 5, 35.928 8),

(𝑦
11
, 𝑦11, 𝑦11) = (0.315 9, 1.159 0, 7.084 2),

(𝑦
21
, 𝑦21, 𝑦21) = (0.072 6, 0.195 6, 0.778 7);

𝑀1
1 = 111.694 6,𝑀2

1 = 10.018 2,𝑀2
2 = 11.767 9;

𝑍1
1 = (𝑧11, 𝑧

1
1 , 𝑧

1
1) = (24.292 0, 74.884 6, 346.335 8),

𝑍1
2 = (𝑧12, 𝑧

1
2 , 𝑧

1
2) = (−4.353 9, 7.087 5, 36.113 1),

𝑍2
2 = (𝑧22, 𝑧

2
2 , 𝑧

2
2) = (−29.474 3, 9.169 5, 63.403 4).

通过本算例的分析和计算可知,利用结构元方法

能有效地解决上层含约束条件且具有模糊决策变量

的二层多随从线性规划问题,并为模糊二层规划问题

的解决提供了新途径.

3 结结结 论论论

本文主要讨论了一类具有代表性的模糊二层线

性规划问题,即上层含约束条件且具有模糊决策变量

的二层多随从线性规划问题,利用结构元理论中模糊

结构元加权序,将模糊数的大小比较转化为单调函数

的比较,因而将上层含约束条件且具有模糊决策变量

的二层多随从线性规划问题转化为经典的二层多随

从线性规划问题,简化了运算.
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