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摘 要: 针对约束边界粒子在边界区域搜索能力不足的问题,提出一种基于自适应进化学习的约束多目标粒子群

优化算法. 该算法根据不符合约束条件粒子的约束违反程度,修正优化算法的进化学习公式,提高算法在约束边界区

域的搜索能力;通过引入一种基于拥挤距离的 Pareto最优解分布性动态维护策略,在不增加算法复杂度的前提下改

进Pareto前沿的分布性. 实验结果表明,所提出的算法可以获得具有更好收敛性、分布性和多样性的 Pareto前沿.
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Abstract: Considering the problem of the inadequate search ability for constraint boundary particles in the boundary region,

a constrained multi-objective particle swarm optimization algorithm based on self-adaptive evolutionary learning is presented.

The evolutionary learning formulas of multi-objective particle swarm optimization algorithm are modified according to the

constraint violation level of infeasible particles, so that the algorithm’s search ability is enhanced greatly in the constraint

boundary region．Furthermore, a dynamic distribution maintenance strategy for Pareto front based on the crowding distance

is adopted to improve the distribution of Pareto front without any increase in the algorithm’s complexity．The experimental

results show that the Pareto front obtained by the proposed algorithm has better convergence, distribution and diversity.
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0 引引引 言言言

实际工程中的优化问题通常是带有约束条件的

多目标优化问题.在多目标优化问题求解中, 多目标

优化算法的研究已取得了一些进展,但其研究成果大

都集中在获得多目标优化问题的 Pareto前沿的最优

分布上,缺少对多目标优化问题约束条件的处理方法

的研究;相比无约束优化问题,约束优化问题的求解

更加复杂[1]. 因此,简单、高效地求解带约束多目标优

化问题的多目标优化算法日益受到重视[2-3].

针对带有约束的多目标优化问题,罚函数[4]是最

常用的约束处理方法之一,但在该方法中, 罚因子的

选取问题一直未能得到有效地解决[5]. 为了避免对罚

因子的选取, 文献 [6]提出了基于评价准则的约束处

理方法,并与进化算法相结合实现了带约束多目标优

化问题的求解. 文献 [7]提出的粒子群优化算法 (PSO)

因具有收敛速度快、易于实施等优点,作为一种性能

优异的进化算法在求解约束多目标优化问题中得到

应用[8]. 文献 [9]将基于评价准则的约束处理方法引

入 PSO算法并验证了其可行性. 文献 [10-12]采用基

于评价准则的约束多目标粒子群处理方法求解带约

束多目标优化问题,均取得了较好的优化结果.然而,

采用这种处理技术的多目标粒子群优化算法求解时,

由于约束边界附近不可行粒子对可行域内全局最优

位置的过度追随,导致算法在约束边界区域搜索能力

不足,难以获得完整的Pareto最优前沿.

本文提出一种基于自适应进化学习的约束多

目标粒子群优化算法. 该算法根据不符合约束条件

粒子的约束违反程度修正多目标粒子群优化算法
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的进化学习公式, 并通过引入一种基于拥挤距离的

Pareto最优解分布性动态维护策略,得到具有更好收

敛性、分布性和多样性的Pareto前沿.

1 约约约束束束多多多目目目标标标优优优化化化问问问题题题及及及约约约束束束处处处理理理

考虑一般性,约束多目标优化问题可表示为

min 𝐹 (𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑚(𝑥)).

s.t. 𝑔𝑗(𝑥) ⩽ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘;
ℎ𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙;
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷);

𝑥min
𝑖 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥max

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷. (1)

其中: 𝑥为𝐷维决策向量, 𝑓𝑖(𝑥)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为

𝑚个目标函数, 𝑥min
𝑖 和𝑥max

𝑖 为第 𝑖维决策变量的上

下限, 𝑔𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为 𝑘个不等式约束条件,

ℎ𝑗(𝑥)(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙)为 𝑙个等式约束.

基于评价准则的约束多目标粒子群处理方法,根

据式 (1)中的约束条件计算各粒子的约束违反程度

𝑄(𝑥) =

𝑘∑
𝑖=1

max(0, 𝑔𝑖(𝑥)) +

𝑙∑
𝑖=1

max(0, ∣ℎ𝑖(𝑥)∣). (2)

其中𝑄(𝑥)代表粒子𝑥的约束违反程度, 用于定量地

描述粒子与可行域的接近程度, 对于可行粒子, 有

𝑄(𝑥) = 0. 结合粒子的多个目标函数值信息和约束

违反程度信息,评价准则给出了两个粒子间的择优方

法:

1)若两个粒子中一个可行另一个不可行,则选择

可行粒子为优;

2)若两个粒子均不可行,则选择约束违反程度小

的粒子为优;

3)若两个粒子均可行,则基于 Pareto支配关系选

择非支配粒子为优.

2 基基基于于于自自自适适适应应应进进进化化化学学学习习习的的的约约约束束束多多多目目目标标标粒粒粒子子子

群群群优优优化化化算算算法法法

2.1 标标标准准准粒粒粒子子子群群群优优优化化化算算算法法法

对于𝐷维决策变量, PSO算法中粒子𝑥的位置记

为𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷]T, 速度记为 𝑣 = [𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝐷]T. 假设在第 𝑘 + 1次迭代中,粒子𝑥的个体最优位

置为 𝑝𝑏, 种群获得的全局最优位置为 𝑔𝑏, 则粒子𝑥的

速度与位置学习进化公式为

𝑣(𝑘+1) =

𝑤𝑣(𝑘) + 𝑐1𝑟1(𝑝
(𝑘)
𝑏 − 𝑥(𝑘)) + 𝑐2𝑟2(𝑔

(𝑘)
𝑏 − 𝑥(𝑘)), (3)

𝑥(𝑘+1) = 𝑥(𝑘) + 𝑣(𝑘+1). (4)

其中: 𝑤为惯性因子, 𝑐1和 𝑐2分别为个体学习因子和

社会学习因子, 𝑟1和 𝑟2为 [0,1]内均匀分布的随机数.

标准 PSO算法只能求解无约束单目标优化问题.对于

带有约束多目标优化问题的求解,需考虑约束处理方

法以及Pareto前沿最优.

2.2 自自自适适适应应应进进进化化化学学学习习习公公公式式式

分析标准粒子群进化公式,当种群中某个粒子飞

入可行域后,处在约束边界附近的不可行粒子由于可

行域内全局最优解的吸引作用快速脱离边界位置,忽

略了对约束边界附近有利信息的挖掘. 为了避免约束

边界附近不可行粒子对可行域内全局最优解的过度

追随,本文提出通过自适应进化学习方式减缓约束边

界不可行粒子的飞行速度.

根据约束违反程度将粒子分为可行和不可行两

类. 对于可行粒子仍按照标准粒子群算法的学习进化

公式 (3)和 (4)更新粒子的速度与位置信息,完成可行

域内 Pareto前沿的搜索任务. 对于不可行粒子, 将其

约束违反程度进行归一化处理,得到归一化的约束违

反程度为

𝑄vio(𝑥) =
𝑄(𝑥)−min

𝑥 (𝑄(𝑥))
max
𝑥 (𝑄(𝑥))−min

𝑥 (𝑄(𝑥))
. (5)

利用不可行粒子的归一化约束违反程度𝑄vio(𝑥)

影响其社会学习因子, 修正其速度和位置.自适应进

化学习公式为

𝑣(𝑘+1) =𝑤𝑣(𝑘) + 𝑐1𝑟1(𝑝
(𝑘)
𝑏 − 𝑥(𝑘))+

𝑐2𝑄vio(𝑥)𝑟2(𝑔
(𝑘)
𝑏 − 𝑥(𝑘)), (6)

𝑥(𝑘+1) =𝑥(𝑘) + 𝑣(𝑘+1). (7)

通过分析修正后的进化学习公式可知, 不可行

粒子可以根据自身的约束违反程度自适应地完成不

同的进化学习任务:对于约束边界附近的粒子, 因其

𝑄vio(𝑥𝑖)接近为 0, 所以 𝑐2𝑄vio(𝑥𝑖)为极小值, 表现为

全局最优解对该粒子的吸引力减弱, 粒子以小步长

向全局最优解靠近, 完成可行域边缘有利信息的挖

掘任务;对于约束违反程度较大的粒子,有 𝑐2𝑄vio(𝑥𝑖)

≈ 𝑐2, 此时, 粒子保持了对全局最优解较强的追随能

力, 粒子脱离当前位置完成未知可行域的探索任务.

与标准粒子群优化算法相比,采用修正后的进化学习

公式不仅可以提高约束边界的搜索能力,而且能够充

分利用具有不同约束违反程度的粒子完成全局搜索,

保证粒子快速收敛到真实 Pareto前沿.

2.3 基基基于于于拥拥拥挤挤挤距距距离离离的的的Pareto最最最优优优解解解分分分布布布性性性动动动态态态
维维维护护护

对于Pareto最优解集尺寸较大的优化问题,保留

所有Pareto最优解将会增加算法的复杂度,且无实际

意义. Pareto前沿分布均匀能为决策者提供具有较好

多样性的候选解.拥挤距离是常用的度量个体聚集密

度的指标, 可用于 Pareto前沿分布性的维护, 其计算

公式为
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𝐼𝑖 =

𝑚∑
𝑘=1

(∣𝑓𝑖+1,𝑘 − 𝑓𝑖−1,𝑘∣). (8)

其中: 𝑓𝑖,𝑘为在第 𝑘个目标维度上从小到大排序后的

第 𝑖个个体目标函数值, 𝑚为目标函数的总个数, 𝐼𝑖为

第 𝑖个最优解的拥挤距离.

传统的基于拥挤距离的 Pareto前沿分布性维护

方法很可能因一次性裁剪过多密集区域内的粒子,导

致遗漏 Pareto最优解. 为此, 本文提出一种基于拥挤

距离Pareto最优解分布性的动态维护方法,避免误删

Pareto最优解.

所有最优解分别按照各目标函数值从小到大

进行排序, 将第 𝑘个目标维度上最优解𝑥的排序号

记为其在该维度上的位置信息,表示为𝑃 (𝑥, 𝑘),与该

最优解对应的目标函数值则表示为 𝑓𝑃 (𝑥,𝑘). 由拥挤

距离计算公式可知, 若第 𝑘个目标维度上位置信息

为𝑃 (𝑥, 𝑘)的最优解𝑥被删除,则在第 𝑘个目标维度上

只会影响位置信息为𝑃 (𝑥, 𝑘) + 1和𝑃 (𝑥, 𝑘) − 1的两

个最优解的拥挤距离分量,此时需要重新计算这两个

受影响的最优解在第 𝑘个目标维度上的拥挤距离分

量,即

𝐼𝑃 (𝑥,𝑘)−1 = ∣𝑓𝑃 (𝑥,𝑘)+1 − 𝑓𝑃 (𝑥,𝑘)−2∣,
𝐼𝑃 (𝑥,𝑘)+1 = ∣𝑓𝑃 (𝑥,𝑘)+2 − 𝑓𝑃 (𝑥,𝑘)−1∣, (9)

其中 𝐼𝑃 (𝑥,𝑘)为在第 𝑘个目标维度上位置信息为𝑃 (𝑥,

𝑘)的最优解的拥挤距离分量.

在分布性动态维护过程中,每次只删除拥挤距离

最小的一个最优解,由被删除最优解的位置信息找出

在各目标维度上拥挤距离分量受影响的最优解; 按

式 (9)重新计算受影响的最优解的拥挤距离分量, 更

新其拥挤距离,进而基于新的拥挤距离对Pareto最优

集进行维护,不断循环直至Pareto最优解规模达到给

定值.

2.4 算算算法法法实实实现现现

基于自适应进化学习的约束多目标粒子群优化

(MOPSO)算法的实现步骤如下.

Step 1: 设置进化参数 (𝑤, 𝑐1, 𝑐2), 种群规模𝑁 ,

Pareto最优解规模𝐿和最大迭代次数max𝐷𝑇 .

Step 2: 在给定搜索域内初始化种群位置𝑥和速

度 𝑣.

Step 3: 计算种群中各粒子的目标函数值及约束

违反程度.

Step 4: 选取所有可行解,基于Pareto支配关系构

造当前的 Pareto最优集. 若当前 Pareto最优集规模大

于给定值𝐿,则采用动态分布性维护策略将Pareto最

优集规模维持在给定值.

Step 5: 若当前 Pareto最优集为空, 则选取约束

违反程度最小的粒子作为全局最优位置 𝑔𝑏; 否则,从

Pareto最优集中以大概率选择拥挤距离大的解作为全

局最优位置 𝑔𝑏.

Step 6: 采用基于评价准则的约束处理方法更新

各粒子的个体最优位置 𝑝𝑏.

Step 7: 按照自适应学习进化方式更新所有粒子

的位置𝑥与速度 𝑣.

Step 8: 判断是否达到最大迭代次数max𝐷𝑇 ,若

未达到则返回 Step 3,否则,结束循环并输出 Pareto最

优集.

3 算算算法法法复复复杂杂杂度度度分分分析析析

考虑一般性,假设约束多目标优化问题的目标函

数个数为𝑀 ,种群规模为𝑁 , Pareto最优解规模为𝐿.

分析 Pareto最优解的构造过程. 将种群中的所有

可行解与当前的 Pareto最优解合并,若种群中的𝑁个

粒子均为可行解,则合并后新种群规模为𝑁+𝐿. 新种

群中判断一个粒子是否为非支配解需进行𝑀(𝑁 + 𝐿)

次比较.若各粒子互不支配, 则构造一个新的 Pareto

最优解共需𝑀(𝑁 + 𝐿)2次比较. 因此,该部分的算法

复杂度为𝑂(𝑀(𝑁 + 𝐿)2).

分析 Pareto最优解的维护过程,其计算量主要集

中在粒子位置信息获取和拥挤距离分量重新计算两

部分.位置信息获取过程即为首次 Pareto最优解拥挤

距离的计算过程,其算法复杂度为𝑂(𝑀(𝑁+𝐿) log(𝑁

+ 𝐿)). 在动态维护过程中,每次删减一个最优解后拥

挤距离受影响的最优解个数最多为 2𝑀 . 在最坏情况

下,该 2𝑀个最优解的拥挤距离分量重新计算过程的

算法复杂度为𝑂(𝑀(𝑁 + 𝐿)), 该过程循环𝑁次直至

Pareto最优解规模减为𝐿,则时间复杂度为𝑂(𝑁𝑀(𝑁

+ 𝐿)).因此, Pareto最优解维护过程的算法复杂度

为𝑂(𝑀(𝑁 + 𝐿) log(𝑁 + 𝐿) +𝑁𝑀(𝑁 + 𝐿)).

由上述分析可知, 本文算法的总体时间复杂度

为𝑂(𝑀(𝑁 + 𝐿)2 +𝑀(𝑁 + 𝐿) log(𝑁 + 𝐿) + 𝑁𝑀(𝑁

+ 𝐿)). 由于𝑁和𝐿均为正整数,且𝑁 + 𝐿 > log(𝑁 +

𝐿),算法的总体时间复杂度可简化为𝑂(𝑀(𝑁 + 𝐿)2),

即整个算法的计算量主要集中在 Pareto最优解的构

造. 因此, 本文所提出的 Pareto最优解分布性动态维

护方法并不增加算法的整体计算复杂度.

4 实实实验验验与与与分分分析析析

4.1 测测测试试试函函函数数数及及及参参参数数数选选选择择择

将本文算法与其他 3种算法进行对比分析,如表

1所示. 算法 1采用基于自适应罚函数的约束处理

方法, 算法 2采用基于评价准则的约束处理方法, 且

两者均采用标准进化方式及一次裁剪分布性维护

方法. 算法 3与算法 2的约束处理方法及 Pareto最优
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解集维护方法一致,但采用修正学习进化方式. 本文

算法与算法 3的约束处理方法及学习进化方式一致,

但采用基于拥挤距离的动态分布性维护策略. 实验

选择 8个标准约束多目标测试函数CONSTR、SRN、

BNH、TNK、OSY、CTP2、CTP5和CTP8[6,13-14]对各算

法进行测试分析.

表 1 4种对比算法

算法 约束处理方法 学习进化方式 Pareto最优解维护方法
1 自适应罚函数 标准进化 一次裁剪拥挤距离

2 评价准则 标准进化 一次裁剪拥挤距离

3 评价准则 修正进化 一次裁剪拥挤距离

本文算法 评价准则 修正进化 动态拥挤距离

设置 SRN、BNH、CONSTR函数寻优实验中算

法最大迭代次数max𝐷𝑇 = 100, Pareto最优解规模𝐿

= 200;设置TNK函数寻优实验中算法最大迭代次数

max𝐷𝑇 = 300, Pareto最优解规模𝐿 = 150; 设置

OSY函数寻优实验中算法最大迭代次数max𝐷𝑇 =

2500, Pareto最优解规模𝐿 = 150; 设置CTP系列函

数寻优实验中算法最大迭代次数max𝐷𝑇 = 300,

Pareto最优解规模𝐿 = 200. OSY函数寻优实验中种

群规模𝑁 = 200,其余实验均取𝑁 = 150. 算法中各进

化参数设置如下: 学习因子 𝑐1 = 𝑐2 = 1;采用线性递

减惯性权值𝑤,且𝑤max = 0.95, 𝑤min = 0.4.

4.2 性性性能能能指指指标标标

采用世代距离指标GD[11]计算获得的 Pareto前

沿与真实Pareto前沿的接近程度

GD =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=1

𝑑2𝑖

/
𝑛. (10)

其中: 𝑛为 Pareto最优解个数, 𝑑𝑖为目标空间中第 𝑖个

Pareto最优解距Pareto前沿最近个体的距离.

采用指标SP[11]评价算法求得 Pareto前沿分布

SP =

√√√⎷ 1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑖=1

(𝑑− 𝑑𝑖)2. (11)

其中: 𝑛为 Pareto最优解个数, 𝑑𝑖为目标空间中第 𝑖个

Pareto最优解距其他个体的距离, 𝑑为 𝑑𝑖的平均值.

4.3 结结结果果果与与与讨讨讨论论论

在相同硬件条件下, 8个测试函数分别采用 4种

优化算法独立运行 30次. 4种算法的收敛性指标GD

统计结果见表 2, 分布性指标 SP统计结果见表 3. 收

敛性指标GD和分布性指标 SP的最大值与最小值如

表 4和表 5所示.

8个测试函数中SRN和BNH的约束 Pareto前

沿为无约束Pareto前沿的一部分. CONSTR的约束

Pareto前沿由无约束 Pareto前沿和约束边界两部分

组成; TNK的约束 Pareto前沿为 3段不连续的非线性

约束边界; OSY的约束 Pareto前沿为 5段线性的约束

边界; CTP系列函数的约束Pareto前沿为多段不连

续的非线性约束边界.其中, OSY函数和CTP系列函

数 Pareto前沿获取难度最大[10].

首先,对比分析算法 1、算法 2和算法 3的收敛性

指标.由表 2可知,算法 2可以获得明显优于算法 1的

收敛性指标,说明基于评价准则的约束处理方法相对

于基于自适应罚函数的约束处理方法具有明显优势.

此外,算法 3获得的各收敛性指标均优于算法 2,说明

本文提出的自适应学习进化方式在保证算法全局搜

表 2 GD指标统计结果对比

算法 1 算法 2 算法 3 本文算法
测试函数

均值 方差 均值 方差 均值 方差 均值 方差

SRN 0.031 0 1.06e-4 0.015 0 1.97e-5 0.012 9 7.73e-6 0.008 6 6.93e-6

BNH 0.004 5 2.39e-7 0.004 5 4.50e-7 0.003 9 2.68e-7 0.002 4 2.29e-7

CONSTR 4.33e-4 2.50e-9 3.66e-4 2.09e-9 3.28e-4 2.14e-9 2.10e-4 1.95e-9

TNK 6.62e-4 9.82e-9 1.73e-4 4.45e-10 1.41e-4 2.07e-10 1.30e-4 3.44e-10

OSY 0.729 4 0.159 2 0.122 5 0.055 4 0.063 3 0.003 7 0.057 0 0.005 5

CTP2 0.058 0 0.005 7 0.007 8 1.36e-4 0.002 8 4.16e-5 0.001 7 1.01e-5

CTP5 0.031 9 0.003 5 0.002 4 6.95e-5 0.001 7 3.73e-5 0.001 5 3.29e-5

CTP8 0.113 1 0.011 8 0.007 3 2.26e-4 0.005 9 1.87e-4 0.004 0 1.47e-4

表 3 SP指标统计结果对比

算法 1 算法 2 算法 3 本文算法
测试函数

均值 方差 均值 方差 均值 方差 均值 方差

SRN 0.469 7 0.010 4 0.539 4 0.002 7 0.538 8 0.002 1 0.287 8 0.002 6

BNH 0.277 2 1.57e-4 0.253 6 2.79e-4 0.256 5 1.61e-4 0.142 6 8.15e-5

CONSTR 0.011 2 8.6e-9 0.012 4 8.68e-7 0.012 8 5.28e-7 0.007 8 1.66e-7

TNK 0.005 7 1.07e-6 0.002 7 1.85e-7 0.002 4 1.17e-7 0.002 2 1.16e-7

OSY 3.857 1 2.420 7 0.499 3 0.040 7 0.471 0 0.030 7 0.408 4 0.035 1

CTP2 0.067 0 0.008 7 0.037 0 5.18e-5 0.003 3 4.36e-5 0.002 2 2.28e-5

CTP5 0.045 0 0.002 2 0.014 0 2.62e-5 0.015 7 3.03e-5 0.015 1 1.96e-5

CTP8 0.319 9 0.050 9 0.142 7 0.018 3 0.151 4 0.015 9 0.112 4 6.66e-4
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表 4 收敛性指标GD的最大值与最小值

算法 1 算法 2 算法 3 本文算法
测试函数

最大值 最小值 最大值 最小值 最大值 最小值 最大值 最小值

SRN 0.059 9 0.014 6 0.028 6 0.010 1 0.018 4 0.008 2 0.016 7 0.005 6

BNH 0.005 6 0.003 5 0.006 1 0.003 3 0.005 2 0.002 6 0.003 6 0.001 5

CONSTR 5.93e-4 2.96e-4 4.48e-4 2.66e-4 4.11e-4 2.37e-4 2.91e-4 1.26e-4

TNK 8.67e-4 4.62e-4 2.15e-4 1.27e-4 1.75e-4 1.10e-4 1.71e-4 1.06e-4

OSY 1.565 2 0.174 3 0.967 2 0.013 8 0.453 0 0.019 3 0.413 3 0.012 3

CTP2 0.126 4 0.008 4 0.034 4 0.001 7 0.024 3 0.000 1 0.016 7 8.21e-5

CTP5 0.102 3 0.003 2 0.033 3 0.000 2 0.032 5 0.000 2 0.031 6 9.03e-5

CTP8 0.398 1 0.001 4 0.040 1 8.32e-6 0.040 0 7.22 e-6 0.038 8 1.56e-6

表 5 分布性指标SP的最大值与最小值

算法 1 算法 2 算法 3 本文算法
测试函数

最大值 最小值 最大值 最小值 最大值 最小值 最大值 最小值

SRN 0.722 5 0.233 6 0.669 3 0.426 0 0.689 6 0.452 6 0.518 8 0.244 7

BNH 0.298 3 0.250 1 0.292 8 0.215 4 0.284 4 0.227 1 0.162 1 0.122 9

CONSTR 0.021 4 0.009 7 0.015 1 0.010 8 0.014 2 0.011 2 0.008 7 0.006 8

TNK 0.008 0 0.037 1 0.003 5 0.002 1 0.003 6 0.001 8 0.003 2 0.000 7

OSY 7.741 1 0.374 1 1.246 0 0.302 5 1.245 1 0.278 0 1.214 7 0.249 3

CTP2 0.453 1 0.012 5 0.039 1 1.10e-5 0.033 5 6.50e-5 0.027 4 1.56e5

CTP5 0.202 1 9.60e3 0.018 0 5.27e-5 0.036 5 3.81e-5 0.025 1 3.26e5

CTP8 0.348 5 0.159 2 0.535 2 0.004 0 0.557 1 0.073 1 0.137 0 4.10e4

索能力的同时增强算法在约束边界附近的搜索能力,

可帮助算法更好地获得各类约束优化问题的 Pareto

前沿,提高了算法的收敛性.

对比分析前 3个算法与本文算法的收敛性指标

及分布性指标.由于本文算法在算法 3的基础上采用

基于拥挤距离的动态分布性维护策略,改进了 Pareto

前沿的分布性,避免了搜索陷入局部最优问题.因此,

针对 8种不同难度的测试函数, 本文算法均可获得

最优的收敛性指标均值及分布性指标均值. 虽然在

处理部分函数时本文算法获得的分布性指标方差并

不是最小, 但考虑方差数量级极小, 可忽略其表达的

Pareto前沿收敛性、分布性差异.

图 1∼图 3为算法 1、算法 2、算法 3与本文算法

分别求解OSY函数和两个CTP系列函数得到的

Pareto前沿对比 (𝑓1和 𝑓2为目标函数值). 图 2和图 3

中实线为无约束时所获得的Pareto前沿. 由图 1∼图
3可看出, 在处理OSY函数时, 算法 1、算法 2和算法

3只能获得部分 Pareto前沿, 而本文算法则可以得到

完整 Pareto前沿. 在处理CTP2与CTP5函数时, 虽然

算法 1、算法 2和算法 3都可以获得完整的 Pareto前

沿, 但本文算法所获得的 Pareto前沿具有更好的分

布性和多样性.所选取的OSY、CTP系列测试函数的

Pareto前沿为约束边界, 所提出算法获得了更好的

Pareto最优解,说明算法在约束边界的搜索能力更好.
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图 2 函数CTP2的Pareto前沿对比
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图 3 函数CTP5的Pareto前沿对比

5 结结结 论论论

本文提出了一种基于自适应进化学习的约束多

目标粒子群优化算法. 该算法根据不符合约束条件

粒子的约束违反程度修正多目标粒子群优化算法的

进化学习公式, 有效地提高了算法在约束边界区域

的搜索能力;引入了一种基于拥挤距离的Pareto最优

解分布性动态维护策略,在不增加算法复杂度的前提

下,改进了 Pareto前沿的分布性. 实验结果表明,在处

理带约束多目标优化问题时,基于自适应进化学习的

约束多目标粒子群优化算法可以获得具有更好收敛

性、分布性和多样性的Pareto前沿.
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