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1维零压流体运动方程组的解的局部结构
∗

张　茜,赵引川
(华北电力大学数理系,北京　102206)

摘　要:研究1维零压流体运动方程组,引进势函数并讨论它的最小值点.当初值(x,t)∈R×(0,∞)时,得出解的局部

结构的以下结论.若势函数有唯一非退化最小值点,则(x,t)附近的解光滑;若势函数有2个以上非退化最小值点或唯一退

化最小值点,则(x,t)附近的解间断.
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主要研究了1维零压流体运动方程组的Cauchy问题:

ρt+(ρu)x =0,
(ρu)t+(ρu2)x =0,
(ρ,u)(t=0)=(ρ0(x),u0(x)).

ì

î

í (1)

其中:ρ0(x)>0,ρ0(x)存在k阶连续偏导即ρ0(x)∈Ck;同样u0(x)∈Ck,3≤k< ∞ 且u0(x)有界,

x∈R,t∈ (0,∞).[1]由于即使在初始值光滑的情况下,也不存在一个解在任意t时方程组(1)都成立,因
此笔者就想先刻画出初值领域内方程组解的情况,从而进一步构造解的结构.

1　 准备知识
在文献[2]中,主要使用的是函数F(x,t;u)=tg(u)+Φ(x-f′(u)t),其中g(u)=uf′(u)-f(u),

Φ(y)=∫
y

0
ϕ(x)dx.类似地,文中引用文献[3]应用Lebesgue-Stieltjes积分建立方程组(1)的势函数F(x,

t;y)=∫
y

0
ρ0(η)(tu0(η)+η-x)dη.设h=supu0(x),考虑F(x,t;y),对于某个(x,t),当y1 <y2 ≤x

-ht或y1 >y2 ≥x+ht时,

F(x,t;y1)-F(x,t;y2)=t∫
y1

y2
ρ0(η)(u0(η)-

x-η
t

)dη >0,

所以对于某个(x,t),F(x,t;y)总有最小值,并且在[x-ht,x+ht]上取得最小值点.设当F取到最小值

时的y 是F 的临界点,且一定是方程
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■F
■y

(x,t,y)=0 (2)

的解,而

■F
■y

(x,t,y)=ρ0(y)(tu0(y)+y-x). (3)

因为ρ0(x)>0,所以当■F
■y

(x,t,y)=0时,y=x-tu0(y).这时,

■F
■x

(x,t,y)=-∫
y

0
ρ0(η)dη, (4)

■F
■t

(x,t,y)=∫
y

0
ρ0(η)u0(η)dη. (5)

令集合U={(x,t)(x,t)∈H,F(x,t,·)在唯一点y 处取到最小值且在点y 处有(■2F/■y2)(x,

t,y)≠0},其中 H =R×(0,∞).

引理1　 对(x,t)∈U,令y(x,t)为F(x,t;·)相应的最小值点,定义u(x,t)=
x-y(x,t)

t
,ρ(x,

t)=ρ0(y(x,t))·yx,那么在U 上,(ρ,u)为方程组(1)的解.

证明 　 因为 ■2F
■x■t=

■2F
■t■x

,由 (4),(5)式 可 得 yt =-u0(y(x,t))·yx,又 由■F
■y

(x,t,y)=

ρ0(y)(tu0(y)+y-x)=0,可得u0(y(x,t))=
x-y(x,t)

t
,所以yt=-u(x,t)·yx.由上述等式可得

定义的(ρ,u)为方程组(1)的解.

2　 解的局部结构
定理1　U 是H 的开子集,最小值函数y(x,t)在U 上光滑.
证明 　 假设(x0,t0)∈U,令y0 是y 的最小值.

因为假设■2F
■y2

(x0,t0,y0)≠0,所以由隐函数定理可知,存在y0 的一个开邻域ϑ,当(x,t)→ (x0,t0)

时,(2)式在ϑ内有唯一解y(x,t).
由(3)式知F(x,t,·)的临界点包含在紧区间J={y:y ≤C},其中C=|x-tinfmu0(m)|.
对所有在紧集J\ϑ里的y,都存在一个正值δ,有F(x0,t0,y)≥F(x0,t0,y0)+δ 成立.
对所有y ∈J\ϑ和(x,t)逼近(x0,t0)时,由连续性可知

F(x,t,y)≥F(x,t,y(x,t))+
δ
2

,

因此对所有逼近(x0,t0)的点,y(x,t)是y 的唯一最小值.
下面定义一些集合 H 的子集,在这些子集上,通过最小化步骤可以导出不连续函数:

Γ1={(x,t):存在2个不同的值使F(x,t,·)取到最小值,且都有■2F
■y2 ≠0};

Γ(c)
0 ={(x,t):存在3个不同的值使F(x,t,·)取到最小值,且都有■2F

■y2 ≠0};

Γ(f)
0 ={(x,t):存在唯一的值使F(x,t,·)取到最小值且有■2F

■y2 =0,但■4F
■y4 ≠0}.

当然,这些集合依赖于初值,接下来证明对大多数初值来说,没有其他可能性的存在.然而,首先要证明Γ1

是所有穿过拥有跳跃间断点最小值函数的光滑曲线的并,而Γ(c)
0 和Γ(f)

0 包含的则是孤立点或者是在Γ1 开

始或结束的光滑曲线.
定理2　当∀(x0,t0)∈Γ1,(x0,t0)的领域为ϑ,则Γ1 ∩ϑ是一条过点(x0,t0)的光滑曲线x=γ(t),
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且最小值函数y(x,t)在ϑ\Γ1 上光滑.
证明　 令y1,y2 是能使F(x0,t0,·)达到最小值的2个值,且在(x0,t0)的领域ϑ中,y1(x,t),y2(x,

t)是(2)式对应的2个解.
由类似于定理1的讨论可知在逼近(x,t)的点上,F(x,t,·)的最小值点可能在y1(x,t)或y2(x,t)

取到,也可能同时在这2点取到,因此ϑ中的点不是属于U 就是属于Γ1,而这取决于F 在这2个临界点上

的值是否相同,也就是说Γ1 ∩ϑ是方程

ψ(x,t)=F(x,t,y2(x,t))-F(x,t,y1(x,t))=0 (6)

的解集.由(5)式知■ψ
■x

(x,t,y)=∫
y1

y2
ρ0(η)dη ≠0,所以(6)式定义的是一个x 的关于t的光滑函数.

在下面的定理中会用到开始于(x0,t0)的半曲线,即意味着有这样形式的集合{(x,t):x=γ(t),t>
t0},其中γ(t0)=x0,而在(x0,t0)点结束的半曲线则是当t<t0 时的集合.

假设ϑ是(x0,t0)点的邻域,定义ϑ′为有空邻域ϑ\{(x0,t0)}.
定理3　∀(x0,t0)∈Γ(c)

0 的邻域ϑ,则Γ1 ∩ϑ是3条半曲线的并集,2条终止于(x0,t0),1条开始于

(x0,t0),最小值函数在ϑ′\Γ1 上光滑.
证明　 假设y1,y2,y3 分别是使F(x0,t0,·)达到最小值的点,分别对应最小值函数yi(x,t),显然在

逼近(x,t)的点上,F 的最小值可能在一(或更多)点上取到.ϑ中所有的点都属于Γ(c)
0 ,Γ1 或U,可得Γ(c)

0

∩ϑ={F1=F2=F3},和

Γ1 ∩ϑ={F1=F2 <F3}∪ {F1=F3 <F2}∪ {F2=F3 <F1}, (7)
其中Fj(x,t)=F(x,t,yj(x,t)).{F1=F2},{F1=F3},{F3=F2}中的任一个集合都是过(x0,t0)点的

光滑曲线,由u0 的凸性可知,这些曲线中没有任意2条在(x0,t0)点相切,因此Γ(c)
0 ∩ϑ只包含点(x0,t0)

和Γ1 ∩ϑ是3条半曲线的并集.令y1 <y2 <y3,则(7)式中的第1条和第3条是终止于(x0,t0)的,而第

2条是开始于(x0,t0)的.
定理4　∀(x0,t0)∈Γ(f)

0 ,(x0,t0)的邻域为ϑ,则Γ1 ∩ϑ为一条开始于(x0,t0)的半曲线,且最小值

函数在ϑ′\Γ1 上光滑.
证明 　 因为(x0,t0,y0),利用文献[4]中的方法,使

Fy(x0,t0,y0)=0,Fyy(x0,t0,y0)=0,Fyyy(x0,t0,y0)=0,Fyyyy(x0,t0,y0)>0,
所以对

z=x0-u0(y0)t0, (8)
有

u0(y0)=
x0-z
t0

,u′
0(z)=-

1
t0

,u″
0(z)=0,u‴

0(z)>0. (9)

由保号性知存在δ,∀x ∈ (z-δ,z+δ)中有

u‴
0(x)>0. (10)

∀(x1,t1)∈ϑ′,F(x1,t1,·)的最小值点y1,由(8)式的对应关系知z1=x1-u0(y1)t1 且z1 ∈ (x-δ,

x+δ),否则与F 在(x0,t0)处仅有唯一最小值相矛盾.
在邻域ϑ′中,假设存在点(x2,t2)使F 取退化最小值,即有

Fy(x2,t2,y2)=0,Fyy(x2,t2,y2)=0,Fyyy(x2,t2,y2)=0.
由(8)式的对应关系可知u″

0(z2)=0,由(9)式可知u″
0(z)=0,由罗尔定理可知存在ξ1 ∈ (z2,z+δ),使得

u‴
0(ξ1)=0,与(10)式相矛盾,因此邻域ϑ′中的点都取非退化最小.

由文献[5]可知在(x0,t0)点只有1条开始于(x0,t0)的激波γ1.假设 ∀(x3,t3)∈ϑ′\γ1,至少存在

y3,y4 使F(x3,t3,·)取非退化最小值.由定理2可知存在激波γ2 过点(x3,t3),设激波γ2 的起点为(x5,

t5),F(x5,t5,·)有退化最小值点,由(8)式可知u″
0(z5)=0(其中z5=x3-u0(y3)t3),又由(9)式知u″

0(z)

=0,所以存在ξ2 ∈ (z5,z+δ),u‴
0(ξ2)=0,与(10)式相矛盾.因此,对 ∀(x3,y3)∈ϑ′\γ1,F(x3,t3,·)

有唯一非退化最小值.
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由此可得Γ1 ∩ϑ为一条开始于(x0,t0)的半曲线,且最小值函数在ϑ′\Γ1 上光滑.

3　 结论
由引理1的证明可以知道,方程组(1)的解可以由势函数的最小值函数表示.也就是说,通过对y(x,

t)的局部分析得出方程组(1)解的局部结构:当势函数有唯一非退化最小值点时,(x,t)邻域内的解光滑;
当势函数有2个以上非退化最小值点或唯一退化最小值点时,(x,t)邻域内的解间断.
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LocalStructureoftheSolutionstoOne-Dimensional
Zero-PressureFlowEquations

ZHANGXi,ZHAOYin-chuan
(DepartmentofMathematicsandPhysics,NorthChinaElectricPowerUniversity,BeiJing102206,China)

Abstract:Thispaperisconcernedwithone-dimensionalzero-pressureflowequations.Byintroducingapo-
tentialfunctionanddiscussingitsminimizingpoint,thefollowingconclusionsonthelocalstructureof
thesolutionaredrawnforeachpoint(x,t)∈R×(0,∞).Whenpotentialfunctionhasauniqenon-degen-
erateminimizingpoint,solutionsaresmoothintheneighborhoodof(x,t);Whenpotentialfunctionhas
morethantwonon-degenerateminimizingpointsorauniqedegenerateminimizingpoint,solutionsare
discontinuousintheneighborhoodof(x,t).
Keywords:zero-pressureflowequations;localstructure;degeneratepoint;non-degeneratepoint
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