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环体体积的一种计算方法
∗
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摘　要:根据数形结合思想,运用重积分的微元法和形心坐标公式推导出环体体积的一个计算公式,并给出了该公式的

具体应用.
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1　预备知识
(1)环体.所谓环体,是一种特殊的旋转体,是由一个平面图形绕这平面内与该平面图形无交点的一

条直线旋转1周而成的立体.
(2)平面图形形心.设有一平面薄片 ,占有xOy 面上的闭区域D ,平面薄片是均匀的 ,即面密度是常数 ,

则平面薄片的质心称为平面图形D 的形心.
(3)平面薄片的质心坐标[1].设有一平面薄片 ,占有xOy 面上的闭区域D ,在点(x,y)处的面密度是

μ(x,y),则平面薄片的质心(■x,■y)坐标分别为

■x=
My

M =
∬

D

xμ(x,y)dσ

∬
D
μ(x,y)dσ

,■y=
Mx

M =
∬

D

yμ(x,y)dσ

∬
D
μ(x,y)dσ

.

旋转体的体积是一个重要的几何量.求旋转体的体积通常使用微元法[2],但对有些特殊的旋转体使用

该方法计算比较麻烦,一些作者各自分别讨论了满足某些限定条件的旋转体体积的计算方法[35].笔者研

究一种特殊的旋转体即环体的体积计算问题,仍然运用重积分的微元法,但结合平面图形的形心坐标公式

推导出环体体积的一个计算公式.

2　 主要结果
定理1　 已知平面图形D 的面积为S,形心坐标为(■x,■y),则由D 绕x 轴旋转所得到的环体的体积V1

=2Sπ■y,绕y 轴旋转所得到的体积V2=2Sπ■x.
证明 　 不防设平面图形D 是X 型区域:

φ1(x)≤y ≤φ2(x),

a ≤x ≤b,{
如图1所示,它是由曲线y=φ1(x),y=φ2(x)及直线x=a,y=b所围成的区域.
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图1　 平面图形D 的几何示意图

当图形D 绕x轴旋转时,由微元法知,选x 为积

分变量,dV1=π(φ2
2(x)-φ2

1(x))dx,则

V1=∫
b

a
π(φ2

2(x)-φ2
1(x))dx. (1)

又由平面薄片的质心坐标公式,对平面图形,其
面密度μ(x,y)=1是常数,故
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从而

∫
b

a
(φ2

2(x)-φ2
1(x))dx=2S■y. (2)

由(1),(2)式知V1=π∫
b

a
(φ2

2(x)-φ2
1(x))dx=2Sπ■y.

对由D 绕y 轴旋转所得到的环体的体积公式同理可证.
推论1　 平面图形D 绕x 轴旋转角度为θ 弧度时,V1=θS■y.

3　 应用
3.1求旋转体的体积

利用微元法可以求出某些体积问题,但计算比较麻烦,若用定理1就可以较容易地求解了.
例1　 求由x2+(y-5)2=16绕x 轴旋转所得旋转体的体积.
解 　 平面图形x2+(y-5)2=16的形心坐标为(0,5),面积是16π,故由定理1,其绕x 轴旋转所得

到的环体的体积V1=2Sπ■y=160π2.
3.2求平面图形的形心

有些平面图形的形心不方便由平面薄片的质心坐标求出,但由该图形旋转所得到的旋转体体积可以

方便求出,于是可以利用定理1来求形心,即■y=
V1

2Sπ
,■x=

V2

2Sπ.

例2　 求由图2阴影所示的平面图形的形心.
解 　 设形心(■x,■y),一方面,由图2绕x 轴旋转所得的旋转体可以看作是整个大球体去掉内部小球体

的部分,其体积为V1=
4
3

(8π-π)=
28π
3

,从而由定理1知■y=
V1

2Sπ=
28
9π.

一方面,根据旋转体的对称性,由图2绕y 旋转所得的旋转体可以看作是由图3绕y 旋转所得的旋转

图2　 例2中平面图形示意图 图3　 例2中平面图形示意图
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体V 的上半部分,V 即整个大环体去掉内部小环体的部分,由定理1知其体积为V=2π·4π·2-2π·π·

2=12π2,从而V2=
1
2V=6π2,再由定理1知■x=

V2

2Sπ=2(也可以直接根据图形的对称性知■x=2),所以

平面图形2的形心(■x,■y)=(2,28
9π

).

可见,在一定条件下,使用定理1中的公式不仅可以非常方便地求出某些旋转体的体积,还可以方便

地求出某些平面图形的形心.
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