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马氏利率的离散时间风险模型的破产概率
∗
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摘　要:研究一类保费和理赔额均为随机变量、利率为马氏链的离散时间风险模型的破产概率,推出了有限时间和最终

时间破产概率的递归方程,并用归纳法得到最终时间破产概率的上界估计.
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经典风险理论中有许多学者研究过破产概率的计算,且在不同情形模型下给出了各自的表达式,但大

多都是在一种理想状态下进行,且只研究一种经典的风险模型下的破产概率.基于实际需要,笔者在文献

[1]的基础上对其论文模型定义进行了变换.

1　 模型介绍
考虑如下离散时间风险模型:

Un =u∏
n

k=1

(1+Ik)+∑
n

k=1

[(Xk(1+Ik)-Yk)∏
n

t=k+1

(1+It)]　　n=1,2,3,…, (1)

当a >b时,规定∏
b

t=a
xt=1,∑

b

t=a
xt=0.其中:u≥0是一个常数,表示保险公司的初始资本;{Xk,k=1,2,

3,…}是分布函数为F(x)=P(X1 ≤x)的非负不可分割的独立同分布的随机变量序列;{Yk,k=1,2,3,
…}是分布函数为G(y)=P(Y1 ≤y)的不可分割的独立同分布的随机变量序列;{Ik,k=1,2,3,…}是独

立于{Xk,k=1,2,3,…}与{Yk,k=1,2,3,…}的随机变量序列.在上述保险风险模型中,Xk,Yk 分别表示

k期间(即从k-1到k)内的保费收入和索赔金额,而Ik 表示k期间内的利率,这样(1)式中的Uk 表示初

始资本为u 的保险公司在k期结束时的盈余资本.
接下来在以下的假设下学习模型(1)的破产概率:假设利率{In,n=0,1,2,…}服从状态空间为I=

{i0,i1,…,iN }的齐次马氏链,且它的跃迁概率为P{In+1=it|In=is}=Pst(s,t=0,1,…,N),满足∑
N

t=0
Pst

=1,这里s=0,1,…,N.
连续时间风险模型的破产概率的利息影响已经被许多学者研究过,除此之外,许多连续时间风险模型

的破产概率可降低到嵌入式离散时间风险模型;另一方面,离散时间风险模型本身无论是在理论上还是在

应用上都是一种有趣的随机模型,并且一些连续时间风险模型可以被近似为离散时间风险模型,参见文献

[2 3].
风险模型中的破产概率是很难得到的,并且由于利率的存在,除了破产概率的递归公式,破产概率的

明确结果也很少得到,另外在风险理论中常用的分析方法就是破产概率的不等式推导,至于风险模型中破

产概率的推导公式,笔者得到了当利率是i.i.d随机变量时,破产概率在有限和无限时间的渐近公式.进而
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文献[4]得到了一般离散时间风险模型下破产概率的上界不等式.
在(MC)的假设下,初始盈余为u,给定q0 =is,定义有限和无限时间风险模型下的破产概率分别为

Ψn(u,is)=P{∪
n

k=1
(Uk <0)|I0=is}和Ψ(u,is)=P{∪

∞

k=1
(Uk <0)|I0=is},这里的Uk 就是(1)式中

的Uk,从而得到Ψ1(u,is)≤Ψ2(u,is)≤Ψ3(u,is)≤ …,且lim
n→∞

Ψn(u,is)=Ψ(u,is).

2　 破产概率的递归与积分方程
下文中用■B(x)=1-B(x)表示分布函数的尾函数B(x).首先给出Ψn(u,is)的一个递归方程和

Ψ(u,is)的一个积分方程.
定理1　 对n=1,2,…,∀u ≥0,等式

Ψn+1(u,is)= ∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
{■G((u+x)(1+it))+∫

(u+x)(1+it)

0
Ψn((u+x)(1+it)-y,it)dG(y)}dF(x) (2)

成立,

Ψ1(u,is)=∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
■G((u+x)(1+it))dF(x), (3)

且

Ψ(u,is)= ∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
{■G((u+x)(1+it))+∫

(u+x)(1+it)

0
Ψ((u+x)(1+it)-y,it)dG(y)}dF(x).(4)

证明 　 给定X1=x,Y1=y,I1=it,由(1)式得到U1=h-y1,其中h=(u+x)(1+it).这样,当y
>h 时,有P{U1 <0|X1=x,Y1=y,I1=it,I0=is}=1,这意味着对于y-z>h,

P{∪
n+1

k=1
(uk <0)|X1=x,Y1=y,I1=it,I0=is}=1;

且当0≤y ≤h 时,有P{U1 <0|X1=x,Y1=y,I1=it,I0=is}=0,这意味着对于0≤y ≤h,

P{∪
n+1

k=1
(Uk <0)|X1=x,Y1=y,I1=it,I0=is}=P{∪

n+1

k=2
[(h-y)∏

k

i=2

(1+Ii)+

∑
k

i=2

(Xi(1+Ii)-Yi)∏
k

i=2

(1+It)]<0|I1=it}=

Ψn(h-y,it)=Ψn((u+x)(1+it)-y,it).
同样,让(2)式中的n → ∞,就得到了Ψ(u,is)的积分方程(4).
因此,用X1,Y1,I1表示,得到

Ψn+1(u,is)=P{∪
n+1

k=1
(Uk <0)|I0=is}=∑

N

t=0
Pst∫

∞

0∫
∞

0
P{∪

n+1

k=1
(Uk <0)|X1=x,Y1=y,

I1=it,I0=is}dG(y)dF(x)=∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
{■G((u+x)(1+it))+

∫
(u+x)(1+it)

0
Ψn((u+x)(1+it)-y,it)dG(y)}dF(x).

进而,(3)式可变为

Ψ1(u,is)=P{Y1 > (u+X1)(1+I1)|I0=is}=∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
■G((u+x)(1+it))dF(x).

这就完成了定理1的证明.这个定理的证明方法类似于文献[5],在那里他们用信贷风险讨论了离散

时间风险模型.

3　 破产概率的上限
这里,利用递归方程(2),(3)式得到Ψ(u,is)的一个上限.
引理1　 假设E[Y1 -X1(1+I1)|I0 =is]<0,那么对于s=0,1…,N,存在常数k >0,满足

E(exp{R(Y1-X1(1+I1))}I0=is)=1.
定理2　 在引理1的条件下,对于u ≥0,
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Ψ(u,is)≤αE(exp{RY1})E(exp{-R(u+X1)(1+I1)}|I0=is)≤αe-Ru, (5)

其中α-1=inft≥0∫
∞

t
exp{Ry}dG(y)/(exp{Rt}■G(t))(0≤α≤1).

证明 　 对 ∀x ≥0,有

■G(x)= ∫
∞

x
exp{Ry}dG(y)

exp{Rx}■G(x)

æ

è

ö

ø

-1

exp{-Rx}∫
∞

x
exp{Ry}dG(y)≤αexp{-Rx}∫

∞

x
exp{Ry}dG(y)≤

αexp{-Rx}E(exp{RY1}),
从而由 (3)式,Ψ1(u,is)≤αE(exp{RY1})E(exp{-R(u+X1)(1+I1)}|I0=is).

假设u ≥0,根据归纳假设,得到

Ψn(u,is)≤αE(exp{RY1})E(exp{-R(u+X1)(1+I1)}|I0=is). (6)
因为1+I1 ≥1,所以

Ψn((u+x)(1+it)-y,it)≤αE(exp{RY1})E(exp{-R[(u+x)(1+it)-
y+X1](1+I1)}|I0=is)=αE(exp{-R[(u+x)(1+it)-
y](1+I1)}|I0=is)≤αexp{-R[(u+x)(1+it)-y]},

Ψn+1(u,is)≤ ∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
{αexp{-R(u+x)(1+it)}∫

∞

(u+x)(1+it)
exp{Ry}dG(y)+

∫
(u+x)(1+it)

0
αexp{-R[(u+x)(1+it)-y]}dG(y)}dF(x)=

∑
N

t=0
Pst∫

∞

0
{αexp{-R(u+x)(1+it)}∫

∞

0
exp{Ry}dG(y)}dF(x)≤

αE(exp{RY1})E(exp{-R(u+X1)(1+I1)}|I0=is)≤αe-Ru.
故对于n=1,2,…,(6)式得证.

进而,让(6)式中的n→ ∞ 可得lim
n→∞

Ψn(u,is)=Ψ(u,is)且1+I1 ≤1,即可证得(5)式也是成立的.
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Abstract:Adiscretetimemodelwithrandompremiumincome,randomclaimamountandMarkovinter-
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