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基于计算经典辐射功率的量子
偶极 偶极相互作用求解
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摘　要:提出了一种通用的严格求解任意微纳结构中2个二能级“原子”间量子偶极 偶极相互作用的方法.量子偶极

偶极相互作用传输率用2个经典电偶极子同时存在时的辐射功率减去它们单独存在时的辐射功率来表达,辐射功率通过经

典的时域有限差分方法获得.将该方法应用到偶极子处于真空和平板金属腔中的情况,其数值结果与解析结果符合得很好,

验证了该方法的可行性.
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Purcell[1]预言了电磁环境能够改变自发辐射率,电磁场对辐射特性的影响被广泛地研究并且形成了

一门新的学科———腔量子电动力学.腔量子电动力学的特性被广泛地研究,形成了大量新的物理现象和器

件,如增强或者抑制自发辐射[23]、可反转的自发辐射[4]、光子阻塞[5]、单原子激射器[6]、低阈值激光器[7]

等.通过光子交换所产生的量子偶极 偶极相互作用也能够被电磁环境所调制,2个二能级“原子”,一个处

于激发态,一个处于基态,激发态“原子”发出光子能够被处于基态的“原子”吸收.量子偶极 偶极相互作用

的势能和传输率由光子的辐射率、传输率以及吸收率所决定.
偶极 偶极相互作用被广泛地应用于实现量子纠缠态的制备和量子信息处理[810]、合作辐射、Förster

能量传输[11]、偶极纳米激光器[12]等,大量的新奇量子现象被发现[1314],所有的这些应用和现象都是由量子

偶极 偶极相互作用的传输率和势能所决定.
在以前的理论研究中,通常采用本征模展开方法或者是格林函数方法获得传输率和量子偶极 偶极相

互作用势能[1517].对于简单的电磁环境如真空和平板金属腔,这2种方法能获得较好的结果.对于复杂电

磁环境,如光子晶体微腔等,就不能求解出完整的本征模集合,同时解析的格林函数也很难获得,往往采用

近似求解.因此,需要一种能精确求解任意复杂微纳结构中偶极 偶极相互作用的数值方法.2012年,黄勇

刚等[18]提出了一种严格求解量子偶极 偶极相互作用的新方法,即基于本征模展开的方法,推导出量子偶

极 偶极相互作用传输率的表达式以及经典电偶极子的合作辐射功率的表达式,发现它们之间存在一定的

联系,应用该方法,研究了平板光子晶体微腔中的量子偶极 偶极相互作用.文中选择偶极 偶极相互作用

有解析解的真空和完美平板金属腔情况为例,验证该算法的合法性.

1　两原子间偶极 偶极相互作用的量子模型
考虑2个二能级“原子”A 和B 与电磁场相互作用,通过交换光子产生偶极 偶极相互作用.偶极 偶极
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图1　偶极 偶极相互作用原理示意图

相互作用原理如图1所示.
2个二能级“原子”分别处于rA 和rB,具有激发

态|e>A 和|e>B、基态|g>A 和|g>B 及跃迁频率

ωA 和ωB,它们与具有本征频率为ωn 的电磁场相互

作用,旋波近似下系统的哈密顿量为

H =H0+V,

H0=ћ∑
i=A,B

ωi|ei><ei|+ћ∑
n
ωna†

nan,

V=ћ∑
i=A,B

∑
n

[gn(ri)a†
n|gi><ei|+c.c].

其中:a†
n(an)是光子的产生(湮灭)算符;gn(ri)=iωi(2ε0ћωn)-1/2En(ri)·ui(i=A,B)是耦合常数;ui 是

第i个原子的跃迁偶极矩;En(r)是电场本征模且满足Ñ×Ñ×En(r)=ε(r)ω2
nEn r( )/c2;H0 和V 分别表

示非相互作用哈密顿量和相互作用哈密顿量.系统具备3类状态:(1)原子A 在激发态,原子B 在基态,没
有光子,|a>=|eA,gB,0>;(2)原子A 在基态,原子B 在激发态,没有光子,|b>=|gA,eB,0>;(3)原子A
和B 都在基态,具有一个频率为ωn 的光子,|cn>=|gA,gB,1n>.

初态制备在|a>,则系统状态矢量演化为

|ψ(t)> ≡U(t)|a>=a(t)|a>+b(t)|b>+∑
n
cn(t)|cn>, (2)

则

a(t)=<a|U(t)|a>,b(t)=<b|U(t)|a>,cn(t)=<cn|U(t)|a>,
其中U(t)为系统的时间演化算子,通过格林函数方法[19] 表示为

U(t)=
1

2πi∫
+∞

-∞
dω(G- (ω)-G+ (ω))exp(-iωt), (3)

其中G± (ω)可以通过格林函数预解算子G(z)=1/(z-H/ћ)取极限得到,即G± (ω)=lim
η→0+

G(z=ω±

iη).预解算子的矩阵元为

(z-ωA)Gaa(z)=1+∑
n
VacGca(z),

(z-ωB)Gba(z)=∑
n
VbcGca(z),

(z-ωn)Gca(z)=VcaGaa(z)+VcbGba(z).

ì

î

í (4)

其中:Gaa(z)=<a|G(z)|a>;Gba(z)=<b|G(z)|a>;Gca(z)=<cn|G(z)|a>;Vac =V∗
ca =<a|V|

cn>/ћ;Vbc =V∗
cb =<b|V|cn>/ћ.

解方程组(4),消去Gca(z)可得

Gaa(z)=(z-ωB -WBB)/ћΞ,

Gba(z)=WBA/Ξ,
(5)

其中Ξ=(z-ωA -WAA)(z-ωB -WBB)-WABWBA.原子与电磁场间的局域耦合强度(WAA,WBB)以及

原子与原子之间的偶极 偶极耦合强度(WAB,WBA)为

Wij =Wij(z,ri,rj)=∑
n

g∗
n (ri)gn(rj)
z-ωn

. (6)

(6)式的这些耦合强度可以更清晰地写为

W±
ij(ω,ri,rj)≡Δij(ω,ri,rj)∓i

Γij(ω,ri,rj)
2

,

Γij(ω,ri,rj)=2π∑
n
g∗

n (ri)gn(rj)δ(ω-ωn),

Δij(ω,ri,rj)=
1
2πP∫

+∞

0
dω′

Γij(ω′,ri,rj)
ω-ω′

,

(7)
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其中P 表示积分为主值积分.为简单起见,在文中其他部分用Γij(ω)和Δij(ω)表示Γij(ω,ri,rj)和

Δij(ω,ri,rj).代入gn(ri)=iωi(2ε0ћωn)-1/2En(ri)·ui,则

Γij(ω,ri,rj)=sij(ω)∑
n

E∗
n (ri)·̂uiEn(rj)·̂ujδ(ω-ωn), (8)

其中sij(ω)=πωiωjuiuj/(ε0ћω),ui 和̂ui 分别为偶极矩ui 的大小和单位方向矢量.由于{E∗
n (r)}也构成

系统的本征模完备集,因此(8)式可写为

Γij(ω,ri,rj)=
1
2sij(ω)∑

n

(E∗
n (ri)·̂uiEn(rj)·̂uj +H.c.)δ(ω-ωn). (9)

2　 获得量子偶极 偶极相互作用的方法
对于任意的微纳结构,不可能得到本征模的完全集,下文证明(9)式所表示的量子偶极 偶极相互作用

传输率可以用经典电偶极子辐射功率表示,辐射功率可以通过时域有限差分方法直接将 Maxwell方程在

空间和时间域上离散化求解[19],非磁性介质中 Maxwell方程为

Ñ×E(r,t)=-
■B(r,t)

■t
,

Ñ×B(r,t)=μ0ε(r)■E(r,t)
■t +μ0

■P(r,t)
■t

,

Ñ·(ε(r)E(r,t))=ρ(r,t),
Ñ·B(r,t)=0.

ì

î

í (10)

用正交归一本征模En(r)展开E(r,t)=∑
n
βn(t)En(r),若P(r,t)=e-iωtu(r),则βn(t)满足

β
¨
n(t)+ω2

nβn(t)=ω2
0e-iωt∫dru(r)·E∗

n (r). (11)

其稳态解为

βn(t)=lim
η→0+

ω2
0e-iωt∫dru(r)·E∗

n (r)

ω2
n -(ω0+iη)2 . (12)

若u(r)=∑
i
ûiδ(r-ri),则辐射功率为

P(ω0)=-
1
2Re[∫dr

■P∗ (r,t)
■t

·E(r,t)]=
π
4ω2

0∑
n

∑
i
ûi·E∗

n (ri)
2
δ(ω0-ωn). (13)

当空间中存在2个偶极子时,即u(r)=∑
i
ûiδ(r-ri)中i=A,B 时,辐射功率为

PAB(ω0)=
π
4ω2

0∑
n

∑
i=A,B

ûi·E∗
n (ri)

2
δ(ω0-ωn). (14)

当空间只存在1个偶极子时,即u(r)=∑
i
ûiδ(r-ri)中i=A 或者i=B 时,辐射功率为

PA(ω0)=
π
4ω2

0∑
n

ûA·E∗
n (rA)2

δ(ω0-ωn),

PB(ω0)=
π
4ω2

0∑
n

ûB·E∗
n (rB)2

δ(ω0-ωn).

ì

î

í (15)

联立(14)和(15)式,并定义合作辐射功率为

Pco(ω0)≡PAB(ω0)-PA(ω0)-PB(ω0)=
π
4ω2

0∑
n

(̂uA·E∗
n (rA)̂uB·En(rB)+

H.c.)δ(ω0-ωn). (16)
联立(9)和(16)式可得

Γij(ω)
Γ0

ii(ω)=
uiujωiωj

u2
iω2

i

Pco(ω)
2P0(ω). (17)
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其中:当i≠j时,Γij(ω)是偶极 偶极相互作用传输率;当i=j时,Γij(ω)是局域耦合强度;Pco(ω)是2个

经典电偶极子的合作辐射功率;P0(ω)是单位电偶极子的真空辐射功率;Γ0
ii(ω)=ωu2

iω2
i/(3πε0ћc3)是真

空中电偶极矩为ui、跃迁频率为ωi 的二能级原子的局域耦合强度.为了使得传输率更清晰,定义η(ω)≡
Pco(ω)/(2P0(ω)),αi ≡u2

iω2
i/(3πε0ћc3),则(17)式变为

Γij(ω)= αiαjη(ω)ω, (18)
(18)式是文中理论的主要结果.所有的局域模,传导模和扩展模都包含在辐射功率里.尽管采用本征模的

概念来推导出了传输率与辐射功率谱的关系,不需要计算本征模集.辐射功率可以通过时域有限差分的方

法计算电流密度源做功的方式获得.一旦求得了量子偶极 偶极相互作用传输率,就能够通过(7)式计算出

偶极 偶极相互作用势能.

3　 计算结果
应用(18)式计算了偶极子处于真空中和平板金属腔中时的传输率.在这2种情况下,传输率有解析

解.为了简化,设ωA =ωB =ω0,αA =αB =α0=ω2
0u2

i/(3πε0ћc3).真空情况下,如果让2个偶极子的极化方

向平行且垂直于它们之间的连线时,其解析的传输率为

Γij(ω)=
3ωΓ0(ω0)

2ω0

sin(ωR/c)
(ωR/c) +

cos(ωR/c)
(ωR/c)2 -

sin(ωR/c)
(ωR/c)3

é

ë

ù

û
, (19)

图2　 真空情况下解析解与文中方法计算结果

其中R 为2个偶极子连线之间的距离.在计算的过

程中,设ω=ω0.Γij(ω0)/Γ0(ω0)随着偶极子间距离

的变化的结果见图2,不难发现计算结果与解析结果

是非常吻合.
对于完美的平板金属腔结构(图3),平板间为真

空,在2个平板的中间平面上沿x 轴放置2个极化方

向都沿着z轴的偶极子(图4为计算俯视图),其解析

的传输率为

Γij(ω)=Γ0(ω0)
3λ0

8πL∫
2π

0
dθcos2πR

λ cosθæ

è

ö

ø{ +

∑
[2L/λ]

n=1
21-(nλ

2L
)2é

ë

ù

û
cos

nπz1

L cos
nπz2

L ×

∫
2π

0
dθcos2πR 1

λ
æ

è

ö

ø

2

-
n
2L
æ

è

ö

ø

2

cosθ
æ

è

ö

ø } , (20)

其中求和的上限[2L/λ]表示小于2L/λ 的最大整数.数值计算过程中,在x 和y 方向用CPML吸收边界

层[20],且设定L/λ=L/λ0=0.7.Γij(ω0)/Γ0(ω0)随着偶极子间距离的变化的结果见图5,不难发现计算

结果与解析结果也是非常吻合.
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4　结语
提出了一种新的严格计算任意微纳结构中偶极 偶极相互作用的该方法,推导出了偶极 偶极相互作

用传输率可以用2个经典电偶极子同时存在的辐射功率减去它们单独存在时的辐射功率的差来表达.应
用该方法,计算了真空和完美平板金属腔中的偶极 偶极相互作用传输率,数值结果与解析结果符合得很

好.该方法适用于跃迁频率相同和不同的偶极子,可以应用于非马尔科夫近似下的含偶极 偶极相互作用

的2个二能级系统的动力学问题研究.

参考文献:
[1]　PURCELLEM,TORREY HC,POUNDRV.ResonanceAbsorptionbyNuclearMagneticMomentsinaSolid[J].

Phys.Rev.,1946,69(1 2):37 38.
[2]　HULETR G,HILFERES,KLEPPNERD.InhibitedSpontaneousEmissionbyaRydbergAtom [J].Phys.Rev.

Lett.,1985,55(20):2137 2140.
[3]　JOHNS.StrongLocalizationofPhotonsinCertainDisorderedDielectricSuperlattices[J].Phys.Rev.Lett.,1987,58

(23):2486 2489.
[4]　WANGXH,GUBY,WANGR,etal.DecayKineticPropertiesofAtomsinPhotonicCrystalswithAbsoluteGaps

[J].Phys.Rev.Lett.,2003,91(11):113904.
[5]　BIRNBAUM K M,BOCA A,MILLERR,etal.PhotonBlockadeinanOpticalCavitywithOneTrappedAtom [J].

Nature,2005,436(7047):87 90.
[6]　MESCHEDED,WALTHERH,MLLERG.One-Atom Maser[J].Phys.Rev.Lett.,1985,54(6):551 554.
[7]　PAINTERO,LEERK,SCHERER A,etal.Two-DimensionalPhotonicBand-GapDefectModeLaser[J].Science,

1999,2841:1819 1821.
[8]　LUKIN M D,HEMMERPR.Quantum EntanglementViaOpticalControlofAtom-AtomInteractions[J].Phys.

Rev.Lett.,2000,84(13):2818 2821.
[9]　LUKIN M D,FLEISCHHAUER M,COTER,etal.DipoleBlockadeandQuantumInformationProcessinginMeso-

scopicAtomicEnsembles[J].Phys.Rev.Lett.,2001,87(3):037901.
[10]　ZHENGSB,GUOGC.EfficientSchemeforTwo-AtomEntanglementandQuantumInformationProcessinginCavi-

tyQED[J].Phys.Rev.Lett.,2000,85(11):2392 2395.
[11]　XIEHY,CHUNGHY,LEUNGPT,etal.PlasmonicEnhancementofFörsterEnergyTransferBetweenTwoMole-

culesintheVicinityofaMetallicNanoparticle:NonlocalOpticalEffects[J].Phys.Rev.B,2009,80(15):155448.
[12]　PROTSENKOIE,USKOV A V,ZAIMIDOROGA O A,etal.DipoleNanolaser[J].Phys.Rev.A,2005,71(6):

063812.
[13]　JOHNSONTA,URBANE,HENAGET,etal.RabiOscillationsBetweenGroundandRydbergStateswithDipole-

DipoleAtomicInteractions[J].Phys.Rev.Lett.,2008,100(11):113003.
[14]　SAQUETN,COURNOLA,BEUGNONJ,etal.Landau-ZenerTransitionsinFrozenPairsofRydbergAtoms[J].

Phys.Rev.Lett.,2010,104(13):133003.
[15]　AGARWALGS,PATNAIKAK.Vacuum-InducedCoherencesinRadiativelyCoupledMultilevelSystems[J].Phys.

Rev.A,2001,63(4):043805.
[16]　GONZALEZ-TUDELAA,MARTIN-CANOD,MORENOE,etal.EntanglementofTwoQubitsMediatedbyOne-

DimensionalPlasmonicWaveguides[J].Phys.Rev.Lett.,2011,106(2):020501.
[17]　WUBSM,SUTTORPLG,LAGENDIJKA.Multiple-ScatteringApproachtoInteratomicInteractionsandSuperradi-

anceinInhomogeneousDielectrics[J].Phys.Rev.A,2004,70(5):053823.
[18]　HUANGYG,CHENGY,JINCJ,etal.Dipole-DipoleInteractioninaPhotonicCrystalNanocavity[J].Phys.Rev.

A,2012,85(5):053827.
[19]　TANNOUDJICC,PocJD,GRYNBERGG.Atom-PhotonInteractions:BasicProcessesandApplication[M].New

York:JohnWiley&Sons,1992.
[20]　TAFLOVE A,HAGNESSSC.ComputationalElectrodynamics-TheFinite-DifferenceTime-Domain Method [M].

Boston:ArtechHouse,2000.

54第6期　　　　　　　　　　　黄勇刚,等:基于经典辐射功率的量子偶极 偶极相互作用求解



MethodtoObtainQuantumDipole-DipoleInteractionby
CalculatingtheClassicalRadiationPower

HUANGYong-gang,SUNJing,WANGXiao-yun
(CollegeofPhysicsandMechanical& ElectricalEngineering,JishouUniversity,Jishou416000,HunanChina)

Abstract:Thispaperputsforwardageneralexactapproachtoobtainthequantumdipole-dipoleinterac-
tion(DDI)betweentwotwo-level“atoms”inarbitrarynanostructures,inwhichthetransferingrateof
theDDIisanalyticallyexpressedasthedifferencebetweenthetwoclassicaldipoles’totalradiationpow-
erandthesumofthetwoindividualdipole’sradiationpowers.Theradiationpowercanbecalculatedby
thefinite-differencetime-domainmethod.Thevalidityofthemethodistestedfordipolesplacedinvacu-
umandinanidealplanarmicrocavityandthecalculatedresultsagreewellwiththeanalyticsolutions
Keywords:quantumdipole-dipoleinteraction;finitedifferencetimedomainmethod;radiationpower
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I-AdicTopologyandTwoLemmasofHilbertBasisTheorem

RENFang
(BasicCoursesDepartment,FujianCommunicationsTechnologyCollege,Fuzhou350007,FujianChina)

Abstract:ThispaperfirstshowsthatthecompletionofacommutativeringinducedbyI-adictopologyis
thefiniteprojectivelimitofitsquotientrings.Andthentherelationshipbetweennoetherianobjectsand
exactsequencesisgiven;moreover,anewproofforthelemmaofHilbertbasistheoremispresented,

whichstatesthat:thecompletionofanoetherianringinducedbyI-adictopologyisagainanoetherian
ring.Also,theequivalenceoftheabovelemmaandtheotherlemmaofHilbertbasistheoremisinvestiga-
ted.
Keywords:I-adictopology;completion;formalpowerseriesring;noetherianring
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