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p 幂零群的一个新刻画
∗
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摘 　 要:称子群 H 在群G 中弱S 半置换的,如果G 存在的一个次正规子群B,使得G =HB 且H ∩B ≤ HssG,其中

HssG 是包含在H 中的G 的最大的S 半置换子群.利用Sylow子群的极大子群的弱S 半置换性,并结合Sylow子群正规化

子得到有限群成为p 幂零群的一个充分条件,推广了近来的一些结果.
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若子群 H 与G 的所有Sylow可换,则称 H 在G 中S 置换(或称为S 拟正规)[1].多年来,群论学者一直对 Kegel这个

重要的概念进行推广.比如国内的陈重穆教授[2]称群G 的子群H 在G 中S 半置换,如果对G 的任意Sylowp子群P,只要

满足(p,|H|)=1,就有PH = HP.再如国外的Ballester-Bolinches教授[3] 称群G 的子群H 在G 中S 置换嵌入(或称

为S 拟正规嵌入)的,如果对于整除 H 的阶的每个素因子p,H 的Sylowp 子群也是G 的某个S 置换子群的Sylowp
子群.笔者在之前研究的基础上,给出了弱S 半置换子群的新概念.称群G 的一个子群H 在G 中弱S 半置换的,如果存在

G 的一个次正规子群B,使得G = HB 且H ∩B ≤ HssG ,其中 HssG 是包含在H 中的G 的最大的S 半置换子群(称为 H
在G中的S 半置换核).最近人们常常利用子群的特性来研究有限群的结构,得到了有限群的许多重要结论[29].由于p 幂

零群是群论中一种十分重要的群的类型,因此笔者尝试利用S 置换嵌入子群与弱S 半置换子群来判断群G 在什么情况下

会成为p 幂零群.

1　 预备知识
引理1[3]　 假设V 在G 中S 置换嵌入,H 是G 的子群且K 是G 的正规子群,则有:
(1)若V ≤ H,则V 在H 中S 置换嵌入;
(2)VK/K 在G/K 中S 置换嵌入.
引理2　 设V 在G 中弱S 半置换,则下列结论成立:
(1)若V ≤L ≤G,则V 在L 中弱S 半置换;
(2)若设 H 是G 的正规子群且H ≤V ≤G,则V/H 在G/H 中弱S 半置换;
(3)若V 为G 的p 子群且H 为G 的正规p′ 子群,则VH/H 在G/H 中弱S 半置换.
引理3[10]　 设A,B 是G 的2个子群,满足G ≠AB 且ABx =BxA,对所有的x∈G,那么G 有一个真正规子群H 使

得A ≤ H 或者B ≤ H.
引理4[4]　 设子群V 在G 中S 置换,P 是V 的一个Sylowp 子群,其中p是一个素数.若V 在G 中的正规核VG =1,

则P 在G 中S 置换.
引理5[11]　 设V 是G 的一个p 子群.若V 在G 中S 置换,则Op(G)是P 在G 中的正规化子NG(P)的子群.
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引理6[12]　 设p 为群G 的阶的一个素因子,P 为G 的一个Sylowp 子群.若P 在G 中的正规化子NG(P)为p 幂零

群且P 交换,则G 一定是p 幂零群.

2　 主要结果
定理1　 设p 是有限群G 的阶的一个素因子(p >2),P 是G 的一个Sylowp 子群而且P 在G 中的正规化子NG(P)

为p 幂零群.若P 的每个极大子群在G 中要么弱S 半置换,要么S 置换嵌入,则G 是p 幂零群.
证明 　 假设定理不成立,G 为极小阶反例.
(1)G 不是一个非交换的单群.
假设G 是单群.取P 的一个极大子群V.若V 在G 中弱S 半置换,则存在G 的一个次正规子群L 使得G =VL 且V ∩

L ≤ (V)ssG.既然G 是单群,则L =G,从而V = (V)ssG 在G 中S 半置换,V 与G 的任意Sylowq 子群置换.因为双素数阶

一定是可解群,所以由引理3知G 非单群,矛盾.若V 在G 中S 置换嵌入,则存在G 的一个S 置换子群K,使得V 是K 的

Sylowp 子群.既然G 是单群,则KG =1.由引理4知V 在G 中S 置换.由引理5知NG(V)≥Op(G)=G.于是V 正规

于G,这与G 是单群矛盾.
(2)若D 是包含P 的G 的一个子群,则D 为p 幂零群.
既然 NG(P)为p 幂零群而ND (P)≤NG(P),则ND (P)也为p 幂零群.根据引理1和引理2知D 的Sylowp 子

群P 的每个极大子群在D 中要么弱S 半置换,要么S 置换嵌入.这样D 满足定理的条件.由G 的极小选择知D 为p 幂

零群.
(3)G 有唯一的一个极小正规子群H,使得G/H 是p 冪零群.
根据(1),可以设 H 为G的一个极小正规子群.下面考虑商群G/H.假如|PH/H|≤p2,则PH/H 交换.根据引理6,

G/H 必然p 幂零的,因此不妨设|PH/H|≥p3.设 M1/H 是PH/H 的任一极大子群,则 M1 = M1 ∩PH = (M1 ∩
P)H.令V = M1 ∩P.因为p =|PH/H:M1/H|=|PH:(M1 ∩P)H|=|P:M1 ∩P|=|P:V|,所以V 是P 的极

大子群.由定理条件,V 在G 中要么弱S 半置换,要么S 置换嵌入.若V 在G 中弱S 半置换,则存在G 的一个次正规子群

L 使得G =VL 且V ∩L ≤ (V)ssG.既然NG/H (PH/H)=NG(P)H/H 而NG(P)是p 幂零的,则NG/H (PH/H)是p
幂零的.显然G/H = (VH/H)(LH/H).由于V ∩ H = M1 ∩P ∩ H =P ∩ H 而P ∩ H 是H 的Sylowp 子群,因

此(|H:V ∩ H|,|H:L ∩ H|)=1,这样(V ∩ H)(L ∩ H)= H = H ∩VL,VH/H ∩LH/H = (VH ∩LH)/H

= (V ∩L)H/H ≤ (V)ssGH/H.由文献[5]中命题2知(V)ssGH/H 在G/H 中S 半置换,因此M1/H 在G/H 中弱S 半

置换.若V在G中S 置换嵌入,则由引理2知M1/H 也在G/H 中S 置换嵌入.又LH/H 是G/H 的次正规子群,从而G/H
满足定理的条件.由G 的极小选择知G/H 是p 幂零群.若还有G 的另一极小正规子群N,则同样可得G/N 是p 幂零群.
于是G ≅G/(H ∩N)≤G/H ×G/N 是p 幂零群,产生矛盾.

(4)Op′(G)=1.
若Op′(G)≠1,由(3)知 H ≤Op′(G),从而G/Op′(G)≅ (G/H)/(Op′(G)/H)是p 幂零,于是G 是p 幂零的,产

生矛盾.
(5)G 的Frattini子群Φ(G)=1.
若Φ(G)≠1,则根据(3)H 应该包含在Φ(G)中.于是G/Φ(G)≅ (G/H)/(Φ(G)/H)是p 幂零的,从而G 是p 幂

零的,产生矛盾.
(6)G =PQ 为可解群.
既然G 不是p 幂零群,则P 一定存在一个非平凡特征子群D 而且NG(D)不是p 幂零的.若NG(D)<G,注意到P

≤NG(D),根据(2)可得 NG(D)是p 幂零的,产生矛盾.因此有NG(D)=G,从而Op(G)≠1.再根据(3)知G/Op(G)

是p 幂零的,当然也p 可解.因此有G 是p 可解的.从而对于G 任意不同于p 的素因子q,存在G 的一个Sylowq 子群

Q 满足PQ 成群.令 F =PQ.若 F 是G 的真子群,则根据(2),F 是p 幂零的.再由文献[13]中定理9.3.1有 Q ≤
CG(Op(G))≤Op(G),产生矛盾.因此必须有G =PQ 为可解群.

(7)导出矛盾.
由(5)知存在G 的一个极大子群M,使得G =HM 且M ∩H =1,从而F(G)=F(G)∩HM =H(F(G)∩M).因

为 H ≤Op(G)≤F(G)≤CG(H),所以F(G)∩M 是G 的正规子群,因此F(G)∩M =1,从而H =Op(G)=F(G).
注意到P ∩ M <P,所以可取P 的一个极大子群V 使得P ∩ M 包含在V 中,从而P =HV.若P ∩M =1,则P =H.
根据定理条件 NG(P)=G 为p 幂零的,产生矛盾.以下设P ∩M ≠1.由定理假设,V 在G 中要么弱S 半置换,要么S
置换嵌入.

第1种情况:V 在G 中弱S 半置换.于是存在G 的一个次正规子群L 使得G =VL 且V ∩L ≤ (V)ssG.由于|G:L|
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是p 的方幂,L 次正规于G,因此Op(G)≤L.注意到 H 的唯一性,必然有 H 包含在L 中.于是V ∩ H =V ∩L ∩ H ≤
(V)ssG ∩H ≤V ∩H,从而H ∩V =H ∩ (V)ssG.设Q 是G 的任意Sylowq 子群(其中q≠p),则(V)ssGQ =Q(V)ssG 成

群.因为 H ∩ (V)ssG =H ∩ (V)ssGQ 而H 正规与G,所以Q ≤NG(H ∩ (V)ssG)=NG(H ∩V).另外,P ≤NG(H ∩V),

因此 NG(H ∩V)=G.由 H 的唯一极小正规性,必有 H ∩V =1或 H ∩V =H.首先假设 H ∩V =1.因为|H:V ∩
H|=|HV:V|=|P:V|=p,所以V ∩H 是H 的极大子群,从而 H 是p 阶循环群,于是 H 的自同构群 Aut(H)为p-
1阶循环群.若q<p,由于M ≅G/H =NG(H)/CG(H)≤ Aut(H),因此M 是循环群,Q 也是循环群,从而G 是q 幂零

群,P 正规于G.根据定理条件NG(P)=G为p 幂零群,产生矛盾.若q>p,则HQ 为p 幂零群,从而Q ≤CG(H)=H,

产生矛盾.现在假设 H ∩V = H,即 H ≤V,从而P = HV =V,产生矛盾.
第2种情况:V 在G 中S 置换嵌入.于是存在G 的一个S 置换K,使得V 为K 的Sylowp 子群.若KG ≠1,由 H 的

唯一极小正规性 H ≤KG ≤K,从而 H ≤V.于是P =HV =V,产生矛盾.若KG =1,则由引理4,V 在G 中S 置换.再

根据引理5,Op(G)≤NG(V),进而V 正规于POp(G)=G.由H 的极小正规性,则H ≤V,从而P =HV=V,产生矛盾.
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Abstract:AsubgroupH ofgroupGissaidtobeweaklyS-semipermutabeinGifthereexistsasubnor-
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