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时标上2阶动态方程非线性边值问题
∗
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(吉首大学数学与统计学院,湖南 吉首　416000)

摘　要:研究了时标上一类2阶动态方程的非线性边值问题,利用2个算子和的不动点定理,得到非线性边值问题至少

存在1个解的充分条件.
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时标及时标上的微积分理论主要目的在于“统一与推广”,即统一和推广现有的微积和差分以及常微

分方程和差分方程的理论[1].目前,这一理论正得到迅速发展.因为,一方面,它统一和推广了经典的微分

和差分理论,另一方面,时标上动态方程的研究也在真实现象和过程的数学模型中具有重要应用[2],例如

时标上的种群动力学、流行病模型、金融消费过程的数学模型等[34].总之,时标和时标上的动态方程理论

有广阔的应用前景.近年来,时标上动态方程的边值问题的研究一直是该类系统研究的重要问题之一,并
得到一些结果,但是,关于时标上动态方程的非线性边值问题的结果很少[5],有待进一步研究.

笔者主要研究如下时标上2阶非线性边值问题:

-xΔΔ(t)=f(t,x(t))　　t∈ [a,b]TT,

xΔ(σ(b))=c1+g1(xΔ),

x(a)=c2+g2(x).

ì

î

í (1)

其中:f(t,x)是定义在TT×R上的实值函数,TT 为时标,R表示全体实数集;g1,g2 为定义在给定的函数空

泛函.

1　 预备知识
一个时标TT 是实数集R的一个任意闭子集,它具有由R诱导的拓扑即顺序关系.本节的主要内容参考

文献[2].
定义1　 设t∈TT,定义前跃算子σ:TT|→TT 和后跃算子ρ:TT|→TT 分别为

σ(t)=inf{s∈TT:s>t},ρ(t)=sup{s∈TT:s<t}.
规定infØ =supTT,supØ =infTT.

设t∈TT,若σ(t)=t,则t称为右稠密点;若σ(t)>t,则t称为右扩散点;若ρ(t)=t,则t称为左稠

密点;若ρ(t)>t,则t称为左扩散点.为了度量时标上相邻点的位置关系,定义尺度函数μ:TT|→R为μ(t)

=σ(t)-t.
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设a,b∈TT,定义TT 中的闭区间为[a,b]TT ={t∈TT:a≤t≤b}.TT 中的其他类型的区间可类似定义.
定义2　 若x 在T 上的右稠密点t连续,在左稠密点t,极限lim

s→t-
x(s)存在且有限,则称x 在T 上右稠

连续,并记为x ∈Crd.
现介绍时标上的Δ 导数、Δ微积分的定义.由TT 可定义集合TTk:若supTT < ∞,则TTk=TT\(ρ(supTT),

supTT];若supTT=∞,则TTk =TT.
定义3　 假设f:TT|→R,对于给定的t∈TTk,若存在γ(t)∈R,对任意给定的■>0,存在t的邻域UTT

使得对任意s∈UTT,不等式

|(f(σ(t))-f(s))-γ(t)(σ(t)-s)|≤■|σ(t)-s|,
成立,则称γ(t)为函数f 在t点的Δ 导数,并记fΔ(t)=γ(t).

记σ0(b)=b,σ1(b)=σ(b),σ2(b)=σ(σ(b)),Ii=[a,σi(b)]TT(i=0,1,2).C(I)表示定义在区间I上

全体实值连续函数构成的空间,‖·‖I 表示C(I)的上确界范数,即 ‖x‖I =sup
t∈I

|x(t)|.再记

CΔ(I2)={x:x ∈C(I2),xΔ ∈C(I1)},
则CΔ(I2)在范数 ‖x‖=max{‖xΔ‖I1

,‖x‖I2
}下成为Banach空间.

设g1:C(I1)|→TT,g2:CΔ(I2)|→R是给定的泛函.
定义4　 若x ∈CΔ(I2),xΔΔ(t)∈Crd(I0),并且(1)式成立,则称x(t)为边值问题(1)的解.

引理1[6]　 设B 是Banach空间,U 是B 的凸闭子集V 中的开集,假设0∈U,T(■U)有界,T=T1+T2:

■U|→V,其中T1:■U|→B 是全连续算子,T2:■U|→B 是非线性压缩算子(即存在连续单调非减函数ϕ:[0,

∞)|→ [0,∞),ϕ(z)<z(z>0),使得对任意x,y ∈■U,均有 ‖T2(x)-T2(y)‖ ≤ϕ(‖x-y‖)),则

必然有:(ⅰ)T在■U 中有一不动点;(ⅱ)或存在u∈■U 满足u=λT(u),λ∈ (0,1).这里,■U 和■U 分别表

示U 的闭包和边界.

2　 主要结果
首先,研究边值问题(1)对应的线性问题解的存在性,为此,引入假设:
(H1)g1:C(I1)|→R,g2:CΔ(I2)|→R,且gi(0)=0.存在非负常数l1,l2 满足l1 ≤1,l2 ≤1,l1·

max{1,(σ2(b)-a)}+l2=l<1,并使得对任意x,y∈C(I1)∩CΔ(I2),均有|gi(x)-gi(y)|≤li‖x
-y‖Ii

(i=1,2)成立.
引理2　 假设h:TT|→R是连续的,若条件(H1)成立,则边值问题

-xΔΔ(t)=h(t)　　t∈ [a,b]TT,

xΔ(σ(b))=c1+g1(xΔ),

x(a)=c2+g2(x)

ì

î

í (2)

存在唯一解,且解可表示为

x(t)=c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+∫
σ(b)

a
G(t,s)h(s)Δs,

其中

G(t,s)=
t-a　　s≥t,

σ(s)-a　　σ(s)≤t.{ (3)

证明 　 在-xΔΔ(t)=h(t)(t∈ [a,b]TT)两边积分,得-xΔ(t)+xΔ(a)=∫
t

a
h(s)Δs,于是有

x(t)=x(a)+xΔ(a)(t-a)-∫
t

a∫
s

a
h(u)ΔuΔs,

即

x(t)=x(a)+xΔ(a)(t-a)-t∫
t

a
h(s)Δs+∫

t

a
σ(s)h(s)Δs.

由(2)式中的边界条件可确定x(a),xΔ(a),得到
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x(t)=c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+(t-a)∫
σ(b)

t
h(s)Δs+

(t-a)∫
t

a
h(s)Δs-t∫

t

a
h(s)Δs+∫

t

a
σ(s)h(s)Δs=c2+

g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+∫
t

a
G(t,s)h(s)Δs,

其中G(t,s)由(3)式确定.
再证明唯一性.若x=x(t),y=y(t)均为(2)式的解,则

x(t)-y(t)=α+β(t-a), (4)

x(a)-y(a)=g2(x)-g2(y), (5)

xΔ(σ(b))-yΔ(σ(b))=g1(xΔ)-g1(yΔ). (6)
由(4)至(6)式及假设(H1)可知,

|β|=|xΔ(σ(b))-yΔ(σ(b))|=|g1(xΔ)-g1(yΔ)|≤l1‖xΔ -yΔ‖I1 ≤l1β,
因此β=0.进一步有估计

|α|=|x(a)-y(a)|=|g2(x)-g2(y)|≤l2‖x-y‖I2 ≤l2α,
这导出α=0.从而x(t)=y(t),t∈I2.证毕.

现作假设:
(H2)f:I2×R|→R连续.
类似于引理2的证明,可得到如下结果:
引理3　 若假设(H1),(H2)成立,则边值问题(1)等价于积分方程

x(t)=c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+∫
σ(b)

a
G(t,s)f(s,x(s))Δs.

现在,对x ∈CΔ(I2),定义算子T:

Tx(t)=c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+∫
σ(b)

a
G(t,s)f(s,x(s))Δs. (7)

由引理2,3可知算子T的定义是明确的,且边值问题(1)等价于算子T的不动点问题.不难验证T:CΔ(I2)|
→CΔ(I2).再定义算子

Ti:CΔ(I2)|→CΔ(I2),

T1x(t)=∫
σ(b)

a
G(t,s)f(s,x(s))Δs, (8)

T2x(t)=c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a), (9)
则T=T1+T2.

为应用引理1研究边值问题(1),现给出T1,T2 的几个重要性质.
设r是正实数,Ωr ={x ∈CΔ(I2):‖x‖ <r}.

引理4　 若条件(H1),(H2)满足,则T1:■Ωr|→CΔ(I2)是全连续算子.
证明 　 首先证明T1 连续.
设{xn}⊂Ωr 且xn →x(n→ ∞),则xn(t)和xΔ

n(t)分别在I2 和I1 上一致收敛到x(t)和xΔ(t).
由(H1)可知f 在I2×[-r,r]一致连续,故对任意■>0,存在N >0,当n>N 时,对一切t∈I2 均有

|f(t,xn(t))-f(t,x(t))|<■,于是,有估计

|T1xn(t)-T1x(t)|≤ sup
(t,s)∈I2×I1

G(t,s)∫
σ(b)

a
|f(s,xn(s))-f(s,x(s))|Δs≤

(σ(b)-a)(σ2(b)-a)■. (10)
此外,直接计算可得

T1
Δx(t)=∫

σ(b)

a
σ(s)f(s,x(s))Δs-∫

t

a
f(s,x(s))Δs.

由估计(10)及假设(H1)可得
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|T1
Δxn(t)-T1

Δx(t)|≤∫
σ(b)

a
|f(s,xn(s))-f(s,x(s))|Δs≤ (σ(b)-a)■,

因此 ‖T1xn -T1x‖ →0(n → ∞),从而T1 是连续的.

现记Mr =sup{|f(s,u)|:(s,u)∈I1×[-r,r]},则对任意x ∈■Ωr,由T1 及G(t,s)的定义可得

|T1(x(t))|≤ sup
(t,s)∈I2×I1

G(t,s)∫
σ(b)

a
|f(s,x(s))|Δs≤Mr(σ(b)-a)(σ2(b)-a),

|T1
Δ(x(t))|≤∫

σ(b)

a
|σ(s)f(s,x(s))|Δs+∫

t

a
|f(s,x(s))|Δs≤Mr(σ(b)-a)(σ2(b)+1),

从而T1(■Ωr)一致有界.

最后,证明T1(■Ωr)等度连续.

对任意x ∈■Ωr,t′,t″∈I2,不妨设t′≤t″,则

|T1(x(t″))-T1(x(t′))|≤Mr∫
σ(b)

a
|G(t″,s)-G(t′,s)|Δs.

由G(t,s)的定义得

∫
σ(b)

a
|G(t″,s)-G(t′,s)|Δs=∫

t′

a
|G(t″,s)-G(t′,s)|Δs+∫

σ(b)

t″
|G(t″,s)-G(t′,s)|Δs+

∫
t″

t′
|G(t″,s)-G(t′,s)|Δs≤∫

σ(b)

t″
|t″-t′|Δs+

∫
t″

t′
|σ(s)-t′|Δs≤2(σ(b)-a)(t″-t′),

故T1 等度连续.
综合上述证明可知T1 是全连续的.
为陈述和证明主要定理,进一步引入以下基本假设:
(H3)存在非负函数p ∈L1(I2)和单调非减函数ψ:[0,∞)|→ [0,∞),并且p 在I2 的具有正Δ 测

度的子集上大于0,使得对任意(t,u)∈I2×R,成立|f(t,u)|≤p(t)ψ(|u|).这里,L1(I2)表示在I2

上LebesgueΔ 可积实函数的集合.

(H4)sup
r∈(0,∞)

r
c+qψ(r)>

1
1-l

,其中l由假设(H1)确定,

q=max{(σ2(b)-a),(σ2(b)+1)}·∫
σ(b)

a
p(s)Δs,

c=|c2|+|c1|max{(σ2(b)-a),1}.
定理1　 若(H1)至(H4)成立,则边值问题(1)至少存在1个解.
证明 　 设算子T,T1,T2 分别由(7)至(9)式定义.由引理2,3可知算子T的不动点就是边值问题(1)

的解.
以下证明算子T,T1,T2 满足引理2相应条件,从而存在不动点.
由(H4)知,存在r>0使得

r
c+qψ(r)>

1
1-l. (11)

令Ωr ={x ∈C(I2):‖x‖ <r}.由引理4可知T1:■Ωr|→CΔ(I2)全连续.

再证明T2:■Ωr|→CΔ(I2)是压缩算子.对任意x,y ∈■Ωr,由(9)式及假设(H1),有估计

|T2x(t)-T2y(t)|=|g2(x)-g2(y)+(g1(xΔ)-g1(yΔ))(t-a)|≤
l2‖x-y‖I2 +(σ2(b)-a)l1‖xΔ -yΔ‖I1 ≤l‖x-y‖,

以及

|TΔ
2x(t)-TΔ

2y(t)|=|g1(xΔ)-g1(yΔ)|≤l‖x-y‖.

因0≤l<1,故T2■Ωr|→CΔ(I2)是压缩算子.
最后,证明引理1的结论(ⅱ)不成立.假若(ⅱ)成立,则存在λ∈ (0,1),x ∈■Ω 使得x=λTx,于是
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可得到

x(t)=λ{c2+g2(x)+(c1+g1(xΔ))(t-a)+∫
σ(b)

a
G(t,s)f(s,x(s))Δs}. (12)

由(12)式及(H1),(H3)可推出

|x(t)|≤|c2|+(σ2(b)-a)|c1|+|g2(x)|+(σ2(b)-a)|g1(xΔ)|+

(σ2(b)-a)∫
σ(b)

a
p(s)ψ(|x(s)|)Δs≤l‖x‖+

qψ(‖x‖)+|c2|+(σ2(b)-a)|c1|,

|xΔ(t)|≤|T1
Δx(t)|+|T2

Δx(t)|≤∫
σ(b)

a
|σ(s)f(s,x(s))|Δs+∫

t

a
|f(s,x(s))|Δs+

|c1|+|g1(xΔ)|≤l‖x‖+qψ(‖x‖)+|c1|.
从而 ‖x‖ ≤l‖x‖+qψ(‖x‖)+|c|,其中,

q=max{(σ2(b)-a),(σ2(b)+1)}·∫
σ(b)

a
p(s)Δs,

c=|c2|+|c1|max{(σ2(b)-a),1}.

因为x ∈■Ωr,‖x‖=r,所以 r
c+qψ(r)≤

1
1-l

,这与(11)式矛盾,因此(ⅱ)不成立.

综上所述,由引理1知算子F 在■Ωr 至少有1个不动点,即边值问题(1)至少存在1个解.证毕.
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