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具定号系数多滞量AFDE的振动性
∗

秦宏立,双瑞涛
(延安大学数学与计算机学院,陕西 延安　716000)

摘　要:讨论了一类具有定号系数多滞量的超前型泛函微分方程解的振动性,得到方程x′(t)= ∑
n

i=1
pi(t)x(t+τi)(t

≥t0)振动的“sharp”条件,并通过实例验证了所给结果的有效性.
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1　问题的提出
考虑具有定号系数的多滞量超前型泛函微分方程

x′(t)=∑
n

i=1
pi(t)x(t+τi)　　t≥t0, (1)

其中pi(t)∈C([t0,+ ¥),[0,+ ¥)),τi >0为常数,i=1,2,…,n.文中仅讨论方程的可以连续延拓于

R+
t0∶=[t0,+ ¥)上的解x(t).如通常定义[1],若一个解x(t)的零点集无界且非最终零解,则称这个解是

振动的;否则,称这个解是非振动的.若方程的所有解都是振动的,则称此方程是振动的.
关于方程(1),G.Ladas与I.P.Stavroulakis在文献[2]中证明了,如果

lim
t→∞

inf∫
t+τi/2

t
pi(s)ds>0　　i=1,2,…,n, (2)

那么下列每一个条件

lim
t→∞

inf∫
t+τi

t
pi(s)ds>

1
e　　 对某个i=1,2,…,n, (3)

lim
t→∞

inf∫
t+τ

t ∑
n

i=1
pi(s)ds>

1
e　　 此处τ=min{τ1,τ2,…,τn}, (4)

∏
n

i=1
∑
n

j=1

(lim
t→∞

inf∫
t+τj

t
pi(s)ds)( )

1/n

>
1
e

, (5)

1
n∑

n

i=1

(lim
t→∞

inf∫
t+τj

t
pi(s)ds)+

2
n∑

n

i<j,
i,j=1

((lim
t→∞

inf∫
t+τj

t
pi(s)ds)(lim

t→∞
inf∫

t+τj

t
pj(s)ds))1/2 >

1
e

, (6)

蕴涵方程(1)的每个解振动.
当pi(t)≡pi ∈ (0,∞)(i=1,2,…,n)时,条件(3)至(6)分别缩减为如下的条件(7)至(10):
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piτi >
1
e　　 对某个i=1,2,…,n, (7)

∑
n

i=1
pi( )τds>

1
e　　 此处τ=min{τ1,τ2,…,τn}, (8)

∏
n

i=1
pi( )

1/n

∑
n

j=1
τj( ) >

1
e

, (9)

1
n ∑

n

i=1

(piτi)1/2( )
2
>

1
e. (10)

笔者运用与文献[2]不同的方法,得到方程(1)振动的“sharp”条件,从而改进了条件(3)和(4).

2　 主要结果及证明
为叙述方便起见,对于某个i∈ {1,2,…,n},首先定义函数序列{p(m)

i (t)}和{q(m)
i (t)}如下:

p(1)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)ds　　t≥t0,

p(2)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)p(1)

i (s)ds　　t≥t0,

︙

p(m)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)p(m-1)

i (s)ds　　m ≥2,t≥t0,

(11)

q(1)
i (t)=∫

t

t-τi
pi(s)ds　　t≥t0+τi,

q(2)
i (t)=∫

t

t-τi
pi(s)q(1)

i (s)ds　　t≥t0+2τi,

︙

q(m)
i (t)=∫

t

t-τ
p(s)q(m-1)

i (s)ds　　n ≥2,t≥t0+mτi,

(12)

其中pi(t)∈C([t0,+∞),[0,+∞)),i=1,2,…,n.
定理1　 如果对某个i∈ {1,2,…,n},存在某t1 >t0+τ 及一正整数k使得

p(m)
i (t)≥

1
em

,q(m)
i ≥

1
em 　　t≥t1+mτi, (13)

且

∫
∞

t1+mτi
pi(t)(exp(em-1p(m)

i (t)-
1
e

)-1)dt=∞, (14)

这里p(m)
i (t)和q(m)

i (t)分别由(11),(12)式所定义,那么方程(1)的每个解振动.
证明 　 采用反证法.假设方程(1)有一非振动的最终正解x(t)(这不失一般性),则存在t2 ≥t1 使得

当k=1,2,…,n 时x(t+τk)≥x(t),x′(t)≥0,t≥t2.设ωk(t)=
x(t+τk)

x(t) ,t≥t2,从而ωk(t)≥1,

t≥t2.若以x(t)(t≥t2)同除方程(1)的两端,便有

x′(t)
x(t)=∑

n

k=1
pk(t)ωk(t)　　t≥t2. (15)

从t到t+τ 对(15)式两端积分,得

ωi(t)=exp(∑
n

k=1∫
t+τi

t
pk(s)ωk(s)ds)　　t≥t2, (16)

于是

ωi(t)≥exp(∫
t+τi

t
pi(s)ωi(s)ds)≥e∫

t+τi

t
pi(s)ωi(s)ds　　t≥t2. (17)

若设
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ω(1)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)ωi(s)ds,

ω(2)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)ω(1)

i (s)ds,

　　　︙

ω(m)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)ω(m-1)

i (s)ds　　t≥t2,

ì

î

í (18)

vi(t)=ωi(t)-1,

v(1)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)vi(s)ds,

v(2)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)v(1)

i (s)ds,

　　　︙

v(m)
i (t)=∫

t+τi

t
pi(s)v(m-1)

i (s)ds　　t≥t2.

ì

î

í

根据上述(16),(17),(18)式,易知ωi(t)≥em-1ω(m-1)
i (t),t≥t2,且

ωi(t)≥exp(em-1∫
t+τi

t
pi(s)ω(m-1)

i (s)ds)　　t≥t2. (19)

由p(k)
i (t),ω(k)

i (t)和v(k)
i (t)的定义及ωk(t)≥1,t≥t2,有

vi(t)≥0,v(k)
i ≥0,ω(k)

i =v(k)
i (t)+p(k)

i (t)　　k=1,2,…,m,t≥t2. (20)
从而,据(11),(19)及(20)式便知

ωi(t)≥exp(em-1∫
t+τi

t
pi(s)(p(m-1)

i (s)+v(m-1)
i (s))ds)=exp(em-1∫

t+τi

t
pi(s)v(m-1)

i (s)ds+

1
e

)exp(em-1p(m)
i (s)-

1
e

)　　t≥t2,

因此

ωi(t)≥ (em∫
t+τi

t
pi(s)v(m-1)

i (s)ds+1)exp(em-1p(m)
i (s)-

1
e

)=

(emv(m)
i (t)+1)exp(em-1p(m)

i (s)-
1
e

)　　t≥t2.

此与(13),(20)式一起使得

pi(t)(ωi(t)-(emv(m)
i (t)+1))≥pi(t)(emv(m)

i (t)+1)(exp(em-1p(m)
i (t)-

1
e

)-1)≥

pi(t)(exp(em-1p(m)
i (t)-

1
e

)-1)　　t≥t2,

即

pi(t)(vi(t)-emv(m)
i (t))≥pi(t)(exp(em-1p(m)

i (t)-
1
e

)-1)　　t≥t2. (21)

将(21)式两端从t2 到T >t2+mτi 积分有

∫
T

t2
pi(t)(vi(t)-emv(m)

i (t))dt≥∫
T

t2
pi(t)(exp(em-1p(m)

i (t)-
1
e

)-1)dt. (22)

于是,由(14),(22)式可知

lim
T→∞∫

T

t2
pi(t)(vi(t)-emv(m)

i (t))dt=∞. (23)

再通过交 换 积 分 次 序 并 采 用 类 似 于 文 献 [3]中 定 理 证 明 的 方 法,得 到∫
T

t2
empi(t)v(m)

i (t)dt ≥

∫
T

t2+mτi
pi(t)vi(t)dt.所以
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∫
T

t2
pi(t)(vi(t)-emv(m)

i (t))dt≤∫
T

t2
pi(t)vi(t)dt-∫

T

t2+mτi
pi(t)vi(t)dt=∫

t2+mτi

t2
pi(t)vi(t)dt< ∞.

这与(23)式矛盾.证毕.
推论1　 如果对于某个i∈ {1,2,…,n},存在一正整数m 使得

lim
t→∞

infp(m)
i (t)>

1
em

,lim
t→∞

infq(m)
i (t)>

1
em

, (24)

此处p(m)
i (t)和q(m)

i (t)分别由(11),(12)式所定义,那么方程(1)的每个解振动.
证明 　 由条件(24)成立,则蕴含条件(13)和(14)成立,所以据定理1知此命题的结论成立.
推论2　 如果对于某个i∈ {1,2,…,n},存在t1 >t0+τi 及正整数k使得(13)式成立且

∫
∞

t1+kτi
pi(t)(ek-1p(k)

i (t)-
1
e

)dt=∞, (25)

此处p(m)
i (t)由(11)式所定义,那么方程(1)的每个解振动.

证明 　 当x ≥0时,ex -1≥x,则条件(25)式蕴含(14)式,所以定理1隐含此命题的结论成立.

3　 应用举例
作为上述振动性结果的应用,考虑具有定号系数多滞量的超前型泛函微分方程

x′(t)=
1
2e

(1+cost)x(t+π)+
1
2e

(1+sint)x(t+
π
2

)　　t≥0 (26)

的振动性.
由于在方程(26)中

p1(t)=
1
2e

(1+cost),p2(t)=
1
2e

(1+sint),τ1=π,τ2=
π
2

,τ=min{τ1,τ2}=
π
2

,

并且

lim
t→∞

inf∫
t+τ1

t
p1(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π

t

1
2e

(1+cost)dt=
1
2e

(π-2)<
1
e

, (27)

lim
t→∞

inf∫
t+τ2

t
p2(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π/2

t

1
2e

(1+sint)dt=
π/2- 2

2e <
1
e

, (28)

lim
t→∞

inf∫
t+τ

t ∑
2

i=1
pi(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π/2

t

2+cost+sint
2e dt=

π-2
2e <

1
e

, (29)

lim
t→∞

inf∫
t+τ2

t
p1(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π/2

t

1
2e

(1+cost)dt=
π/2- 2

2e <
1
e

, (30)

lim
t→∞

inf∫
t+τ1

t
p2(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π

t

1
2e

(1+sint)dt=
π-2
2e <

1
e

,

lim
t→∞

inf∫
t+τ2/2

t
p2(t)dt=lim

t→∞
inf∫

t+π/4

t

1
2e

(1+sint)dt=
1
2e

(π
4- 2- 2)>0, (31)

于是,由(30)和(31)式显示(2)式成立.但由(27)与(28)式表明(3)式不成立,(29)式说明(4)式无效;又
由

(π-2
2e +

π/2- 2
2e

)(π-2
2e +

π/2- 2
2e

)
æ

è

ö

ø

1/2

=
3π/2-(2+ 2)

2e <
1
e

及

1
2

π-2
2e +

π/2- 2
2e

æ

è

ö

ø
+

2
2

π/2- 2
2e

·π-2
2e

æ

è

ö

ø

1/2

=
1
4e

π
2- 2 + π+2

æ

è

ö

ø

2

<
1
e

,

表明不等式(5)和(6)非真:因此,用文献[2]的方法不能判断所给方程(26)式的振动性.但是,

p(1)
1 (t)=∫

t+τ1

t
pi(s)ds=∫

t+π

t

1
2e

(1+coss)ds=
1
2e

(π-2sint),
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p(2)
1 (t)=∫

t+τ1

t
p1(s)p(1)

1 (s)ds=∫
t+π

t

(1+coss)(π-2sins)
4e2 ds=

π2-2πsint-4cost
4e2

,

p(3)
1 (t)=∫

t+τ1

t
p1(s)p(2)

1 (s)ds=∫
t+π

t

(1+coss)(π2-2πsint-4cost)
8e3 ds=

π3-2π-(2π2-8)sint-4πcost
8e3

,

p(4)
1 (t)=∫

t+τ1

t
p1(s)p(3)

1 (s)ds=∫
t+π

t

(1+coss)
16e4

(π3-2π-(2π2-8)sint-4πcost)ds=

1
16e4

(π4-4π2-2(π3-6π)sint-4(π2-4)cost),

lim
t→∞

infp(4)
1 (t)=

1
16e4

(π4-4π2-2 (π3-6π)2+4(π2-4)2 )>
22

16e4
,

且

q(1)
1 (t)=∫

t

t-τ1
p1(s)ds=∫

t

t-π

1+coss
2e ds=

π+2sint
2e

,

q(2)
1 (t)=∫

t

t-τ1
p1(s)q(1)

1 (s)ds=∫
t

t-π

(1+coss)(π+2sins)
4e2 ds=

π2+2πsint-4cost
4e2

,

q(3)
1 (t)=∫

t

t-τ1
p1(s)q(2)

1 (s)ds=∫
t

t-π

(1+coss)(π2+2πsint-4cost)
8e3 ds=

1
8e3

(π3-2π+(2π2-8)sint-4πcost),

q(4)
1 (t)=∫

t

t-τ1
p1(s)q(3)

1 (s)ds=∫
t

t-π

(1+coss)
16e4

(π3-2π+(2π2-8)sint-4πcost)ds=

1
16e4

(π4-4π2+2(π3-6π)sint-4(π2-4)cost),

lim
t→∞

infq(4)
1 (t)=

1
16e4

(π4-4π2-2 (π3-6π)2+4(π2-4)2 )>
22

16e4
,

故由推论1知,方程(26)式是振动的.
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OscillationofAFDEwithCotionandManyDelays

QIN Hong-li,SHUANGRui-tao
(CollegeofMathematicsandComputerScience,Yan’anUniversity,Yan’an716000,ShannxiChina)

Abstract:Thispaperdisucssesoscillationsofpre-kindfunctiondifferentinalequationwithcotion,andob-

tainssharpconditionsofequationx′(t)=∑
n

i=1
pi(t)x(t+τi)(t≥t0).Theeffectivenessisprovedbyex-

amples.
Keywords:cotions;pre-kind;functiondifferentialequation;oscillation
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