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线性相关系数的一种稳健形式
∗

甘胜进,林　娟
(福建师范大学福清分校数学与计算机科学系,福建 福清　350300)

摘　要:相关系数是反应2个随机变量之间线性关系紧密程度的一个量,容易受异常值干扰.提出一种稳健的形式,它

在正态分布条件下的性质与相关系数类似,但是抵御异常值远远优于相关系数,具有很好的应用价值.
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二维随机变量(X,Y)之间的线性相关系数为

ρXY =
E[(X -E(X))(Y-E(Y))]

E(X -E(X))2 E(Y-E(Y))2
.

由于期望、方差抗离群点(outlier)较差,因此在稳健性统计当中,常以中位数(median)med代替期望,以中

位数绝对偏差(medianabsolutedeviation)MAD来代替方差,其均能抵御50% 离群点[1],抗异常值干扰能

力极强,从而ρXY 的一个稳健表达形式为

δXY =
med[(X -med(X))(Y-med(Y))]

MAD(X)MAD(Y) .

一般情况下,δXY 的取值并不是像ρXY 那样介于[-1,1]之间[2],但是对于二维正态分布,δXY 与ρXY 具有相

似的性质,笔者主要探讨二维正态分布条件下δXY 与ρXY 的关系.

1　 中位数的性质

命题1　 中位数med(X)=inft|p(X ≥t)=
1
2{ }

[3]

,当X 为离散型随机变量时,med(X)可能不存

在,但当X 为连续型随机变量时,med(X)存在而且唯一.中位数绝对偏差为 MAD(X)=med(|X -
med(X)|).中位数具有如下3条性质:

(ⅰ)med(aX +b)=amed(X)+b;
(ⅱ)当X 与Y 相互独立时,med(XY)=med(X)med(Y);

(ⅲ)med(|X|)=[med(X2)]
1
2 .

其中X 与Y 均为一维随机变量,a,b均为任意实数.
证明 　(ⅰ)aX+b≥amed(X)+b⇔X ≥ med(X),或X ≤ med(X),而p(X ≥ med(X))=p(X
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≤ med(X))=
1
2

,即证.

(ⅱ)当X 与Y 相互独立时,有

p((X -med(X))(Y-med(Y))≥0)=p(X -med(X)≥0,Y-med(Y)≥0)+
p(X -med(X)≤0,Y-med(Y)≤0)=p(X ≥ med(X))p(Y ≥ med(Y))+

p(X ≤ med(X))p(Y ≤ med(Y))=
1
2×

1
2+

1
2×

1
2=

1
2

,

故 med[(X -med(X))(Y-med(Y))]=0.而由性质(ⅰ)可知,

med[(X -med(X))(Y-med(Y))]=med(XY)-med(X)med(Y),
故性质(ⅱ)成立.

(ⅲ)由p(|X|≥ med(|X|))=
1
2

可知,p(X2 ≥ [med(|X|)]2)=
1
2

,故[med(|X|)]2 =

med(X2).
性质(ⅰ)表明中位数具有线性性质,也称为仿射同变性质;性质(ⅱ)表明2个相互独立的随机变量的

乘积的中位数等于各自中位数的乘积,这与期望的性质是一样的;一般情况下,med(|X|)极为难求,而性

质(ⅲ)揭示了 med(|X|)与 med(X2)之间简单的平方关系.

2　 二维正态分布下δXY 的性质
根据δXY 定义以及上述中位数性质,得到δXY 另一种表达式:

δXY =
med X -med(X)

σX

æ

è

ö

ø

Y-med(Y)
σY

æ

è

ö

ø

é

ë

ù

û

MAD X -med(X)
σX

æ

è
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ø
MADY-med(Y)

σY

æ

è

ö

ø

,

其中σX ,σY 分别为X 与Y 的标准差.对于二维正态分布随机变量X 和Y,有

E(X)=med(X),E(Y)=med(Y),

因此不妨设
X
Y
æ

è

ö

ø
~N2(0,Σ),Σ=

1 ρ
ρ 1
æ

è

ö

ø
.易证 MAD(X)=MAD(Y)=φ-1 3

4
æ

è

ö

ø
,其中φ(·)为标准正态

的分布函数,此时只须计算 med(XY)便可得到δXY 的值,然而计算 med(XY)并非易事[45],在此只讨论

δXY 与相关系数ρ 之间的关系.
定理1　 在二维正态分布条件下,δXY 与ρ 形成一一对应关系,即δXY =δ(ρ),并且δ(ρ)是ρ 的增函

数,δ(-1)=-1,δ(0)=0,δ(1)=1.

证明 　
X
Y
æ

è

ö

ø
=
D

Σ
1
2
U
V
æ
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ö

ø

[6]

,其中
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.

U,V 为相互独立的标准正态分布,=
D

表示同分布,则

X =
D 1+ρ

2 +
1-ρ
2
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XY=
D ρ
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V2. (1)
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(1)式中最后一个等式是通过
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得到.由(1)式,-1≤ρ1 <ρ2 ≤1,则
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故δ(ρ1)<δ(ρ2).由(1)式可知,当ρ=-1时,

med(XY)=-med(V2)=-(med(|V|))2=- φ-1 3
4

æ
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ø
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ø
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,

故δ(-1)=-1;当ρ=0时,1
2U2-

1
2V2=

D 1
2V2-

1
2U2,即XY 关于零点为一对称分布,med(XY)=0,

δ(0)=0;ρ=1类似ρ=-1的情形讨论.
从证明过程可知,δXY 跟ρXY 关系非常密切,而且性质比较类似.在实际应用当中,采用样本

δ̂XY =
med[(Xi-med(Xi))(Yi-med(Yi))]

med(|Xi-med(Xi)|)med(|Yi-med(Yi)|)

来估计 δXY, 其 中 {Xi,Yi}ni=1 为 独 立 同 分 布 于 二 维 正 态 的 样 本,̂δXY 抗 干 扰 能 力 比 ρ̂ =
1
n∑

n

i=1

(Xi-X
-
)(Yi-Y

-
)

1
n∑

n

i=1

(Xi-X
-
)2 1

n∑
n

i=1

(Yi-Y
-
)2

强,因此使用δ̂XY 代替̂ρ具有更好的实际效果.
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ARobustFormoftheLinearCorrelationCoefficient
GANSheng-jin,LINJuan
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Abstract:Correlationcoefficientreflectstheclosenessofthelinearrelationshipbetweentworandomvari-
ables,whichissusceptibletotheinterferenceofabnormalvalues.Thispaperpresentsarobustform,

whichhasthesamenatureasthecorrelationcoefficientunderconditonofthenormaldistribution,but
hashigherpointbreakingdownthanthatofcorrelationcoefficient,soithasgoodapplicationvalue.
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