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基于量子理论的电子双缝衍射实验
∗
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(吉林师范大学物理学院,吉林 四平　136000)

摘　要:用薛定谔方程求解电子在缝中的衍射波函数,用路径积分方法求解电子在缝外的衍射波函数,最终推导出衍射

强度的关系式.理论计算结果和实验测得数据符合相当好,验证了量子理论方法能够精确解释电子的衍射现象.
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从19世纪中期至今,物质波在物理学得到了突飞猛进的发展,波动性的假说由德布罗意提出,已经有

很多实验验证了这个假设[1].由于粒子具有波粒二象性,所以人们用经典模型研究物质波的衍射和干涉不

是严格精确的.精确求解粒子的衍射和干涉,必须用量子理论[27].笔者采用量子理论方法研究电子双缝衍

射,通过对薛定谔方程的求解得到电子在缝中的衍射波函数,电子在缝外的衍射波函数可由路径积分方法

严格求解,最终推导出衍射强度的关系式.理论计算的结果和测得的实验数据符合相当好,从而用量子理

论更好地解释了电子衍射这一物理现象.由于实验的衍射图样会受到退相干机制影响,所以用退相干机制

对干涉强度进行修正,从而得到更好的理论结果[89].

1　求解缝中电子波函数φ(r,t)

图1　 电子双缝结构示意

取a 为缝宽,b为缝长,c为缝厚,d 为两缝之间

距离,缝长方向为x 轴,缝宽方向为y 轴,缝厚方向

为z轴,如图1所示.
在t时刻有一质量为M 的电子沿z轴正方向入

射,其波函数表示为

φ0(r,t)=Ae
i
ћ(pz-Et),

其中A 为常矢量.含时薛定谔方程为
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φ(r,t)=Eφ(r,t),
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其中:E 为电子的能量;M 为电子的质量.
左缝中的势能为

V(x,y,z)=
0　　0≤x ≤b,-a-

d
2 ≤y ≤-a,0≤z≤c,

∞　　 其他.

ì

î

í

其中c是缝的厚度.在缝中V=0.则不含时薛定谔方程可写为

-
ћ2

2M
Ñ2φ(r)=Eφ(r), (1)

求解(1)式并通过分离变量法求解缝内波函数可得

■2φ(r)
■x2 +

■2φ(r)
■y2 +

■2φ(r)
■z2 +

2ΜE
ћ2 φ(r)=0, (2)

其满足的边界条件为

φ(0,y,z)=φ(b,y,z)=0,

φ(x,-a-
d
2

,z)=φ(x,-a,z)=0.

通过分离变量φ(x,y,z)=X(x)Y(y)Z(z)可得(2)式的一般解为

φmn(x,y,z)=∑
mn
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则含时薛定谔方程的一般解为

φmn(x,y,z,t)=∑
mn
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由波函数在z=0处连续可得

φ0(x,y,z,t)z=0=φmn(x,y,z,t)z=0,
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通过二重傅立叶级数展开求得
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其 中m,n=0,2,3,....
把Dmn,D′

mn 代入(3)式可得
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同理,可求得右缝中的波函数为
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2　 求解电子在缝后衍射波函数ψr,t( )

电子衍射示意图如图2所示.

图2　 电子在缝外衍射示意

设任意一点p0 点在缝面上,任意一点p点衍射屏上,粒子到达z=c平面p0 点的时间为t0,由(4)式得

φ1(r0,t0)= -∑
mn
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a
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观察屏上t时刻的波函数由路径积分公式得

ψ1(r,t)=∫kr,t;r0,t0( )·φ1(r0,t0)dr0. (6)

传播子为

kr,t;r0,t0( ) =
M

2πiћt-t0( )
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, (7)

其中:M 为粒子质量;R 为p0 点到p 点之间的距离;t-t0( ) 为粒子从p0 点飞行到p 点的时间.将(7)式

代入(6)式可得

ψ1(r,t)=∫ M
2πiћt-t0( )

é
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û

3
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û
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其中dr0=dx0dy0.由图2可知

R2= r-r0
2= x-x0( ) 2+ y-y0( ) 2+ z-c( ) 2 ≈x2+y2+z2-2xx0-2yy0-

2zc+x2
0 +y2

0 +c2·c=r2-2rsinα·x0-2rsinβ·y0-2rcosθ. (8)
(8)式中的x2

0,y2
0 和c2 为二阶无穷小量,可忽略,则

R2=r2-2rsinα·x0-2rsinβ·y0-2rcosθ·c, (9)
其中:α 为r与yz平面的夹角;β 为r与xz平面的夹角;θ 为r与z轴的夹角.

将(9)式代入(8)式化简得到左缝缝外衍射波函数为
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由德布罗意关系p=
h
λ

可得到k=
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ћ .又由于

k=
MR

ћt-t0( )
, (11)

所以
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把(11)至(13)式代入(10)式得到衍射屏上的波函数为
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同理,右缝在衍射屏上的波函数为

ψout2 r,t( ) = -
2
2 -

2
2i

æ

è

ö

ø

k
2πr
æ

è

ö

ø

3
2

exp
ikr
2

æ

è

ö

ø
exp -ikcosθ·c[ ]exp -

i
ћEt0

é

ë

ù

û ∑mn -

16A2

(2m+1)(2n+1)π2expi
2ME
ћ2 -

2m+1( ) 2π2

a2 -
2n+1( ) 2π2

b2 ·c
é

ë

ù

û

∫
b

0
exp -iksinα·x0[ ]sin

2n+1( )π
b x0dx0 sin

2m+1( )π
2a d·é

ë

∫
d
2+a

d
2

exp -iksinβ2·y0[ ]cos
2m+1( )π

a y0dy0-cos
2m+1( )π

2a d·

∫
d
2+a

d
2

exp -iksinβ2·y0[ ]sin
2m+1( )π

a y0dy0
ù

û
, (15)

其中cos2θ+sin2α+sin2β=1.
双缝衍射总的波函数为

ψ(x,y,z;t)=c1ψout1(x,y,z;t)+c2ψout2(x,y,z;t),
其中 c1

2+ c2
2=1,这样在显示屏上观察到电子子衍射相对强度为

I∝ ψ(x,y,z,t)2=c2
1 ψout1(x,y,z,t)2+c2

2 ψout2(x,y,z,t)2+
2c1c2Re[ψ∗

out1(x,y,z,t)ψout2(x,y,z,t)]. (16)

3　 修正屏幕上相对干涉强度
由文献[8]可知干涉波函数为

I∝ (1+ αt
2)(c1

2 ψout1(r,t)2+c2
2 ψout2(r,t)2+2c1c2ΛtRe[ψ∗

out1(r,t)ψout2(r,t)]),(17)

其中:Λt 为量子退相干度;Λt 和αt 关系为Λt=
2αt

1+ αt
2.通过对(16)与(17)式的比较可知:(17)式是在
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总相对衍射强度强加系数1+ αt
2 和在干涉项前加系数Λt,且

Λt ≈ν=
Imax-Imin

Imax+Imin
,

其中Imax 为中间衍射强度的最大值,Imin 为与中间最大值相邻的第1个最小值为.由实验数据计算得到的

两缝衍射波函数ψout1(r,t)和ψout2(r,t)可以通过量子力学方法严格求解得到.

4　 数值分析
从上面的推导及其结果可看出相对强度I是坐标函数,在计算中,取与yz面的衍射夹角α=0,由于l

≥α+d,所以β1 ≈β2=β.由于文献[10]给出了相对强度I与衍射位置的变化曲线,所以把衍射角β转化

图3　 电子双缝衍射理论结果与实验数据比较

为距离s,且sinβ=
s
R =

s
r2+s2

,其中r为缝到屏

的距离.理论计算中输入与实验相同的参数,双缝的

宽度为a=0.3μm,两缝之间距离d=0.7μm,缝的

长度b=50μm,缝的厚度c=20nm.电子波长λ=0.
05×10-10 m,缝与衍射屏之间的距离r=0.35m,衍
射夹角α=0rad,求得退相干系数ν=0.973.由

(14),(15)和(16)式即可求得理论计算的衍射曲

线.理论结果与实验数据比较如图3所示,从图3可

以看到计算结果与实验数据符合相当好.

5　结论
文中采用量子理论方法研究了电子的双缝衍射,得到了电子衍射强度解析式,理论计算的结果与实验

测得数据符合相当好,从而证明了可以用量子理论方法精确描述电子的干涉、衍射现象.
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