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对偶风险模型中的随机观察
∗

刘风云,陈　旭
(湖南师范大学数学与计算机科学学院,湖南 长沙　410081)

摘　要:研究了随机观察在对偶风险模型中的应用.当罚金函数仅依赖于破产赤字ω(x1,x2)=ω(x2)时,导出 Gerber-

shiu期望折现罚金函数 mδ(u)所满足的微积分方程,并给出了当收益额的密度函数服从指数分布和ω(x)=e-r2x 时,得到

mδ(u)的显示解.
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1　模型建立和介绍
公司在t时刻的盈余U(t)为

U(t)=u-ct+S(t)=u-ct+∑
N(t)

i=1
Xi　　t≥0.

其中:u为公司的初始本金,且U(0)=u;c为单位时间内的支出率且为大于0的常数;收益额{Xi,i≥1}构

成一个独立同分布的非负随机变量序列,具有共同的分布函数F(x)和密度函数f(x);S(t)表示在时刻t
之前的总收益额;随机过程{N(t):t≥0}为计数过程,表示在时刻0与t之间所发生跳跃的总次数,记第(i
-1)次与第i次跳之间所历经的时间为θi,i=1,2,…,它们是独立同分布的非负随机变量序列,设其分布

是服从参数为λ的指数分布.

图1　 模型图

假设{Zk}为随机观察的时刻,且Z0=
0,令Mk=Zk-Zk-1 为第(k-1)次与第k
次观察所历经的时间,{Mk}为一独立同分

布的非负随机变量序列,且假设它们服从

参数为γ 的指数分布,并假设{N(t):t≥
0}和 {Xi,i ≥ 1}以 及 {Mk}是 相 互 独

立的.
定义1　 破产时刻τ=Zk∗ ,k∗ =inf{k

≥1:U(Zk)≤0},即只有当观察时刻的盈

余小于或等于0时,才将其视为真正的破

产.如在模型图(图1)中的时刻Z5 时有

U(Z5)<0,即在此时可认为公司破产;而
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在Z3 与Z4 之间,虽然出现过盈余小于0的时刻,但因没有被观测到,故可认为公司继续经营生存着.令

U(k)为第k次观察时公司的盈余,则

U(k)=U(k-1)-c(Zk -Zk-1)+(∑
N(Zk)

i=1
Xi- ∑

N(Zk-1)

i=1
Xi)=

U(k-1)-cMk +(S(Zk)-S(Zk-1)).

2　Gerber-shiu折罚函数
定义2　Gerber-shiu期望折现罚金函数为

mδ(u)=E[e-δτω[U(k∗ -1),|U(k∗ )|]Iτ<∞ |U(0)=u],
其中δ为折现因子且δ>0,U(k∗ -1)为破产前一次观测到的盈余,U(k∗ )为破产赤字,ω是罚金函数,表
示R+×R+→R+.假设ω[U(k∗ -1),|U(k∗ )|]=ω(|U(k∗ )|),即罚金函数仅依赖于破产赤字.

讨论在很短的时间区间[0,h],根据首次观察时刻Z1 和首次由跳跃引起的收入量x 的大小分情况考

虑,有如下3种情形:
第1种,在[0,h]区间里既没有发生观察,也没有发生跳;
第2种,在时间[0,h]里发生了1次观察,但没有发生跳;
第3种,在[0,h]区间里得到了1次收入,即发生了1次跳但没有发生观察.
按照以上情况,用全概率公式,可得如下方程:

mδ(u)=e-(λ+δ+γ)hmδ(u-ch)+∫
h

0
λe-(λ+δ+γ)t∫

∞

0
mδ(u-ct+x)f(x)dxdt+

∫
h

0
γe-(λ+δ+γ)t[mδ(u-ct)I{u-ct>0}+ω(-u+ct)I{u-ct≤0}]dt.

对h 求导,可得

0= -(λ+δ+γ)e-(λ+δ+γ)hmδ(u-ch)-ce-(λ+δ+γ)hm′
δ(u-ch)+

λe-(λ+δ+γ)h∫
∞

0
mδ(u-ch+x)f(x)dx+γe-(λ+δ+γ)h·

[mδ(u-ch)I{u-ch>0}+ω(-u+ch)I{u-ch≤0}].
令h →0并整理,可得

0=cm′
δ(u)+(λ+δ+γ)mδ(u)-γmδ(u)I{u>0}-γω(-u)I{u≤0}-λ∫

∞

0
mδ(u+x)f(x)dx.

所以,当x >0时有

0=cm′
δ(u)+(λ+δ+γ)mδ(u)-γmδ(u)-λ∫

∞

0
mδ(u+x)f(x)dx; (1)

当x ≤0时,mδ(u)满足的方程为

0=cm′
δ(u)+(λ+δ+γ)mδ(u)-γω(-u)-λ∫

∞

0
mδ(u+x)f(x)dx. (2)

由于mδ(u)在x=0处左可导且右可导,且在x=0处是连续的,因此当x →0时,(1)(2)式相减有

cm′
δ(0+)-cm′

δ(0-)=γmδ(0)-γω(0).
为了不易混淆,设

mδ(u)=
mδ,1(u)　　u ≤0,

mδ,2(u)　　u >0.{
定理1　 折罚函数mδ(u)满足如下的微积分方程:

cm′
δ,2(u)+(λ+δ)mδ,2(u)-λ∫

∞

0
mδ,2(u+x)f(x)dx=0　　u >0, (3)

cm′
δ,1(u)+(λ+δ+γ)mδ,1(u)-γω(-u)-λ∫

∞

0
mδ,1(u+x)f(x)dx=0　　u ≤0. (4)
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3　 数值计算折罚函数的显示解
当f(x)=ve-vx 时,代入(3)式有

cm′
δ,2(u)+(λ+δ)mδ,2(u)-λ∫

∞

0
mδ,2(u+x)ve-vxdx=0　　u >0.

进行变量替换,令z=u+x,可得

cm′
δ,2(u)+(λ+δ)mδ,2(u)-λ∫

∞

u
mδ,2(z)ve-v(z-u)dz=0　　u >0,

也即

cm′
δ,2(u)+(λ+δ)mδ,2(u)-λvevu∫

∞

u
mδ,2(z)e-vzdz=0. (5)

对(5)式中的u 求导,得

cm″
δ,2(u)+(λ+δ)m′

δ,2(u)-λv2evu∫
∞

u
mδ,2(z)e-vzdz+λvmδ,2(u)=0. (6)

在(5)式左右两侧同时乘以v,有

cvm′
δ,2(u)+(λ+δ)vmδ,2(u)-λv2evu∫

∞

u
mδ,2(z)e-vzdz=0. (7)

联立(6)和(7)式可得

cm″
δ,2(u)+(λ+δ-cv)m′

δ,2(u)-δvmδ,2(u)=0,
它的特征方程为

cR2+(λ+δ-cv)R-δv=0. (8)
因为(8)式判别式Δ>0,所以方程有2个不同的根,设其分别为ρ1 ≥0,ρ2 <0,故mδ,2(u)的表达式为

mδ,2(u)=A1eρ1u +A2eρ2u,其中A1 和A2 为常数.
又因为当u → ∞ 时,公司永远不会破产,即破产时刻τ→ ∞,故有lim

u→∞
mδ,2(u)=0,所以当u→ ∞ 时

有A1=0,因此在u >0时的折罚函数为

mδ,2(u)=A2eρ2u. (9)
令ω(x)=e-r2x,将f(x)=ve-vx 代入(4)式有

cm′
δ,1(u)+(λ+δ+γ)mδ,1(u)-γer2u -λ∫

-u

0
mδ,1(u+x)ve-vxdx-

λ∫
∞

-u
mδ,2(u+x)ve-vxdx=0.

进行变量替换,令z=u+x 并整理,得

cm′
δ,1(u)+(λ+δ+γ)mδ,1(u)-γer2u -λvevu∫

0

u
mδ,1(z)e-vzdz-

λvevu∫
∞

0
mδ,2(z)e-vzdz=0. (10)

(10)式两侧同时对u 求导,得

cm″
δ,1(u)+(λ+δ+γ)m′

δ,1(u)-γr2er2u -λv2evu∫
0

u
mδ,1(z)e-vzdz+

λvmδ,1(u)-λv2evu∫
∞

0
mδ,2(z)ve-vzdz=0. (11)

在(10)式两边同时乘以v,有

cvm′
δ,1(u)+(λ+δ+γ)vmδ,1(u)-γver2u -λv2evu∫

0

u
mδ,1(z)e-vzdz-

λv2evu∫
∞

0
mδ,2(z)ve-vzdz=0. (12)

由(11),(12)式相减可得

cm″
δ,1(u)+(λ+δ+γ-cv)m′

δ,1(u)-(δ+γ)vmδ,1(u)-γr2er2u +γver2u =0,
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故mδ,1(u)有表达形式mδ,1(u)=C0er0u +C1er1u +C2er2u,其中Ci(i=1,2,3)是常数,r0 和r1 是如下方

程的2根:

cR2+(λ+δ+γ-cv)R-(δ+γ)v=0. (13)

又因为(13)式的判别式Δ>0且r0r1=
-(γ+δ)v

c ≠0,所以可设r0 >0,r1 <0.

又当r2=0时,

lim
u→-∞

mδ,1(u)=E[e-δτ]=∫
∞

0
γe-(γ+δ)tdt=

γ
γ+δ

,

而当r2 >0时,lim
u→-∞

ω(-u)=lim
u→-∞

er2u =0,故此时lim
u→-∞

mδ,1(u)=0.因此当u→-∞ 时,mδ,1(u)有界,从

而有C1=0,得到

mδ,1(u)=C0er0u +C2er2u. (14)
将(9)和(14)代入(10)式,并计算化简整理,有

c(C0r0er0u +C2r2er2u)+(λ+γ+δ)(C0er0u +C2er2u)-γer2u +
λC0ver0u

r0-v -
λC0vevu

r0-v +
λC2ver2u

r2-v -
λC2vevu

r2-v +
λA2vevu

ρ2-v =0.

由于

cr0+(λ+γ+δ)+
λv

r0-v=
cr0

2+(λ+γ+δ-cv)r0-(γ+δ)v
r0-v =0,

用待定系数法,根据er2u 和evu 前的系数为0,有

cC2r2+(λ+γ+δ)C2-γ+
λvC2

r2-v=0,

A2

ρ2-v-
C2

r2-v-
C0

r0-v=0,

又m(0+)=m(0-)即有A2=C0+C2,因此整理可得

C2=
γ

cr2+γ+λ+δ+
λv

r2-v

=
γ(r2-v)

c(r2-r0)(r2-r1)
,

C0=
γ(r0-v)(ρ2-r2)

c(r2-r1)(r0-ρ2)(r2-r0)
,

A2=
(r2-r0)(ρ2-v)
(r2-v)(ρ2-r0)

C2=ρ2-r1

r2-r1
.

当f(x)=ve-vx 时,可得到折罚函数的显示表达式为

mδ,1(u)=
γ(r0-v)(ρ2-r2)

c(r2-r1)(r0-ρ2)(r2-r0)
er0u +

γ(r2-v)
c(r2-r0)(r2-r1)

er2u　　u ≤0,

mδ,2(u)=
(ρ2-r1)
(r2-r1)

eρ2u　　u >0.

注1　 当r2=0时,

mδ(u)=E[e-δτI{τ<∞}|U(0)=u]=(1-ρ2

r1
)eρ2uI{u>0}+

γ
cr0r1

[ρ2(r0-v)
(r0-ρ2)

er0u -v]I{u≤0}.

当γ →+∞ 时,因为r0+r1=v-
λ+γ+δ

c
,r0 >0,r1 <0,所以此时r1 →-∞,r0 →v,r1

γ →
-1
c

,故此

时的折罚函数为

mδ(u)=E[e-δτI{τ<∞}|U(0)=u]=eρ2uI{u>0}+I{u≤0}. (15)
事实上,当γ →+∞ 时,随机观察就逼近于连续观察,此模型就变为经典风险模型的对偶模型.

取(15)式中的δ=0,而ρ2 为cR2+(λ-cv)R=cR[R-(v-
λ
c

)]=0的非负根,则ρ2=v-
λ
c

,此
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时便可很容易获得破产概率为

ψ(u)=e(v-
λ
c)I{u>0}+I{u≤0}.
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servationtimesisconsidered.TtheGerbershiuexpecteddiscountedpenaltyfunctionmδ(u)whichsatis-
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