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结构动力微分方程的一种高精度摄动解
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摘  要：将结构的位移及速度响应作为状态变量，把结构动力方程转化为状态方程，采用摄动方法求解状态方程，

推出一种级数形式的摄动解，同时给出了该文算法的迭代格式和计算步骤。该算法无需对转换矩阵 H 求逆，也无

须作指数矩阵 eH运算，仅做矩阵向量相乘及向量求和运算，计算稳定而且效率高，收敛速度快，解的级项数及

精度可由允许误差参数直接控制，很容易达到任意精度要求，该方法兼具线性加速法的高效率和精细积分法的高

精度，可应用于结构大型稀疏线性动力方程组的求解。最后通过典型算例进一步验证了该文算法的精度和效率。 
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A HIGH-PRECISION PERTURBATION SOLUTION FOR  
STRUCTURAL DYNAMIC DIFFERENTIAL EQUATIONS  

LI Xiu-mei1 , WU Feng2 , ZHANG Ke-shi1 
(1. School of Civil and Architecture Engineering, Guangxi University, Nanning 530004, China;  

2. Department of Engineering Mechanics, Dalian University of Technology, Dalian 116023, China) 

Abstract:  The structural dynamics equations were converted to the state equations in which the displacement 
and velocity response were taken as the state variables. In order to solve the state equations, the perturbation 
method was used, and a new series form of analytical solutions was presented. At the same time, the 
corresponding iterated computation formats and steps for the dynamics equations were established. The algorithm 
needs only repetitious matrix-vector multiplication and vector summation without inversion of H  matrix and 
calculation of exponential matrix .eH  Thusly, the computation stability and efficiency are very high. The items 
of the series solution and the accuracy of the algorithm can be directly controlled by the tolerance parameterε , 
and theoretically, the algorithm can easily achieve arbitrary-order accuracy, and be suitable for parallel computing 
and compression storage. Generally, the algorithm combines the high-efficiency of the linear acceleration 
methods and the high-precision of precise integration methods. This method can be used for calculating the large 
sparse linear dynamic equations of engineering structures. At last, a model numerical example was given to 
demonstrate the validity and efficiency of the method. 
Key words:  dynamic differential equation, dynamic response, state equation, perturbation method, precise 

integration method 
 
线性加速法如Newmark法、Wilson-θ 法等，

因其较高的计算效率在实际工程的动力微分方程

求解中广为采用，但这些方法精度相对较低，对时

间步长 t∆ 很敏感，而且计算精度不容易控制。钟万
勰院士基于状态方程提出的精细积分法[1]，因其巧

妙的算法设计而使计算达到前所未有的精度，为结
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构动力微分方程的求解开辟了一条崭新的途径，从

此结构动力微分方程的解法出现飞跃性发展。然而

精细积分法需要指数矩阵 eH 的计算，相应的计算

量很大，使得精细积分法难以应用于实际大型工程

计算。张洪武[2]和谭述君[3]研究过矩阵指数计算中

的参数选择问题，孙雁[4]研究过奇异系统矩阵的精

细积分问题，谭述君[5]研究了杜哈梅项的精细积分

问题，创造性地把计算矩阵指数的加法定理和增量

存储用于杜哈梅积分项的计算，完全解决了矩阵求

逆问题，李金桥等[6]研究给出了非线性动力方程的

级数解，王海波等[7]提出精细积分多步法，沈小璞

等[8]提出了状态空间迭代法，作者曾采用 Lyapunov
人工小参数法导出一种新的级数形式的解析解[9]，

既避免了状态矩阵求逆，也避免了指数矩阵运算，

使计算效率得以提高。针对非齐次项的积分处理方

法也有不少研究，把高斯积分法引入非齐次项积 
分[10]，可以使精细积分到达任意求解精度，但计算

的效率不高，仍然难以在工程中应用。王元丰等[11]

提出了把精细积分法与振型叠加法、 Newmark-β
法相耦合的方法，虽然牺牲了精细积分法的一些精

度，却在一定程度上提高了算法的适应性。只有兼

具线性加速度法的效率和精细积分法的精度才是

动力微分方程的理想解，才能在工程中推广应用，

本文采用摄动方法求解状态方程[12―13]，导出一个新

的摄动解，虽然也是级数形式，但与文献[9,14]的级
数解完全不同，计算格式更加简单，精度可以直接

控制。该算法无需指数矩阵 eH 运算，仅采用矩阵

向量相乘和向量求和运算，不但具有线性加速度法

的计算效率而且理论上可以达到任意高的精度要

求，在理论研究及工程应用方面都有参考价值。 

1  基本公式推导 

结构动力微分方程： 
( )tMX + CX + KX = F&& &         (1) 

其中：M、C、K 分别为结构的质量矩阵、阻尼矩
阵及刚度矩阵； ( )tF 为结构的动力荷载向量。如果

把结构的位移 X 和速度 X& 响应作为状态变量，则
式(1)可转化为如下的状态方程： 

( )tU = HU + f&            (2) 

其中： 
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因为在实际计算动力时程响应问题时，时间步

长 t∆ 总是小量，因此从摄动理论的观点来看， t∆ 可
以作为一种摄动量。假设已经知道 0t 时刻结构的响
应 0( )tU ，现在要计算 t时刻的响应 ( )tU ， 0t t t∆ = −
是个小量，则 ( )tU 可由 0( )tU 摄动得到[12]，假设：  

2
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式中， iC 为待定常向量，对式(3)按时间微分， ( )tU&

可以表示为： 
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   (4) 
把式(2)中的荷载项 ( )tf 按泰勒公式展开有： 
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把式(3)~式(5)代入式(2)中得：  
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对式(6)，取 t∆ 的同次幂系数相等，于是可得： 
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整理式(7)可得： 
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当 0t∆ → 时， 0( ) ( )t t→U U ，由式 (3)可得

0 0( )t=C U 。式(8)是一个强大的递推关系，可以计
算出一系列系数向量 iC ，整个计算只涉及到一个矩
阵向量乘积及向量求和。把系数向量 iC 代入(3)式即
可以求得状态变量 ( )tU 。 

2  算法设计 
式(3)就是由摄动方法导出的级数形式的摄动

解。用式(8)即可算出式(3)中所需的系数向量 iC ，
然后向量求和即可得到离散时刻的状态变量。式(3)
是一个关于 t∆ 的多项式，可选定一个截断项数 N
用秦九韶算法计算，具体做法可参照文献[14]。考
虑到 it∆ 的计算量不大，可直接采用式(3)计算，这
样还可以自动控制误差，下面讲述该方法的执行  
过程。 
首先把式(3)改写为： 
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式中， i
i i t= ∆b C ，如果令 1 t= ∆H H ，则当 1,2,i = L

时： 
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其中， 0 0 0( )t= =b C U 。 
根据 0b 和式(10)的递推关系，可以计算出所有

的向量 ib ，而且可以事先直接设定一个允许误差
ε ，假定计算到 Nb 时， Nb 的范数 || ||N ε<b 时，N
项之后的 ib 可以舍去，N的取值可以不必固定，不

同时间步长可以有不同的 N，根据事先设定的误差
ε 控制。式(10)中第二项是荷载的导数项，一般来
说不必取到 N项这么多，即当 i等于某个正整数(比
如说 R)时， ( 1)

0( ) !R Rt t R−∆ f / 已经很小或为零了，

之后计算 ib 时可以省略第二项计算。R的取值取决

于动力载荷的特性，如荷载采用线性插值，则只有

两项 (0) (1)f f、 可能非零， 3i≥ 时 ib 中第二项
( 1)

0( ) / !i it t i−∆ f 都为零。对于一般的动力载荷，当 R

取至 5时本文算法的计算精度就已经很好，当 R取
至 7时误差几乎可以忽略不计了。根据上述分析，
本文算法的计算步骤如下： 

1) 导入动力荷载数据，将计算时间离散为 n
等分，确定时间步长 t∆ 、荷载收敛项数 R 及允许
误差ε 。 

2) 根据初始时刻 ( 0)t = 的位移 0X 和速度

0X& ，确定状态变量的初始值 0U 。 
3) 对时间循环，假设已经算出 ( )jtU ，在 jt 到

jt t+ ∆ 的时间段内计算 ( )jt t+ ∆U ， 1,2, ,j n= L ： 

① 令 0 ( )jt=b U 。 

② 从 1,2,i = L开始对 i循环： 
a) 按式(10)计算 ib 。 
b) 确定 || ||i ε<b 是否满足，如果不满足，回到

(a)，进入下一个 i 循环，计算下一个级数项 1i+b 。

如果满足，进入下一步 c)。 
c) 假设当 i 循环到 N 时算得的 Nb 满足

|| ||N ε<b ，把上述算得的 0 Nb bL 相加，相加的结

果就是 it t+ ∆ 时刻的状态变量值 ( )it t+ ∆U 。 

在上述的计算步骤中，每个时间步长内有 N次
矩阵向量相乘及 N次向量求和计算，计算稳定，而

且有很高的效率。误差主要来自式(9)级数项 N的取
值，可根据事先设定的允许误差ε ，在每个时间步
长的计算过程中，通过 || ||N ε<b 直接控制 N 的取

值。本文提出的高精度摄动解，概念明了，格式简

单，也容易编制程序。对于式(10)中 ib 表达式中第
二项的荷载项的取值当然也可以通过参数R的精度
来控制，R N≤ 。整个计算过程中只需做矩阵向量

相乘及向量求和运算，在建筑结构中因转换矩阵是

稀疏对称矩阵，本文方法特别适合于压缩存储和并

行计算，可应用于大型工程结构的动力计算。 

3  算例分析 
本文给出的摄动解精度可以根据误差系数 ε

直接控制，理论上能够达到任意的求解精度，计算

中可以根据需要设定每个时间步长内的允许误差

ε ，下面通过算例验证本文方法的精度和效率。为
了比较采用文献[10]相同的算例，计算图 1所示 20
层平面钢框架在 EI Centro 地震波作用下的时程响
应。采用楼板刚性假定及层剪切模型，第 1层质量
563t，第 2层~第 19层均为 552t，顶层质量为 584t。
柱采用 ASTM A500箱型截面，弹性模量 2.06E = ×     

510 MPa 。阻尼矩阵由瑞雷阻尼模型计算 =C     
0.0592 0.0024+M K 。 

 
图 1  20层平面钢框架 

Fig.1  20-story plane steel frame 
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本文摄动解的计算结果与文献[10]高斯精细积
分法、文献[1]精细积分法、文献[14]李雅普诺夫法
及Newmark法的计算结果列于表 1 中。本文方法
采用了不同的允许误差ε ，其他方法的允许误差不
能直接控制。Newmark法对时间步长 t∆ 敏感，计
算中采用了多种时间步长，其他精细方法的时间步

长可以增大，考虑地震波采样时间间隔，取

0.02st∆ = 。地震波按线性插值，荷载的收敛项数

只需取到 R=2。持荷时间为 30s，所有计算均采用
MATLAB 语言编程，在同一台联想开天 4600 
(RAM512M)微机上完成计算。框架顶层的侧移及速
度响应时程曲线如图 2、图 3所示。 

表 1  El Centro波作用下框架顶层的最大位移 
Table 1  Maximum displacement of the frame top floor 

计算方法 时间步长/s 允许误差 ε /(%) 顶层最大侧移/m 出现时间/s 相对误差/(%) 计算时间/s 

0.02 1×10-1 0.304073337969335 3.8 1.40×10-5 3.56 

0.02 1×10-3 0.304073315923586 3.8 6.70×10-6 3.57 

0.02 1×10-5 0.304073296279379 3.8 1.90×10-7 3.59 

0.02 1×10-7 0.304073295698635 3.8 -3.30×10-13 3.60 

0.02 1×10-9 0.304073295698636 3.8 0.00 3.61 

本文方法 
 

0.02 1×10-11 0.304073295698636 3.8 0.00 3.65 

李雅普诺夫法 0.02 —— 0.304073295698636 3.8 0.00 5.16 
高斯精细积分法 0.02 —— 0.304073295702662 3.8 1.30×10-9 38.89 
精细积分法 0.02 —— 0.304073295698670 3.8 1.10×10-11 9.27 

0.02 —— 0.303607415879653 3.8 -1.50×10-1 3.12 

0.01 —— 0.304044459217772 3.8 -9.50×10-3 6.39 

0.005 —— 0.304045919750832 3.8 -9.00×10-3 12.82 
Newmark法 

0.001 —— 0.304071779625765 3.8 -5.00×10-4 70.02 
       

以上几种方法计算的最大位移出现时间都是

3.8s。从表 1和图 2、图 3可以看出，本文方法的计
算精度和计算效率都很高，随着允许误差 ε 的减
小，本文方法的计算结果迅速收敛，当ε =10−9时，

本文方法的计算结果收敛到 15 位有效数字，计算
效率高于文献[14]的李雅普若夫法及其他方法。而
当ε =10−7 时本文方法的计算结果已高于文献[1]精
细积分法和文献[10]高斯精细积分法的精度，但计
算时间相对减少了 90.7%、60.9%。当ε =10−1时，

本文方法的计算精度及效率都远好于 Newmark法
各种时间步长的计算结果。而且随着计算精度由

ε =10−1提高到 10−11的，计算时间只是略有增加，

因而本文方法能达到精细积分法的计算精度和线

性加速法的计算效率。文献[1]的精细积分法要对转
换矩阵H求逆，求逆之后矩阵变得稠密，文献[10] 
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图 2  框架顶层位移响应时程曲线 

Fig.2  Time history curves of top displacement 
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图 3  框架顶层速度响应时程曲线 

Fig.3  Time history curves of top speed 

的高斯精细积分法每个时间段都要做几次指数矩

阵 eH 运算，计算效率降低，因而计算的时间很长。

Newmark 法要采用缩减时间步长来提高计算精
度，但要以更多的计算时间为代价的，也就牺牲了

Newmark法的高效性。 
本文摄动解是级数形式的，级数项的取值决定

于收敛差误参数 ε ，由式 || ||N ε<b 确定 N，根据  
式(10)， i

i i t= ∆b C 随着时间步长按级数项指数规律

变化，时间步长 t∆ 取值越小，N的值也会越小，收
敛的速度会大大提高，因而减小时间步长也不会明

显降低计算效率，而且该算法属于稳定算法，时间

步长无需取得很小。计算精度主要由差误参数ε 控
制，从该例题可以看出，随着误差精度ε 的提高，
计算时间提高并不明显，对于该算法的误差在文 
献[15]有详细的分析论证。综合考虑算法的计算精

框
架
顶
层
位
移
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时间/s 
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度和效率，本文摄动解具有很大的优越性。而且随

着求解规模的增加，本文算法的优势就愈加明显。 

4  结论 

本文把结构的位移及速度响应作为状态变量，

把时间步长 t∆ 作为摄动量，采用摄动方法求解状态
方程，推导出一个新的级数形式的摄动解，级数项

数取值决定于根据计算精度需要设定的允许误差

值ε ，并设计了相应的计算格式和步骤。该算法的
计算精度由允许误差ε 直接控制，理论上可以达到
任意的精度要求。本文算法在整个离散时间内无需

对转换矩阵H求逆，也不必作指数矩阵 eH 运算，

每个时间步长内仅需做若干次矩阵向量相乘和向

量求和运算，保证了计算的稳定性和高效率，适合

于并行计算。本文提出的摄动解不但具有精细积分

法的计算精度，而且具有线性加速度法的计算效

率，适于大型线性时不变系统动力微分方程组的求

解，在结构工程领域有很好的应用前景。但该算法

目前仅应用于建筑结构的线性动力微分方程求解，

对于非线性动力微分方程及奇异性等问题，该方法

的适用性还需进一步研究。 
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