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一类分数阶差分方程边值问题递增正解的存在性

葛 琦,侯成敏
(延边大学 理学院数学系,吉林 延吉133002)

摘要:在度量空间中利用不动点定理,研究一类带有分数阶边界条件的分数阶差分方程递增

正解的存在性.借助Green函数的性质,分别建立了该方程存在唯一递增非负解的充分条件

及存在唯一严格递增正解的充分条件.
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0 引 言

分数阶微分方程广泛应用于计算生物、药物科学、经济学、物理学和工程学等领域,目前已有许

多研究结果.如:Atici等[1-2]在发展了关于离散型分数阶微积分初值问题的基础上,还研究了有限分

数阶差分方程的两点边值问题;Goodrich[3]研究了带有非局部条件的离散型分数阶边值问题解的存在

性和唯一性;文献[4-8]研究了分数阶差分方程的边值问题(简称FBVP).但目前大多数研究成果主要

利用Green函数的性质,在Banach空间中运用不动点定理对FBVP进行讨论,而在度量空间中利用

不动点定理研究FBVP的报道较少.本文考虑如下FBVP:

-Δνu(t)=f(t+ν-1,u(t+ν-1)), t∈ [0,b+2]NN0, (1)

u(ν-3)=[Δαu(t)]t=ν-α-2=[Δβu(t)]t=ν+b+2-β=0, (2)
其中:2<ν≤3;1<β<2;ν-β>1;0<α<1;f(t+v-1,·):[ν-1,b+ν+1]NNν-1×RR→RR是连续函

数;b>3(b∈NN).本文先分析Green函数的性质,然后在度量空间中利用不动点定理,分别建立该方



程存在唯一递增非负解的充分条件及存在唯一严格递增正解的充分条件,并结合实例说明充分条件的

合理性.
本文记

NNa∶={a,a+1,a+2,…},
[a,b]NNa∶={a,a+1,a+2,…,b}(b-a∈NN1).

1 预备知识

定义1[3] 定义tν
-∶= Γ(t+1)

Γ(t+1-ν)
(t,ν∈RR).规定:当t+1-ν是Γ 函数的极点,而t+1不是Γ

函数的极点时,有tν
-=0.

定义2[3] 对于ν>0,定义函数f的ν阶分数和如下:

Δ-νf(t)=Δ-νf(t;a)∶= 1
Γ(ν)∑

t-ν

s=a

(t-s-1)ν-1f(s),  t∈NNa+ν.

对于N∈NN,0≤N-1<ν≤N,定义函数f的ν阶分数差分如下:

Δνf(t)=ΔNΔν-Nf(t),  t∈NNa+N-ν.
  引理1[3] 对于∀t,ν∈RR,如果tν

-和tν-1都有定义,则Δtν
-=νtν-1.

引理2[3] 设N∈NN,0≤N-1<ν≤NN.则

Δ-νΔνu(t)=u(t)+C1tν-1+C2tν-2+…+CNtν-N, Ci∈RR, 1≤i≤N.

  引理3[4] 对于α>0和∀ν∈RR,有Δαtν
-=Γ

(ν+1)tν-α

Γ(ν+1-α).

令

S={β:[0,∞)→ [0,1)β(tn)→1(tn →0)}. (3)

  引理4[9] 设(X,≤)是一个偏序集,且X 中存在一个度量d,使得(X,d)是一个完备的度量空间.
设T:X→X 是递增的映射,且存在一个x0∈X,使得x0≤Tx0.假设存在β∈S,使得对于∀x,y∈X,
且x≤y,有

d(Tx,Ty)≤β(d(x,y))d(x,y). (4)
如果下列二条件之一成立,则T 有唯一的不动点:

(i)T:X→X 是连续的映射; (5)
(ii)如果{xn}是X 中递增序列,且在X 中有xn→x(n→∞),则对于∀n∈NN,有

xn ≤x, (6)
且对于∀x,y∈X,存在z∈X,使得z和x 与z和y 有序关系.

2 Green函数及其性质

下面构建带有边值条件(2)的FBVP:

-Δνu(t)=h(t+ν-1), 2<ν≤3, t∈ [0,b+2]NN0 (7)
的Green函数G(t,s),其中h:[ν-1,b+ν+1]NNν-1→RR是连续的.

定理1 设2<ν≤3,则FBVP(7)-(2)的唯一解是

u(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)h(s+ν-1),  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1, (8)

这里

G(t,s)= 1
Γ(ν)

tν-1(ν+b-β-s+1)ν-β-1
(ν+b-β+2)ν-β-1

-(t-s-1)ν-1, 0≤s<t-ν+1≤b+2,

tν-1(ν+b-β-s+1)ν-β-1
(ν+b-β+2)ν-β-1

, 0≤t-ν+1≤s≤b+2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(9)

  证明:由引理2,有
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u(t)=- 1
Γ(ν)∑

t-ν

s=0

(t-s-1)ν-1h(s+ν-1)+

C1tν-1+C2tν-2+C3tν-3 (Ci∈RR,1≤i≤3). (10)
将边值条件u(ν-3)=0代入式(10)得C3=0.由于

Δαu(t)=C1Δαtν-1+C2Δαtν-2-Δ-(ν-α)h(t+ν-1)=

C1Γ
(ν)tν-α-1

Γ(ν-α)+C2Γ
(ν-1)tν-α-2

Γ(ν-α-1)- 1
Γ(ν-α)∑

t-ν+α

s=0

(t-s-1)ν-α-1h(s+ν-1),

则由边值条件[Δαu(t)]t=ν-α-2=0,得C2=0.再由边值条件

[Δβu(t)]t=ν+b+2-β= C1Γ
(ν)tν-β-1

Γ(ν-β)
- 1
Γ(ν-β)∑

t-ν+β

s=0

(t-s-1)ν-β-1h(s+ν-1é

ë
êê

ù

û
úú)

t=ν+b+2-β
=0,

得

C1= 1
Γ(ν)(ν+b+2-β)

ν-β-1∑
b+2

s=0

(ν+b-β-s+1)ν-β-1h(s+ν-1).

因此

u(t)=- 1
Γ(ν)∑

t-ν

s=0

(t-s-1)ν-1h(s+ν-1)+ tν-1

Γ(ν)(ν+b+2-β)
ν-β-1×

∑
b+2

s=0

(ν+b-β-s+1)ν-β-1h(s+ν-1). (11)

由式(11)知式(8)成立.
定理2 对于(t,s)∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1×[0,b+2]NN0,Green函数G(t,s)>0,且G(t,s)关于第一

个变量t严格递增.
证明:当0≤t-ν+1≤s≤b+2时,显然有G(t,s)>0.由

ΔGt(t,s)=
(ν-1)tν-2(ν+b-β-s+1)ν-β-1

Γ(ν)(ν+b-β+2)ν-β-1
>0

可知G(t,s)关于t递增,且G(t,s)<G(s+ν-1,s).当0≤s<t-ν+1≤b+2时,

ΔtG(t,s)=
(ν-1)tν-2(ν+b-β-s+1)ν-β-1

Γ(ν)(ν+b-β+2)ν-β-1
-
(ν-1)(t-s-1)ν-2

Γ(ν) =

(ν-1)(t-s-1)ν-2
Γ(ν)

tν-2(ν+b-β-s+1)ν-β-1
(t-s-1)ν-2(ν+b-β+2)ν-β-1

-é

ë
êê

ù

û
úú1 .

令

F(t,s,β)=
tν-2(ν+b-β-s+1)ν-β-1

(t-s-1)ν-2(ν+b-β+2)ν-β-1
= tν-2Γ(b+4)
(t-s-1)ν-2Γ(b-s+3)

(b+ν-β-s+1)-s-1,

由于ΔβF(t,s,β)>0,所以F(t,s,β)关于β(1<β<2)是递增的,因此,有

F(t,s,β)>F(t,s,1)=
tν-2(ν+b-s)ν-2

(t-s-1)ν-2(ν+b+1)ν-2
=

t(t-1)…(t-s)(b+3)(b+2)…(b-s+3)
(t-ν+2)(t-ν+1)…(t-ν+2-s)(ν+b+1)(ν+b)…(ν+b+1-s).

由
(t-i)(b+3-i)

(t-ν+2-i)(ν+b+1-i)≥1
(0≤i≤s)可知,F(t,s,β)>F(t,s,1)≥1,从而ΔtG(t,s)>0,即G(t,s)

关于t递增,进而有

G(t,s)>G(s+ν-1,s)= Γ(s+ν)Γ(b+ν-β-s+2)Γ(b+4)
Γ(ν)Γ(s+1)Γ(b+3-s)Γ(ν+b-β+3)>

0.

  综上所述,对于(t,s)∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1×[0,b+2]NN0,有G(t,s)>0,且G(t,s)关于第一个变

量t严格递增.
注1 由定理 2 知,如 果 定 理 1 中 h(t)≥0,t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1,则 有 解 u(t)≥0,

t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1.
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由于G(t,s)关于第一个变量t严格递增,因此记

L= max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

∑
b+2

s=0
G(t,s)=∑

b+2

s=0
G(b+ν+1,s). (12)

3 主要结果

由定理1知,求FBVP(1)-(2)的解,等价于在条件(2)下求方程

u(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,u(s+ν-1)),  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1 (13)

的解.为此先定义度量空间B 如下:

B={x:[ν-1,b+ν+1]NNν-1 →RR}, (14)
其中距离为

d(x,y)= max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

{x(t)-y(t)},  x,y∈B. (15)

在B 中定义偏序≤:

x≤y⇔x(t)≤y(t), x,y∈B, t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1. (16)
显然(B,≤)满足式(6),如果对于x,y∈B,取函数z=max{x,y}∈B,则(B,≤)满足z和x 与z 和y
有序关系.

为方便,用A 表示一类函数族:φ∈A,φ:[0,∞)→[0,∞),且满足:

1)φ是递增的函数;

2)对于∀x>0,φ(x)<x;

3)φ(x)/x∈S,其中S定义如式(3).
满足上述条件的函数φ存在,如:φ(x)=x/(1+x);φ(x)=ln(1+x).
定理3 如果下列条件成立,则FBVP(1)-(2)存在唯一递增的非负解:
(H1)f(t,·):[ν-1,b+ν+1]NNν-1×[0,∞)→[0,∞)是非负连续函数;
(H2)对于∀t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,f(t,u)关于第二个变量u递增;
(H3)存在0<λ≤1/L和φ∈A,使得对于x,y∈[0,∞),且x≤y和t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,有

f(t,y)-f(t,x)≤λφ(y-x).
证明:首先构造B 上的锥:

Π={y∈B y(t)≥0,t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1}.
易知Π为B 上的闭集,并且Π按式(15)中的距离成为完备的度量空间,显然按式(16)中的偏序≤,Π
满足引理4中的条件(ii).对于u∈Π,定义算子T:

(Tu)(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,u(s+ν-1)),  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1,

其中G(t,s)定义如式(9).由定理2和条件(H1)知T 是Π 到Π 上的算子.
下面证明引理4的条件成立.首先算子T 是递增的,事实上,由条件(H2)知,对于u2≤u1,有

(Tu2)(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,u2(s+ν-1))≤∑

b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,u1(s+ν-1))= (Tu1)(t).

另一方面,对于u2≤u1 且u1≠u2,由条件(H3)有

d(Tu1,Tu2)= max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

{(Tu1)(t)-(Tu2)(t)}= max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

{(Tu1)(t)-(Tu2)(t)}=

max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

∑
b+2

s=0
G(t,s)[f(s+ν-1,u1(s+ν-1))-f(s+ν-1,u2(s+ν-1))]≤

max
t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1

∑
b+2

s=0
G(t,s)λφ(u1(s+ν-1))-u2(s+ν-1)).

由于φ是递增函数,所以由式(12)和条件(H3)得
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d(Tu1,Tu2)≤λφ(d(u1,u2))L≤φ(d(u1,u2))=φ(d(u1,u2))
d(u1,u2)

d(u1,u2).

因此,对于u2≤u1 且u1≠u2,有

d(Tu1,Tu2)≤β(d(u1,u2))d(u1,u2), (17)
其中β(x)=φ(x)/x∈S.显然,当u1=u2 时式(17)也成立.于是式(4)成立.又由于f(t,u)和G(t,s)
是非负函数,所以,当u=0时,有

(T0)(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,0)≥0,  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1.

从而引理4的条件成立.由引理4知,FBVP(1)-(2)存在唯一的非负解u(t).
最后证明FBVP(1)-(2)的唯一非负解u(t)是递增的.事实上,由于u(t)是算子T 的不动点,所以

有

u(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,u(s+ν-1)),  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1.

由G(t,s)的严格递增性和f(t,u)的非负性知u(t)是递增的.
下面给出FBVP(1)-(2)存在唯一严格递增正解u(t)的充分条件.
定理4 在定理3的假设下,如果下列条件成立,则FBVP(1)-(2)存在唯一严格递增的正解:
(H4)存在t0∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,使得f(t0,0)≠0成立.
证明:由定理3知,FBVP(1)-(2)存在唯一递增的非负解,设为x(t),则

x(t)=∑
b+2

s=0
G(t,s)f(s+ν-1,x(s+ν-1)),  t∈ [ν-1,b+ν+1]NNν-1.

先证明x(t)>0,t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1.事实上,假设存在t*∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,使得x(t*)=0,
则

x(t*)=∑
b+2

s=0
G(t*,s)f(s+ν-1,x(s+ν-1))=0.

由x(t)≥0,G(t,s)>0及条件(H1),(H2)得

0=x(t*)=∑
b+2

s=0
G(t*,s)f(s+ν-1,x(s+ν-1))≥∑

b+2

s=0
G(t*,s)f(s+ν-1,0)≥0,

所以∑
b+2

s=0
G(t*,s)f(s+ν-1,0)=0.又由G(t*,s)>0及条件(H1)知

G(t*,s)f(s+ν-1,0)=0,  s∈ [0,b+2]NN0,
即f(s+ν-1,0)=0,s∈[0,b+2]NN0,这与条件(H4)矛盾,因此x(t)>0,t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1.

其次,证明x(t)是严格递增的.事实上,设t1,t2∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,且t1<t2.假设x(t1)=
x(t2),则

∑
b+2

s=0

[G(t1,s)-G(t2,s)]f(s+ν-1,x(s+ν-1))=0.

由于G(t1,s)-G(t2,s)<0,则f(s+ν-1,x(s+ν-1))=0,s∈[0,b+2]NN0.又因为

0=f(s+ν-1,x(s+ν-1))≥f(s+ν-1,0)≥0,
所以f(s+ν-1,0)=0,s∈[0,b+2]NN0.这与条件(H4)矛盾,因此x(t1)<x(t2).所以x(t)是严格递

增的.
注2 条件(H4)似乎是FBVP(1)-(2)存在唯一严格递增正解的较强条件,但当FBVP(1)-(2)存

在唯一非负解时,这个条件非常恰当.事实上,假设FBVP(1)-(2)存在唯一非负解x(t),则对

∀t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,有f(t,0)=0当且仅当x(t)=0.实际上,若∀t∈[ν-1,b+ν+1]NNν-1,有

f(t,0)=0,则由式(13)知x(t)=0是FBVP(1)-(2)的唯一非负解.反之亦然.

4 应用实例

考虑如下FBVP:
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-Δ5/2u(t)=t+ν-1+ λu(t+ν-1)
1+u(t+ν-1)

, t∈ [0,6]NN0, (18)

u -1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =[Δ1/3u(t)]t=1/6=[Δ4/3u(t)]t=43/6=0, (19)

其中:ν=52
;β=

4
3
;α=13

;b=4;λ>0;f(τ,u)=τ+ λu
1+u

,τ∈ 3
2
,15é

ë
êê

ù

û
úú2 NN3/2

;L=∑
6

s=0
G152

,æ

è
ç

ö

ø
÷s ≈52.8.

显然f(τ,u)=τ+ λu
1+u

满足条件(H1),且对于u∈[0,∞)有∂f∂u=
λ

(1+u)2>0
,所以f(τ,u)满足条件

(H2).而且对于u2≤u1τ∈ 3
2
,15é

ë
êê

ù

û
úú2 NN3/

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,有

f(τ,u1)-f(τ,u2)=λ u1
1+u1- u2

1+u
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
= λ(u1-u2)
(1+u1)(1+u2)≤

λ(u1-u2)
1+u1-u2=λφ(u1-u2),

其中φ(x)=
x
1+x.显 然 φ(x)∈A,并 且 对 于 ∀τ∈ 3

2
,15é

ë
êê

ù

û
úú2 NN3/2

,有 f(τ,0)=τ≠0.因 此

FBVP(18)-(19)满足定理4的条件,所以当0<λ<1L≈0.02
时,FBVP(18)-(19)存在唯一严格递增

的正解.
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