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具有梯形结构大系统目标规划模型的求解算法
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摘要:先在纵向分解子问题对应的约束不等式组有解的条件下,通过证明对应的达成向量为

零进而证明了子问题的最优解构成大系统问题的最优解;再针对一般情况,提出一种求解具

有梯形结构大系统目标规划模型的“顺次解耦算法”,并结合实例说明了算法的迭代过程及其

有效性.
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由于大系统目标规划模型规模庞大、结构复杂,很难直接求解,所以需要根据其特殊结构研究相

应的求解算法,目前已取得了一些成果.Shastri等[1]将所研究的问题先转化为两阶段随机规划问题,
再将对大型随机非线性规划问题的求解转化为对不确定变量重复加权,并对目标函数和约束条件进行

线性近似,从而简化模型.Saadouli[2]利用聚合法解决大型随机动态规划问题,先将系统分解为几个阶

段,然后利用仿真和人工智能思想相结合,从而得出高精度的有效解.Regis[3]提出了求解大系统优化

问题的随机径向基函数算法,利用多重径向基函数近似模型中的目标函数和不等式约束,得到替代模

型,并在每次迭代时运用这些模型为函数估计确定合适的点,这种算法只需要相对较小的计算量即可

得到较好的解.Anderson等[4]以生物系统为原型,提出了两种求解生物大系统问题的算法 分解法

和降阶法,基本思路是对于不含不确定性参数的模型,采用降阶法;对于含有不确定性参数的情况,
采用分解法,在保证原模型动态特性不变的前提下,将模型分解成较小的子系统,并对子系统进行仿

真求解,进而得到大系统的解.文献[5]根据原方块角形结构大系统多目标规划问题的特征,将其进行



分解,通过研究大系统模型与各个子系统模型最优解之间的关系,给出了此类大系统问题最优解的判

别条件.文献[6]针对原方块角形结构大系统目标规划问题,研究了分解子问题与大系统问题有效解

之间的关系,并讨论了大系统问题有效解的存在性.文献[7-8]对具有梯形结构大系统多目标规划问题

进行了初步研究,通过对模型进行适当的分解,探讨了大系统问题最优解与分解后子问题最优解的关

系,旨在将大系统问题的求解转化为求解子问题,为研究这类大系统目标规划模型的有效求解算法奠

定了基础.本文在文献[7-8]的基础上,先在纵向分解子问题对应的约束不等式组有解的条件下,证明

子问题(Pi)的最优解构成大系统问题(P)的最优解;再针对一般情况,提出求解梯形结构大系统目标

规划模型的“顺次解耦算法”,并结合实例说明了算法的迭代过程及其有效性.

1 大系统与纵向分解子系统约束不等式组解之间的关系

1.1 模型描述

具有梯形结构大系统目标规划模型(P)[8]为:求x∈X⊂RRn
+ n=∑

M

i=1
n( )i ,使得

lexmina= ∑
M

i=1
ωi
1ρi
1,∑

M
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ωi
2ρi
2,…,∑

M

i=1
ωi

Kρi( )K ,

s.t.
F(x)+η-ρ=C,

η≥0, ρ≥0, ω>0, ηT·ρ=0{ ,
其中各部分的含义与文献[8]相同.

大系统模型(P)所对应的约束不等式组为
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大系统模型(P)纵向垂直分解子系统(Pi)为:求xi∈Xi⊂RRni+,使得

lexminai=(ωi
i,1ρi
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i,1ρi+1

i,1,…,ωi
i,Kρi

i,K +ωi+1
i,Kρi+1

i,K),

s.t.

Fi
i(xi)+ηi

i-ρi
i=Ci

i,

Fi+1
i (xi)+ηi+1

i -ρi+1
i =Ci+1

i ,

ηi
i=(ηi

i,1,…,ηi
i,K)T, ρi

i=(ρi
i,1,…,ρi

i,K)T, (ηi
i)T·ρi

i=0,

ηi+1
i =(ηi+1

i,1,…,ηi+1
i,K)T ≥0, ρi+1

i =(ρi+1
i,1,…,ρi+1

i,K)T ≥0, (ηi+1
i )T·ρi+1

i =0,

ωi
i=(ωi

i,1,…,ωi
i,K)T >0, ωi+1

i =(ωi+1
i,1,…,ωi+1

i,K)T >0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

纵向分解子问题(Pi)对应的约束不等式组为
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1.2 大系统与纵向分解子系统约束不等式组解之间的关系

一般的多目标规划模型为

(MP) minimize
x∈X⊂RRn+

G(x)=(g1(x),g2(x),…,gK(x))T.

在字典序下,其对应的目标规划模型(P′)为:求x∈X⊂RRn
+,使得

lexmina=(ω1ρ1,ω2ρ2,…,ωKρK),

s.t.
G(x)+η-ρ=C,

η=(η1,η2,…,ηK)T ≥0, ρ=(ρ1,ρ2,…,ρK)T ≥0,

ηT·ρ=0, ω=(ω1,ω2,…,ωk)T >0, C=(C1,C2,…,Ck)T

ì

î

í
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ïï .
记模型(P′)的最优集为A(P′).

定理1 若不等式组
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G(x)≤C (x∈X⊂RRn
+) (3)

有解,设其解集为U(G),则U(G)=A(P′).
证明:先证明U(G)⊂A(P′).因为不等式组(3)有解,则对任意的 ～x=(～x1,～x2,…,～xn)∈U(G),有

G(～x)≤C, (4)
将 ～x代入模型(P′)中,有

G(～x)+ ～η- ～ρ=C. (5)

  因为 ～η≥0,～ρ≥0且 ～ηT·～ρ=0,所以由式(4),(5),有 ～ρ=0,即ωk～ρk=0(k=1,2,…,K),因此

～a=(ω1～ρ1,ω2～ρ2,…,ωK ～ρK)=0,即 ～x∈A(P′),从而U(G)⊂A(P′).
下面证明U(G)⊃A(P′).对任意的x=(x1,x2,…,xK)∈A(P′),因为不等式组(3)有解,所以

a=0(a为在模型(P′)中x所对应的达成向量),即ρk=0(k=1,2,…,K).因此,将x代入模型(P′)
中,有

G(x)+η=C. (6)
由于η≥0,所以式(6)为G(x)≤C,即x∈U(G),因此,证得U(G)⊃A(P′).

综上所述,有U(G)=A(P′).
定理2 不等式组(1)有解的充要条件为:存在Ci 的分解Ci=췍Ci

i-1+췍Ci
i(i=2,3,…,M),使得对任

意的i∈{1,2,…,M},不等式组(2)有解.
证明:必要性.设x=(x1,x2,…,xM)为不等式组(1)的解,则将x代入式(1),有
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即xi 为不等式组(2)的解,所以不等式组(2)有解.
充分性.因为存在Ci 的分解Ci=췍Ci

i-1+췍Ci
i,使得不等式组(2)有解,不妨设为 ～xi,则有
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i ,所以有
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F21(～x1)+F22(～x2)≤췍C21+췍C22=C2,
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FM
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令 ～x=(～x1,～x2,…,～xM),则 ～x即为不等式组(1)的解.证毕.
由定理1和定理2可得:
定理3 若存在Ci 的分解Ci=Ci

i-1+Ci
i,使得对任意的i∈{1,2,…,M},不等式组(2)有解,则大

系统目标规划模型(P)最优解所对应的达成向量为0.

2 具有梯形结构大系统目标规划模型的顺次解耦算法及数值算例

2.1 顺次解耦算法的基本思想

对于大系统模型(P)资源参数Ci 充足的情况,由定理2可知,必存在Ci 的某种分解Ci=Ci
i-1+Ci

i,
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使得相应的纵向分解子系统(Pi)的最优解构成大系统(P)的最优解.
如果大系统模型(P)的资源参数Ci 不充足,则由文献[8]可知,只要纵向分解子系统(Pi)的两个

子问题(Pi
i)和(Pi+1

i )的最优集相交非空,则子问题(Pi)的最优解即构成大系统问题的最优解.
因此,算法的关键是寻求资源参数Ci 的分解方法,使得A(Pi

i)∩A(Pi+1
i )≠Ø.在顺次解耦算法

中,横向资源分解的原则是“前紧后松”,即对于子问题(Pi
i-1)和(Pi

i)的共享资源 Ci,分解为

Ci=Ci
i-1+Ci

i,对应于(Pi
i-1)的资源Ci

i-1没有盈余,保证A(Pi
i)∩A(Pi+1

i )≠Ø,其余的资源Ci
i 分配给

(Pi
i).

顺次解耦算法的基本思想是:按行块的顺序顺次求解.首先确定模型(Pi
i)(i=1,2,…,M)的最优

集;然后在(Pi
i)的最优集中求同一纵向子问题(Pi+1

i )的各个约束函数fi+1
i,k (xi)(k=1,2,…,K)的最小

值,从而得到右端为每个约束函数最小值的不等式组;再根据该不等式组解的存在性确定横向子问题

(Pi+1
i )和(Pi+1

i+1)所对应的资源;依此类推,每个纵向分解子问题(Pi)的最优解即构成了大系统问题

(P)的最优解.
2.2 算法步骤

1)设i=1,求解模型(P1
1):求x1∈X1,使得

lexmina11=(ω11,1ρ11,1,ω11,2ρ11,2,…,ω11,Kρ11,K),

s.t.

f11,1(x1)+η11,1-ρ11,1=C11,

f11,2(x1)+η11,2-ρ11,2=C12,

 ︙

f11,K(x1)+η11,K -ρ11,K =C1K

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

  设其最优集为A(P1
1),ρ11 为最优解对应的正偏差向量,η11 为(P1

1)所有最优解所对应的字典序最

小负偏差向量,即η11=lexmin
x1∈A(P11)

{η11(x1)},转2).

2)设i=i+1,求 min
xi-1∈A(Pi-1i-1

)
fi

i-1,k(xi-1)(k=1,2,…,K),即求解如下模型:

minfi
i-1,k(xi-1),

s.t.

fi-1
i-1,1(xi-1)=Ci-1

i-1,1+ρi-1
i-1,1-ηi-1

i-1,1,

fi-1
i-1,2(xi-1)=Ci-1

i-1,2+ρi-1
i-1,2-ηi-1

i-1,2,

 ︙

fi-1
i-1,K(xi-1)=Ci-1

i-1,K +ρi-1
i-1,K -ηi-1

i-1,K

ì
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í

ï
ïï

ï
ïï .

设 min
xi-1∈A(Pi-1i-1

)
fi

i-1,k(xi-1)=mi
i-1,k,转3).

3)求解模型(췍Pi
i-1):求xi-1∈Xi-1,使得

lexmin̂ai
i-1=(ωi-1

i-1,1ρi-1
i-1,1,ωi-1

i-1,2ρi-1
i-1,2,…,ωi-1

i-1,Kρi-1
i-1,K,ωi

i-1,1ρi
i-1,1,ωi

i-1,2ρi
i-1,2,…,ωi

i-1,Kρi
i-1,K),

s.t.

fi-1
i-1,1(xi-1)+ηi-1

i-1,1-ρi-1
i-1,1=Ci-1

i-1,1,

fi-1
i-1,2(xi-1)+ηi-1

i-1,2-ρi-1
i-1,2=Ci-1

i-1,2,
 ︙
fi-1

i-1,K(xi-1)+ηi-1
i-1,K -ρi-1

i-1,K =Ci-1
i-1,K,

fi
i-1,1(xi-1)+ηi

i-1,1-ρi
i-1,1=mi

i-1,1,

fi
i-1,2(xi-1)+ηi

i-1,2-ρi
i-1,2=mi

i-1,2,
 ︙
fi

i-1,K(xi-1)+ηi
i-1,K -ρi

i-1,K =mi
i-1,K

ì
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ï .

  设模型(췍Pi
i-1)最优解所对应的正负偏差变量分别为ρi

i-1,k,ηi
i-1,k(k=1,2,…,K),此时ηi

i-1,k=0,
并设

췍Ci
i-1,k=mi

i-1,k+ρi
i-1,k (k=1,2,…,K),

转4).
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4)设췍Ci
i,k=Ci

k-췍Ci
i-1,k(k=1,2,…,K),求解模型(Pi

i):求xi∈Xi,使得

lexminai
i=(ωi

i,1ρi
i,1,ωi

i,2ρi
i,2,…,ωi

i,Kρi
i,K),

s.t.

fi
i,1(xi)+ηi

i,1-ρi
i,1=Ci

i,1,

fi
i,2(xi)+ηi

i,2-ρi
i,2=Ci

i,2,

 ︙

fi
i,K(xi)+ηi

i,K -ρi
i,K =Ci

i,K

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

设其最优解为xi,转5).
5)若i=M,计算结束,x=(x1,x2,…,xM)即为大系统问题(P)的最优解;否则,设其最优集为

A(Pi
i),ρi

i为最优解对应的正偏差向量,ηi
i 为(Pi

i)所有最优解所对应的字典序最小负偏差向量,即

ηi
i=lexmin

xi∈A(Pii)
{ηi

i(xi)},转2).

2.3 顺次解耦算法的数值算例

利用顺次解耦算法求解大系统目标规划模型(P):求x=(xij:i=1,2,3;j=1,2,3,4),使得

lexmin～a=(η10+η11+η12,ρ1+ρ4+ρ7,ρ2+ρ5+ρ8,ρ3+ρ6+ρ9),

s.t.

2x211+x12+4x13+3x314+η1-ρ1=4,

x311+2x212+x13+5x14+η2-ρ2=5,

3x211+x12+7x313+4x214+η3-ρ3=6,

x311+3x212+x13+2x14+2x21+5x22+x223+x24+η4-ρ4=5,

5x211+3x12+x313+x14+x221+3x22+x323+4x24+η5-ρ5=8,

2x311+3x12+x213+5x14+x21+2x222+3x23+x324+η6-ρ6=6,

2x321+x222+8x23+6x24+6x31+8x232+6x33+5x334+η7-ρ7=16,

3x21+7x322+5x23+4x224+3x431+5x232+8x33+7x34+η8-ρ8=12,

3x221+5x22+3x323+8x24+3x31+4x232+x33+4x234+η9-ρ9=10,

x211+x212+x213+x214+η10-ρ10=1,

x221+x222+x223+x224+η11-ρ11=1,

x231+x232+x233+x234+η12-ρ12=1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

按横向双层分解的顺序顺次求解.由于模型(P1
1)不涉及资源的分解,所以根据算法步骤1),直接求解

模型(P1
1):求x11,x12,x13,x14,使得

lexmin～a11=(η11,4,ρ11,1,ρ11,2,ρ11,3),

s.t.

2x211+x12+4x13+3x314+η11,1-ρ11,1=4,

x311+2x212+x13+5x14+η11,2-ρ11,2=5,

3x211+x12+7x313+4x214+η11,3-ρ11,3=6,

x211+x212+x213+x214+η11,4-ρ11,4=1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

  根 据 算 法 步 骤2),在 模 型(P1
1)的 最 优 集 中 求 向 量 值 函 数 F21 的 最 小 值 m2

1,其 中 m2
1=

(m2
1,1,m2

1,2,m2
1,3);在资源参数C1 及m2

1 确定的情况下,根据算法步骤3),求解模型(췍P2
1),从而得到模

型(췍P2
1)的资源分解췍C21=(췍C2

1,1,췍C2
1,2,췍C2

1,3)=(2,1,5);由于C2=췍C21+췍C22,则根据算步骤4),可确定出模

型(P2
2)的资源参数췍C22=(췍C2

2,1,췍C2
2,2,췍C2

2,3)=(3,7,1),进而在资源确定的情况下,求解模型(P2
2).此时,

i=2,M=3,按照算法步骤5),判断出i≠M,返回算法步骤2);在模型(P2
2)的最优集中求解向量值

函数F32 的最小值m3
2,其中m3

2=(m3
2,1,m3

2,2,m3
2,3);在资源参数췍C22 及m3

2 确定的情况下,根据算法

步骤3),求解模型(췍P3
2),从而得到模型(췍P3

2)的资源分解췍C32=(췍C3
2,1,췍C3

2,2,췍C3
2,3)=(6,4,8);由于

C3=췍C31+췍C32,因此根据算法步骤4),可确定出模型(P3
3)的资源参数췍C33=(췍C3

3,1,췍C3
3,2,췍C3

3,3)=(10,6,2),
进而在资源确定的情况下,求解问题(P3

3).此时,i=3,M=3,再由算法步骤5),判断出i=M,计算

结束.
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对纵向分解的模型(P1),(P2)和(P3
3)进行求解,模型(P1)的最优解为(x11,x12,x13,x14)=

(0,0,0,1);模 型 (P2)的 最 优 解 为 (x21,x22,x23,x24)= (0,0,0,1);模 型 (P3
3)的 最 优 解 为

(x31,x32,x33,x34)=(0,0,0,1).因此,模型(P)的最优解为

～x=(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0).
该解与直接对模型(P)求解得到的结果一致.

综上所述,本文提出了求解具有梯形结构大系统目标规划模型的“顺次解耦算法”.利用该算法,
每次迭代只需要对规模较小的子问题进行求解,即可得到大系统问题的最优解.
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