
第 30卷第 6期    Vol.30 No.6 工    程    力    学  

2013年   6   月    June  2013 ENGINEERING  MECHANICS 162 

——————————————— 

收稿日期：2012-01-17；修改日期：2012-02-22 
基金项目：国家自然科学基金项目(50778086)；教育部博士点基金项目(20095314110008)；云南省自然科学基金项目(2006E0024M) 
通讯作者：曾兴贵(1982―)，男，福建人，硕士生，主要从事结构工程研究(E-mail: zxg821004@yahoo.com.cn). 
作者简介：周东华(1957―)，男，云南人，教授，博士，博导，主要从事混凝土结构、组合结构、钢结构研究(E-mail: stahlverbundbau@yahoo.com.cn)； 

李龙起(1986―)，男，山东人，博士生，主要从事组合结构研究(E-mail: lilongqiqingdao@sina.com)； 
郑文莉(1985―)，女，云南人，硕士生，主要从事结构工程研究(E-mail: 66143517@qq.com)； 
曾德光(1984―)，男，河南人，硕士生，主要从事结构工程研究(E-mail: zengdeguang@gmail.com). 

文章编号：1000-4750(2013)06-0162-06 

组合梁界面滑移的计算分析

曾兴贵，周东华，李龙起，郑文莉，曾德光 
(昆明理工大学建筑工程学院，云南，昆明 650500) 

摘  要：钢-混凝土组合梁(以下简称组合梁)的界面滑移总是存在的，滑移的存在会降低组合梁的组合作用和刚度，

增大挠度，要计算组合梁界面的滑移及挠度，对于简支梁在简单荷载情况下，还可得到解析解，但对于连续梁要

得到解析解是十分困难的，另外简支梁的解析解十分冗长，实际运用十分不便。用有限元法计算组合梁的滑移和

挠度将是很有效的，不受荷载及支撑条件限制，而有限元法的关键是单元刚度矩阵，该文用虚功原理推导了组合

梁的单元刚度矩阵，并用自编的有限元程序对组合梁的滑移和挠度进行了计算，在简支情况下与解析解进行了对

比和验证，误差很小，在 1%以内。该文推导的单元刚度矩阵可用于小型的自编有限元软件，为快速经济地解决

相关的大量实际工程问题奠定了基础。 
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CALCULATION AND ANALYSIS OF INTERFACE SLIP OF  
COMPOSITE BEAMS 

ZENG Xing-gui , ZHOU Dong-hua , LI Long-qi , ZHENG Wen-li , ZENG De-guang 
(Construction Engineering College, Kunming University of Science and Technology, Kunming, Yunnan 650500, China) 

Abstract:  Interface slip always exists in steel-concrete composite beams (hereinafter referred to as composite 
beams), it will also reduce composite effect and stiffness and increase deflection of composite beams. If the 
interface slip and deflection are to be calculated, closed solutions can be only obtained for simple cases, such as 
for simply supported beams with simple load cases. For a continuous beam it is difficult to obtain a closed 
solution. Moreover the closed solutions are often too long and too complicate for application. With the finite 
element method, it is efficient to calculate the interface slip and deflection and there is no restriction of loads and 
supports. The key step for the finite element method is establishing an element stiffness matrix, which is derived 
in this paper by using the principle of virtual work. In addition the interface slip and deflection of a simple 
supported composite beam is calculated by using the finite element program designed by the auther and the results 
are compared with those of the closed solutions. It shows a good agreement and the difference of both results is 
small and within 1%. Thus the element stiffness matrix derived in the paper is correct and can be used in the finite 
element program for solving a large number of practical engineering problems. 
Key words:  composite beams; finite element; element stiffness matrix; shear connection; interface slip 
 

通常情况下，组合梁的界面剪切连接在荷载作

用下均属于弹性剪切连接(半刚性剪切连接)，而无
剪切连接与刚性剪切连接只是弹性剪切连接的两

个极端，组合梁在实际受力中都有滑移的存在，而
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滑移的存在又会降低组合梁的组合作用和刚度，增

大梁的挠度。组合梁界面滑移及挠度等的计算受截

面形状、荷载形式、约束条件等的影响，只有在简

单的荷载与支撑条件下才可得到解析解，另外所得

到的解析式也很复杂和冗长，不便于实际运用。对

于超静定情况，如连续梁，要得到相应的解析解是

非常困难的，至今也未见到相关的报道。 
目前大多数是采用大型商用软件(如 ANSYS、

ABACUS 等)进行计算，而购置这样的大型商用软
件费用高昂，若采用解析解，只能解决荷载作用极

为简单的情况，面对这一尴尬局面，本文作者用虚

功原理推导了组合梁单元的刚度矩阵，为自编相关

的有限元软件奠定了基础，有限元中的总刚的形成

及线性方程组的求解相对较简单，这样便可自编有

限元软件来方便地解决工程中大量的实际问题。 
1  单元刚度矩阵的计算 
1.1  组合梁单元刚度矩阵计算的假设条件[1] 

1) 混凝土为线弹性，不考虑混凝土开裂； 
2) 混凝土板和钢梁的曲率相同，连接界面不出

现分离，但可有滑移； 
3) 忽略混凝土板中配置钢筋的作用。 

1.2  位移模式的选取 
组合梁是由混凝土板和钢梁通过剪切连接件

连接而成的，混凝土板和钢梁的受力和变形类似于

梁单元，连接件类似于弹簧单元，为了要得到统一

的组合梁单元变形模型，需根据组合梁的变形特点

确定其单元节点的自由度，由假设条件 2可知上、
下梁单元具有相同的挠度和转角，但有不同的水平

位移，这样组合梁单元的节点独立的自由度变为 4
个 uc、us、w、θ，如图 1所示，而普通梁单元的独 
立自由度为 3个 u、w、θ。界面的滑移不仅与上、
下梁单元的轴向位移有关，还和其转角有关。 

 
图 1  位移模式简图 

Fig.1  The sketch of displacement mode 

由图 1可知组合梁单元节点位移向量为： 
( )e =a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

cl sl l l cr sr r r{ , , , , , , , }e e e e e e e eu u w u u wθ θ  

(1) 
其中下标中 l和 r分别表示单元的左端和右端。 
从图 1可知混凝土板截面上任一点的轴向位移： 

c c cu u z θ= −               (2) 

同理钢梁截面上任一点的轴向位移： 
s s su u z θ= −               (3) 

因而混凝土板 c c( / 2)z h= − 与钢梁 s( / 2)z h= 之间

的界面滑移为： 
c s c ss u u u u dθ= − = − +        (4) 

式中， c s( ) / 2d h h= + 。 

因此，单元左右端界面滑移采用向量表示为： 
左端： 

( ) ( ) ( ) ( )
l cl sl l
e e e eu u dθ= − + ⋅ =s  

( ) ( ) T ( )
kl{1, 1, 0, , 0, 0, 0, 0} { }e e ed− =a B a   (5) 

右端： 
( ) ( ) ( ) ( )
r cr sr r
e e e eu u dθ= − + ⋅ =s  

( ) ( ) T ( )
kr{0, 0, 0, 0,1, 1, 0, } { }e e ed− =a B a   (6) 

( )
kl{ }eB 和 ( )

kr{ }eB 是单元两端弹簧的几何矩阵。 

在节点自由度数目确定后，单元的位移模式自

然也就确定下来，轴向位移和挠度分别选用线性和

三次函数[2―7]，各自分别有 2 个和 4 个待定常数，
即单元的节点位移，下面就分别对梁单元的轴向位

移和挠度进行推导。 
1) 轴向位移函数。 
混凝土板与钢梁中任意一点的 uc、us采用拉格

朗日线性插值函数，即形函数向量 ( )
i ( )e ξN 与节点

位移向量 ( )
n
ea 的点积，其相对坐标(即无量纲坐标)

的形式为： 
( ) ( ) ( )

i n( ) ( )e e eu ξ ξ= ⋅ =N a  
( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2 l r{ ( ), ( )} { , }e e e eN N u uξ ξ ⋅     (7) 

式中， ( ) ( )
1 2{ ( ), ( )} {(1 ) / 2, (1 ) / 2}e eN Nξ ξ ξ ξ= − + 。 

由此，混凝土板和钢梁的轴向位移函数分别为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
c 1 2 cl cr
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
s 1 2 sl sr

( ) { ( ), ( )}{ , }

( ) { ( ), ( )}{ , }

e e e e e

e e e e e

u N N u u

u N N u u

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

 =


=
  (8) 

其应变函数为： 
( ) ( ) ( )( )

l1 2
( )
r

d dd ( ) ,
d d d

e e ee

e

uN Nu
u

ξ
ξ ξ ξ

       = =             
 

( )
l
( )
r

1 1,
2 2

e

e

u

u

   −  
   

               (9) 
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绝对坐标与相对坐标的变换关系为： 
( )

( )

(1 )
2

d d
2

e

e

lx

lx

ξ

ξ


= +


 =

              (10) 

绝对坐标中混凝土板和钢梁的应变函数为： 
( )( )
clc

( ) ( ) ( )
cr

( )( )
sls

( ) ( ) ( )
sr

d ( ) 1 1,
d

d ( ) 1 1,
d

ee

e e e

ee

e e e

uu x
x l l u

uu x
x l l u

    = −   
     


    = −       

       (11) 

2) 挠度函数。 
混凝土板与钢梁中任意一点的横向位移 ( )w x

采用三次埃米特多项式插值函数，即形函数向量
( )
bi ( )e ξN 与为节点位移向量 ( )

b
ea 的点积： 

( ) ( ) ( )
bi b( ) ( )e e ew ξ ξ= ⋅N a          (12) 

其中： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
b l l r r{ , , , }e e e e ew wθ θ=a ； 

( ) 3
3
( ) 2 3
3( )

bi ( ) 3
4
( ) 2 3
4

( ) (2 3 ) / 4

( ) (1 ) / 4
( )

( ) (2 3 ) / 4

( ) ( 1 ) / 4

e

e
e

e

e

N

N
N

N

N

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

 = − +


= − − +
= 

= + −
 = − − + +

 

绝对坐标与相对坐标的变换： 
( )

( ) ( )2 2

2 ( ) 2 2

(1 )
2

d 4 d
d ( ) d

e

e e

e

lx

w w
x l

ξ

ξ


= +



    =      

     (13) 

考虑坐标变换后曲率可由式(13)所得： 
2

2 ( ) 2
d 4
d ( )e

w
x l

= ⋅  

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( ) ( )
3 3 4 4
2 2 2 2

d d d d, , ,
2 2d d d d

e e e ee eN N N Nl l
x x x x

  ⋅ ⋅ ⋅ 
  

 

( ) ( )
b b( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

6 1 3 6 1 3, , ,
( ) ( )

e e
e e e el l l l
ξ ξ ξ ξ − + − +

= = 
 

a a  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T ( )
1 2 3 4 b b{ , , , } { }e e e e e e eB B B B =a B a        (14) 

混凝土板截面上任一点的应变： 
( ) ( ) 2 ( )

( ) c c
c c 2

d ( ) d d( )
d d d

e e e
e u x u wx z

x x x
ε = = − =  

c c( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 6 1 3 1,0, , , , 0,

( )e e e ez z
l l l l

ξ ξ − −
−


 

( ) ( ) T ( )
c c c( ) 2 ( )

6 1 3, { }
( )

e e e
e ez z

l l
ξ ξ − −

=


a B a  (15) 

同理钢梁截面上任一点的应变： 
( ) ( ) ( )

( ) s s
s s

d ( ) d d( )
d d d

e e e
e u x ux z

x x x
θ

ε = = − =  

s s s( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2
1 6 1 3 1 60, , , , 0, , ,

( ) ( )e e e e ez z z
l l l l l

ξ ξ ξ − −
−


 

( ) ( ) T ( )
s s( )

1 3 { }e e e
ez

l
ξ− −  =


a B a             (16) 

( ) T
c{ }eB 和 ( ) T

s{ }eB 各为混凝土板和钢梁的几何   

矩阵。 
1.3  组合梁剪切连接件的简化[8] 

组合梁界面的剪切连接件虽然也是离散布置

的，但其间距通常很小，其间距常常与组合梁单元

的长度不一致，这样就需要先将剪切连接件连续

化，然后再按组合梁单元的长度离散化，由此，每

个组合梁单元两端仅需各设一个弹簧单元，如图 2
所示。 

 
图 2  表示剪切连接件的弹簧单元 

Fig.2  Spring element for shear connections 

单个弹簧的刚度为 ( )
T

eK ： 
( )

( )
T 2

e
e klK

a
=              (17) 

其中： k 是均匀分布在梁中的单个剪切连接件的刚
度； ( )el 单元长度； a是梁单元中均匀分布的剪切
连接件的间距。 
1.4  采用虚功原理[9]的具体计算过程 
若组合梁产生虚位移 δu、δw、δθ，则有虚应变

δε，因此组合梁的虚功方程表达式为： 

c s
c c s s l lδ d δ d δ

v v
v v s Tε σ ε σ⋅ + ⋅ + ⋅ +∫ ∫  

r rδ δ d 0
l

s T w q x⋅ − ⋅ =∫     (18) 

由应力与应变之间的关系及弹簧的虎克定理得： 
Eσ ε= 及 l T lT K s= 和 r T rT K s=      (19) 

 
 

 

剪切连接件简化弹簧 KT
  

混凝土板 

钢梁 

hc 

hs 

(e)

l(e) 
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因此，虚功方程的前四项为： 

c s
c c s s l l r rδ d δ d δ δ

v v
v v s T s Tε σ ε σ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∫ ∫  

c s

( ) ( )
c c c s s sδ d δ de e

v v
E v E vε ε ε ε⋅ + ⋅ +∫ ∫  

( ) ( )
l T l r T rδ δe es K s s K s⋅ + ⋅ =  

( ) T ( ) ( ) ( ) T ( ) ( )
c sδ{ } { } δ{ } { }e e e e e e+ +a K a a K a  

l r

( ) T ( ) ( ) ( ) T ( ) ( )δ{ } { } δ{ } { }e e e e e e
T T+ =a K a a K a  

( ) T ( ) ( )δ{ } { }e e ea K a                      (20) 

因此虚功方程可表示为： 
( ) T ( ) ( )δ{ } { } δ de e e

l
w q x− ⋅ =∫a K a  

( )1( ) T ( ) ( ) ( ) T ( )
b1

δ{ } { } δ{ } { } d 0
2

e
e e e e e lq ξ

−
− ⋅ =∫a K a a B  

( ) ( ){ } 0e e f⇒ − =K a                      (21) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c s T1 Tr

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
b 3 3 4 4

( )1 ( ) ( ) ( ) T
c c c c1

( )1 ( ) ( ) ( ) T
s s s s1

( ) ( ) ( ) T
T1 k1 T k1

( ) ( )
Tr kr T

{ } {0,0, ( ), ( ),0,0, ( ), ( )}

( ) { } d
2

( ) { } d
2

{ }

e e e e e

e e e e e

e
e e e

e
e e e

e e e

e e

N N N N

lEA

lEA

K

K

ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ

−

−

= + + +

=

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅

∫

∫

K K K K K

B

K B B

K B B

K B B

K B ( ) T
kr

( )1 ( )
b1

{ }

{ } d
2

e

e
e lq ξ

−












 ⋅

 = ⋅ ∫

B

f B

把前面所推导的 ( )
c
eB 、 ( )

s
eB 、 ( )

l
e

kB 、 ( )
r
e

kB 的表达式

代入上式计算，其积分计算过程就不具体叙述。根

据计算结果按照自由度的顺序依次组装单元刚度

矩阵 ( )eK [8 8]× ，其结果如图 3所示。 

c c c c

s s s s

c s c s c s c s
3 3 2 2 3 3 2 2

2c s c s c s c
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

12( ) 12( ) 6( ) 6( ) 12( ) 12( ) 6( ) 6( )

4( ) 4( ) ( ) ( ) 6( ) 6( ) 2( )

− −
+ − +

− −
+ −

−
+ + − +

−
+ + −

EA ES EA ES
K K Kd

l l l l
EA ES EA ES

K Kd
l l l l

EI EI EI EI EI EI EI EI
l l l l l l l l

EI EI ES ES EI EI EI
Kd

l l l l l l

0 0 0

0 0 0

0 0

s

c c

s s

c s c s
3 3 2 2

2c s

2( )

( ) ( )

( ) ( )

12( ) 12( ) 6( ) 6( )

4( ) 4( )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 + 
 − + − +
 
 − + −
 
 − + −
 
 
 + +
 

EI
l l

EA ES
K K Kd

l l
EA ES

K Kd
l l

EI EI EI EI
l l l l

EI EI
Kd

l l

0

0

 

图 3  组合梁单元刚度矩阵 
Fig.3  Element stiffness matrix of composite beams 

单元刚度矩阵中的 S是对截面形心的静矩。 

2  有限元计算结果的验证 

为验证上述所推导的组合梁单元刚度矩阵的

正确性及精度，将采用一简支组合梁分别在均布和

集中荷载作用下进行计算，该梁的计算简图及截面

参数如图 4所示。 
在有限元计算中把梁分成了 10 个单元，用自

编的有限元程序计算分析，并与解析方法[10]算得结

果进行比较，通过比较来验证单元刚度矩阵的正确

性。在比较中有限元计算采用三组剪切连接参数： 
1) k=3.46×104N/mm, a=200mm； 
2) k=1.0×105N/mm, a=200mm； 
3) k=3.46×104N/mm, a=200mm。 

 

q=50kN/m

10m
  

P=200kN

5m5m  

 

图 4  组合梁的截面参数 
Fig.4  Cross-section parameters of composite beams 

简支梁在均布和集中荷载作用下的解析公式

如下所示： 
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均布荷载： 

2
cosh( ( / 2 )) 1
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q l xN M

l
γ ω

γ
ωω

 −
= + − 

 
         (22) 

4 3 3
2( 2 )
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q q y df x lx l x
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= − + + ⋅

+
 

2
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q y d l xlx x
lEI

ω
ωω
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集中荷载： 

1 1
1 sinh( )
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P xN M
l

γ ω
γ

ω ω
= −             (24) 

3 2

1 2

1 1
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              (25) 

式(22)~式(25)中的参数为： 
2

c s
c s

2

1 1 1 , ( ) ( )
( ) ( )

(1 )
(1 ) ,a

a

EA d
EI

EI EI EI
EA EA EA

d

k kk
EA a

β

β
γ

β
β

ω

 = ⋅

 = + = +

 =
 +


+ = =

 

对于梁端界面滑移上述两种荷载情况都采用

同一公式计算，即 

a

Ts
k

=                    (26) 

其中，
d
d

NT
x

−
= 。 

具体的计算结果比较如表 1所示。 

表 1  解析法和有限元法计算结果比较 
Table 1  The comparison of calculation results of tow methods 

荷载类型 均布荷载 q=50N/mm 集中荷载 P=2.0×105N 

组合参数 k=3.46×104N/mm 
a=200mm 

k=1.0×105N/mm 
a=200mm 

k=3.46×104N/mm 
a=250mm 

k=3.46×104N/mm 
a=200mm 

k=1.0×105N/mm 
a=200mm 

k=3.46×104N/mm 
a=250mm 

计算位置及 
位移类型 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

跨中挠度 
w 

梁端滑移 
s 

解析解/mm 38.703 1.903 31.602 0.821 40.814 2.221 25.050 1.046 20.468 0.413 26.395 1.238 

数值解/mm 38.908 1.890 31.901 0.813 40.994 2.207 25.183 1.041 20.669 0.412 26.512 1.232 

与解析解的误差/(%) 0 .53 0.68 0.95 0.97 0.44 0.63 0.53 0.48 0.98 0.24 0.44 0.53 

3  界面滑移及挠度的计算分析 
3.1  简支梁和连续梁的界面滑移计算 
用有限元计算的简支梁和连续梁的界面滑移，

沿梁长度方向的分布如图 5所示。 

 
(a) 简支梁界面滑移分布 

 
(b) 连续梁界面滑移分布 

图 5  界面滑移分布 
Fig.5  Distribution of interface slips 

从图 5(a)可以看出，简支梁的界面滑移在跨中
为 0的，梁端最大。而图 5(b)中连续梁的分布跟简
支梁有很大差别的，中间支座的滑移为 0，而不像
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简支梁那样在支座处的滑移是最大的。连续梁在刚

度比较小的时候其界面滑移最大值还是在最外面

的两个支座处，然而当刚度增大后其界面滑移最大

值就跨内转移了，最大值在离中间支座的附近。当

刚度 k=1.0×108N/mm时，可认为是刚性剪切连接，
此时无论是简支梁还是连续梁都无界面滑移。 
3.2  界面滑移对挠度的影响 
用有限元计算简支梁和连续梁的挠度，当刚度

k=1.0×108N/mm时，可认为是刚性剪切连接，此时
无界面滑移。计算所得挠度沿梁长度方向的分布如

图 6所示。 

 
(a) 简支梁挠度分布 

 
(b) 连续梁挠度分布 
图 6  挠度的分布 

Fig.6  Distribution of the deflections 

从图 6(a)中可以看到，在简支梁中，当刚度 k= 
1.0×108N/mm 时跨中挠度 w=26.65mm，而当 k= 
3.46×104N/mm时跨中挠度为 w=38.74mm，与刚性

连接相比增加了 45.36%。在图 6(b)中连续梁，x=2m
或 8m处挠度最大，当刚度 k=1.0×108N/mm时，挠
度为 w=0.72mm，而当 k=3.46×104N/mm 时，挠度
为 w=1.60mm，与刚性连接相比增加了 122%。从
中可以看出不管是简支梁还是连续梁，剪切连接件

的刚度越小则挠度越大，更为重要的是在连续梁中

因界面滑移的存在使得挠度最大点已经不在跨中

了，而且界面滑移对挠度的影响也比简支梁大很

多。因此当弹性剪切连接时不考虑组合梁界面滑

移，挠度的计算是偏于不安全的。 

4  结论 
本文所推导的组合梁单元刚度矩阵，通过一简

支梁计算其挠度与界面滑移，与解析解进行比较，

其误差都在 1%以内，计算结果精度高，充分说明
组合梁单元刚度矩阵的正确性。因此能满足理论分

析和工程上的应用。 
文中给出的组合梁单元刚度矩阵可以用于复

杂荷载作用下静定与超静定情况下挠度和界面滑

移的计算分析。并且可以计算任意刚度的剪切连

接，可以快速便捷得到计算结果并很直观的评价剪

切连接件对界面滑移及挠度的影响。这充分说明该

单元刚度矩阵适用于任意刚度的剪切连接及任何

形式的梁，具有普遍的使用性的。 
同时文中通过计算分析了界面滑移对组合梁

挠度的影响。在同等荷载条件下，弹性剪切连接的

挠度比刚性剪切连接的挠度大很多，特别是连续梁

的增加幅度更大。若在计算挠度时不考虑界面滑移

是不安全的，因此计算分析组合梁的界面滑移是很

有必要的。 
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