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摘  要：扩展有限元法(the extended Finite Element Method, XFEM)为数值模拟结构裂纹扩展过程提供了一条有效

途径。该文介绍了用扩展有限元法对混凝土结构裂纹扩展过程进行数值模拟的实现方法。采用虚拟裂缝模型模拟

混凝土非线性断裂行为，针对二维四边形单元推导了详细的有限元列式。采用 3种方案对非线性方程系统进行求

解，分析了其求解思路并概括了其求解步骤。通过对带初始边缘裂纹的单向拉伸混凝土板的数值模拟，对 3种求

解方案的计算结果进行了分析和讨论。 
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SIMULATION OF THE CONCRETE CRACK PROPAGATION PROCESS 
WITH THE EXTENDED FINITE ELEMENT METHOD 

ZHANG Xiao-dong1 , DING Yong2 , REN Xu-chun3 
(1. Structural Dynamics Engineering Department, China Merchants Chongqing Communications Research & Design Institute Co., Ltd.,  

State Key Laboratory of Bridge Engineering Structural Dynamics, Chongqing 400067, China;  

2. Department of Civil Engineering, Ningbo University, Ningbo, Zhejiang 315211, China; 

3. Department of Mechanical and Industrial Engineering, University of Iowa, USA) 

Abstract:  The extended finite element method (XFEM) provides an effective way for the numerical simulation 
of the crack propagation process of structures. The implementation method for the numerical simulation of the 
crack propagation process of concrete structures with the extended finite element method is introduced. The 
fictitious crack model is adopted to simulate the concrete nonlinear fracture behaviour. The detailed formulations 
of a two-dimensional quadrilateral element for the finite element analysis are derived. Three schemes are 
employed to solve the nonlinear system of equations and their implementation procedures are analyzed and 
summarized. The numerical simulation of an edge-cracked uniaxial tensile concrete plate is conducted and the 
corresponding results are analyzed. 
Key words:  the extended finite element method (XFEM); crack propagation; fictitious crack model; nonlinear 

fracture; numerical simulation 
 
混凝土结构裂纹扩展问题研究的一个有效途

径是利用数值分析方法进行数值模拟研究，如利用

边界元法、无网格法、有限元法等，其中有限元法

由于数学理论比较成熟，且出现了一批成熟的商业

软件，成为目前工程上应用最广的方法。尽管如此，

传统有限元法应用于裂纹扩展问题时仍然存在很
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大的困难，主要在于传统的有限元分析中用自由表

面模拟裂纹面，整个计算网格随着裂纹的扩展不断

变化，以保证裂纹始终位于自由表面[1]，虽然学者

们提出各种网格自适应剖分方法，但网格调整的过

程是非常繁琐的，由此导致的额外计算量是可

观 的。 
为了克服上述困难，美国西北大学 Belytschko T

教授的研究组首先提出了扩展有限元法[2]，基于单

位分解定理[3]，在常规有限元位移场中引入能描述

裂纹两侧位移间断特性的富集函数 (enrichment 
function)项，使得裂纹的描述独立于计算采用的网
格，因而无需随着裂纹的扩展不断进行网格重新剖

分，避免了传统有限元法求解此类问题遇到的

困 难。 
扩展有限元法自提出以来，被大量应用于混凝

土结构的裂纹问题研究[4―10]，成功再现了许多试验

结果，显示出很好的应用前景。本文将该方法应用

于二维混凝土结构准静态裂纹扩展问题的研究，对

相关的一些问题进行了分析讨论，采用虚拟裂缝模

型[9]描述混凝土结构的非线性断裂行为，给出了较

为详细的有限元列式，特别是对非线性方程系统的

求解方案进行了探讨。 

1  扩展有限元法(XFEM)基本思想 
如图 1所示包含任意形状的裂纹(图1中虚线所

示)的扩展有限元计算网格，以 CS 表示裂尖富集节
点的集合， HS 表示 Heaviside富集节点的集合且排
除 CS 中的节点，则扩展有限元法采用的位移场可表
示为[11]： 

( )

( ) ( )[ ( ( )) ( ( ))]
H

h

I I J J J
I J S

N x N x H f H f
∀ ∈

=

+ − +∑ ∑
u x
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式中，右端第 1项为常规有限元的近似连续位移场，
第 2项、第 3项为能反映裂纹两侧位移间断特性的
改进位移场。 ( )H ⋅ 为广义 Heaviside 富集函数，其

定义为： 
1,        ( ) 0

( ( ))
1,   ( ) 0

f
H f

f


= −

x
x

x ≤
�
， 

其中：f (x)为描述裂纹面的水平集函数，在裂纹面
一侧取正值、另一侧取负值，f (x)=0则隐式定义了

裂纹面； ( )jψ 为能反映裂尖附近位移场渐进特性的

富集函数，其选择一般依赖于对真实位移场的先验

了解； Ja 与 ( )j
Kb 为考虑改进位移场后引入的附加节

点自由度； Jx 为节点 J的位置矢量。 

 
图 1  包含任意形状裂纹的计算网格中的富集节点和单元 

Fig.1  Enriched nodes and elements in the computational 
mesh with arbitrary shaped crack 

需指出的是，式(1)中的 ( )JN x 和 ( )KN x 分别
构成了满足局部单位分解条件的一组基函数，即

( ) 1
H

J
J S

N
∈

=∑ x ， ( ) 1
C

K
K S

N
∈

=∑ x ，这使得能反映局

部位移场特性的富集函数 ( ( ))H f x 、 ( ) ( )jψ x 能够
被重构，同时只有裂纹周围的局部区域需要引入富

集函数，而不是整个求解区域。此外，式(1)中的富
集函数进行了移位处理，这样做的目的是保证在各

个节点处位移场恢复为常规有限元的节点位移。 
由式(1)和图 1 可见，在 XFEM 中的单元可分

为 4类： 
1) 标准单元。其位移场仅包含式(1)右端第 1

项，在单元内连续。 
2) 裂纹贯穿单元，其位移场包含式(1)右端的

前两项，改进位移场由 Heaviside富集函数引入。 
3) 裂尖单元，其位移场包含式(1)右端的第 1

项、第 3项，改进位移场由裂尖富集函数引入。 
4) 部分节点为富集节点的混合单元，关于该类

混合单元的相关讨论可参考文献[12]。 
如式(1)所示，XFEM 可以很自然的与水平集 

法[13]结合使用，用水平集函数来描述裂纹的位置，

非常方便计算机程序实施。一个常用的水平集函数

是符号距离函数，其定义为： 
( ) || ||f Γ= ± −x x x            (2) 

如图 2所示，式(2)中 xΓ为计算点 x在裂纹上的
投影点，当计算点在裂纹上方时，f (x)值取正，当
计算点在裂纹下方时，f (x)取负值。 

裂尖单元 

裂纹贯穿单元 

裂尖富集节点 

Heaviside富集节点 

标准单元 
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f (x)=0 

f (x)>0 

f (x) < 0 

裂纹 

x 

xΓ 

 
图 2  符号距离函数定义 

Fig.2  Definition of signed distance function 

2  虚拟裂缝模型 
准确模拟混凝土结构断裂行为的一个关键问

题是选择简洁合理的材料模型。由于混凝土是一种

准脆性材料，其断裂行为不同于一般的线弹性材

料，在数值模拟中一般采用黏聚裂缝模型描述其非

线性断裂行为，这类模型放弃了传统断裂力学中的

一些概念，引入了混凝土断裂过程区 (Fracture 
Process Zone, FPZ)中材料的软化本构关系以及关于
非线性变形局部化假定[14]。适用于混凝土结构的黏

聚裂缝模型主要有 2 类：虚拟裂缝模型和裂缝带
模 型。 
本文采用虚拟裂缝模型描述混凝土结构的非

线性断裂行为。虚拟裂缝模型采用如下假定： 
1) 混凝土裂缝前方的断裂过程区可用一条虚

拟裂缝进行模拟，与真实裂缝不同，虚拟裂缝仍可

传递一定的应力，其传递的应力σ 随裂缝张开位移

w的增大而减小，当裂纹张开位移达到某一临界值
wc 时，裂纹表面的面力降为零，该点成为真实裂纹

尖端，其后方的裂纹表面成为自由表面，如图 3所 示。 

图 3  虚拟裂缝模型 
Fig.3  Fictitious crack model 

2) 裂纹面传递的应力σ 与裂缝张开位移 w 的
关系用σ -w软化律曲线来表示，常用软化律有线性
软化律、双线性软化律(见图 4)等，但不论何种软化
律，其断裂区单位面积吸收的能量都等于混凝土的

断裂能 Gf ，即
0

dcw
fG wσ= ∫ 。 

3) 材料是线弹性的，当最大拉应力达到混凝土
材料的拉伸强度 ft时，虚拟裂缝向前扩展。 

 
图 4  σ -w双线性软化律曲线 

Fig.4  Bilinear σ -w softening diagram 

3  本文的扩展有限元列式 
本文采用图 5所示平面四边形单元来模拟混凝

土结构的开裂。 

 

图 5  四边形裂纹贯穿单元 
Fig.5  Fully cracked quadrilateral element 

由式(1)裂纹贯穿单元的位移场为： 
4 4

1 1
( ) ( ) ( )h

I I J J J
I J

N x N H
= =

= + =∑ ∑u x u x a  

[ | ] st en =N N q Nq               (3) 

式(3)利用了记号 HJ = H( f (x)) − H( f (xJ))；Nst和 Nen

分别为标准有限元位移场和改进位移场形函数矩

阵；q为扩展后的节点自由度列向量。 
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(4b) 
2 16[ | ] st en ×=N N N                         (4c) 

T
1 1 4 4 1 1 4 4 1 16{ }x y x y x y x yu u u u a a a a ×=q L L  

(4d) 
同样地，对裂尖单元按文献[4]建议取裂尖富集函数

( ) sin
2

r θ
ψ =x ( r θ、 为裂尖局部坐标系极坐标，见

图 3)，由式(1)得到其位移场为： 

 

真实裂纹区 断裂过程区(虚拟裂缝区) 

完好混凝土区 

n+n

cw

−n
cΓ −

cohΓ

( ) 0f <x

( ) 0f >x c+Γ

( )y wσ

y

r
θ

tf

tf
x

w

σ 

  ft 

(σ1, w1)

wc

f  (x)>0 

f  (x)>0 

Γc+   

Γc−   

4

1 2 

3 
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4 4

1 1
( ) ( ) ( )h

I I J J J
I J

N N ψ
= =

= + =∑ ∑u x x u x b  

[ | ] st en =N N q Nq             (5) 
式(5)中，引入了记号 ( ) ( )J Jψ ψ ψ= −x x ，且有： 

1 1 2 2 4 4

1 1 2 2 4 4 2 8

0 0 0
      

0 0 0

en

N N N
N N N

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

×

=

 
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 

N
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(6a) 
2 16[ | ]st en ×=N N N                         (6b) 

T
1 1 4 4 1 1 4 4 1 16{ }x y x y x y x yu u u u b b b b ×=q L L  

         (6c) 
将式(3)代入应变-位移关系得： 

[   ]s en= =ε B B q Bq             (7) 

式中： T[ ]x y xyε ε γ=ε 为应变列阵；Bs、Ben为应

变-位移矩阵，由式(3)、式(4a)~式(4c)、式(7)可以很
容易求得其表达式。由式(7)，按标准有限元格式可
求裂纹贯穿单元刚度矩阵： 

T dΩ= ∫K B CB              (8) 

式中，C为混凝土材料的二维弹性矩阵。对于不同
于图 5的其他裂纹贯穿形式，可采用同样的思路求
其单元刚度矩阵。同理可求裂尖单元的刚度矩阵。 
假定外荷载按比例因子 λ进行加载，即外力向

量 f ext可表示为 ext ext
0λ=f f ，

ext
0f 代表加载模式。

则系统的平衡方程可表示为： 
int ext coh

0λ= +f f f             (9) 

式中：f int为系统内力；f coh为虚拟裂缝作用面力的

等效节点外力。 
int = ∑f Kq  
ext T

0 d
tΓ

Γ= ∑∫f N τ           (10) 

式中， ( )⋅∑ 表示对单元内力、外力向量进行集成。

虚拟裂缝的等效节点力可按如下思路求得： 
coh T T( ) ( ) d ( ) ( ) d

c c

h h
y yW w w

Γ Γ
δ σ Γ− σ Γ

+ −
+ + − −= −∫ ∫u n u n  

         (11) 
式中： cohWδ 为 f coh所做虚功；下角标“+”、“−”
分别表示裂缝上表面 cΓ +和下表面 cΓ −上的变量。

式(11)假定虚拟裂缝表面仅有法向应力作用且法向
应力仅与法向裂缝张开位移有关。将式(3)或式  (5)
代入式(11)，同时注意到 + −= = −n n n (见图 3)，   

得到： 
coh T T T( )( ) d

c
yW w

Γ
δ σ Γ+ −= − −∫q N N n    (12) 

于是： 
coh

coh T T
T ( )( ) d

c
y

W w
Γ

δ
σ Γ+ −= = − −

∂ ∫f N N n
q

 (13) 

由式(13)，可分别求得位于断裂过程的虚拟裂
缝贯穿单元和裂尖单元的等效节点外力。具体如

下，考虑图5所示的四节点裂纹贯穿单元，由式(4a)~
式(4c)可知，式(13)中的被积函数项为： 

T T T T( ) ( ) [ | ] [ | ]st en st en+ − + −− = −N x N x N N N N , 

cΓ∀ ∈x               (14) 

考虑到 ( 1,2,3,4)I IN N I+ −= = ，得 st st+ −=N N ，

于 是： 
T T T( ) ( ) [ ]en en+ − + −− = −N x N x N N0 | , cΓ∀ ∈x  

   (15) 
利用 Heaviside函数定义，在裂缝上表面 Γc+，有： 

1 2 2H H= = ,  3 4 0H H= =        (16a) 

在裂缝下表面 Γc−，有： 
1 2 0H H= = ,  3 4 2H H= = −      (16b) 

式(16a)、式(16b)代入式(15)得： 
T T T( ) ( ) 2[ | ]st+ −− =N x N x N0 ,  cΓ∀ ∈x  (17) 

式(17)代入式(13)得： 
coh T2 ( )[ | ] d

c
y stw

Γ
σ Γ= − ∫f N n0      (19a) 

同样道理，对裂尖单元，有： 
coh T2 ( )[ | ]

c
y stw r d

Γ
σ Γ= − ∫f N n0     (19b) 

虚拟裂缝模型的法向张开位移 w可如下计算： 
T T( ) ( ( ) ( ))h hw + − + −= ⋅ − = ⋅ −n u u n N x N x q   (20) 

由式(20)断裂过程区裂纹贯穿单元和裂尖单元
的法向张开位移分别为： 

T [ | ]stw = ⋅n N q0             (21a) 
T [ | ]stw r= ⋅n N q0            (21b) 

实际计算过程中，由式(21a)、式(21b)还可以确
定断裂过程区范围。当某一开裂单元包含的裂纹上

所有积分点的张开位移 w 均满足 0 cw w� � 时，则

认为该段裂纹位于断裂过程区，此段裂纹表面将存

在面力作用，大小由σ-w 关系确定；否则裂纹为自
由表面裂纹。 
由式(18)、式(19a)、式(19b)、式(21a)、式(21b)

可知 cohf 与节点位移向量有关 coh coh ( )=f f q ，于
是系统平衡方程式(9)可表示为： 

int ext coh
0 ( )λ= = +f Kq f f q        (22) 

式中：K 已经是集成后的总体刚度矩阵；q 为包括
了扩展节点自由度的总体节点位移向量。 
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为了模拟虚拟裂缝扩展过程，还需附加虚拟裂

缝扩展条件，即虚拟裂缝尖端处拉应力达到混凝土

材料的拉伸强度 ft ： 

tf⋅ ⋅ =n σ n               (23) 

式(23)可进一步写为： 
2 ( )t tf⋅ ⋅ = ⋅ =n C B x q S q         (24) 

式中， 2 ( )t= ⋅ ⋅S n C B x ， 2 2
2 [ 2 ]x y x yn n n n=n ，

其中 nx、ny分别为法向量 n在裂尖局部坐标系 x、y
方向的分量， tx 为表示虚拟裂缝裂尖位置矢量。 

式(22)和式(24)构成了系统最终的控制方程。 

4  非线性方程求解方案 

显然，系统控制方程式(22)、式(24)是一组非线
性方程，必须采用迭代算法进行求解。考虑到混凝

土结构裂纹扩展问题的荷载位移曲线不一定单调

变化，甚至可能出现“快速跳回”(snap-back)现象 

[15]，

用单纯的荷载控制或位移控制解法都不能适应上

述情况。为此，本文采用类似于“弧长法”[16]的求

解方案，将荷载因子 λ也作为未知量考虑，采用 3 种
方案对非线性方程系统进行求解。 
方案 1. 
采用文献 [5]建议的方法，直接用 Newton- 

Raphson方法迭代求解。控制方程的不平衡向量为： 
ext coh ( )

tf
λ ⋅ − − =  

−  

K q f f qR
Sq

       (25) 

待求变量为 q和 λ，由式(25)可求雅可比矩阵： 
coh

ext( )

0

 ∂
− − = ∂ 

 − 

f qK f
Λ q

S
        (26) 

其中，
coh( )∂
∂

f q
q

为断裂过程区虚拟裂缝作用面力产

生的附加刚度项。引入记号： 
coh

coh ( )
T

∂
= −

∂
f qK

q
， coh

T T= +K K K     (27) 

由式(18)、式(19a)、式(19b)、式(21a)、式(21b)
可求得 coh

TK 表达式，对裂纹贯穿单元： 
coh

coh T T( )( ) 2 [ ] [ ]d
c

y
T st st

w
wΓ

σ
Γ

∂∂
= = − =

∂ ∂∫
f qK N nn N

q
0 | 0 |

T T

( )
2 d

c

y

st st

w
wΓ

σ
Γ

∂  
−  ∂  

∫ N nn N
0 0
0

     (28) 

对裂尖单元： 

coh
coh ( )
T

∂
= =

∂
f qK

q
 

T T( )
2 [ ] [ ]d

c

y
st st

w
r r

wΓ

σ
Γ

∂
−

∂∫ N nn N0 | 0 |  (29) 

由式(25)、式(26)得到第 i次迭代的未知量增量： 

1 1 1( )
i

i i

λ
− − −∆ 

= − ∆ 

q
Λ R          (30) 

方案 1每一步裂纹扩展后的平衡迭代求解算法
概括如下： 

1) 求总体刚度矩阵 K，未知变量取初值 q=q0

和 λ=λ0，q0和 λ0可取上一步裂纹扩展后的平衡解，

令 i=0。 
2) 由式(25)计算不平衡向量，由式(27)计算

coh( )i
TK ，从而得到 iΛ 。 

3) 由式(30)计算未知量增量 i∆q 、 iλ∆ ，进而

求得 1i+q 、 1iλ + 。 

4) 令 1i i= + ，回到步骤 2)，继续迭代直至平
衡条件得到满足。 
方案 2. 
以 R表示式(22)产生的不平衡力向量： 

ext coh
0 ( )λ= − −R Kq f f q         (31) 

将R在上一次迭代解 qi和 λi处做泰勒展开并略去高

阶项： 

coh
ext

0
( )

i i i

i i i

λ
λ

λ

∂ ∂
= + ∆ + ∆ =

∂ ∂

 ∂
+ − ∆ − ∆ = 

∂ 

R RR R q
q

f qR K q f
q

 

ext
0

i i i
T λ+ ∆ − ∆R K q f               (32) 

在式(32)中令 R=0得： 
1 1 ext

0
i i i i i i

T T eλ λ− −∆ = − + ∆ = ∆ + ∆q K R K f q q   (33) 

式中引入了记号： 1i i
T
−∆ = −q K R 及 i

e =q 1 ext
0T

−K f 。

将式(33)代入 1i i i+ = + ∆q q q 并代入式 (24)： 

( )i i i i
e tfλ⋅ + ∆ + ∆ =S q q q         (34) 

由式(34)得： 
( ( )) / ( )i i i i

t efλ∆ = − ⋅ + ∆ ⋅S q q S q     (35) 

由式(35)求得 iλ∆ 并代入式(33)可求得 i∆q ，进而求
得新的未知变量 1i i i+ = + ∆q q q ， 1i i iλ λ λ+ = + ∆ 。 

方案 2每一步裂纹扩展后的平衡迭代求解算法
概括如下： 

1) 求总体刚度矩阵 K，未知变量取初值 q=q0

和 λ=λ0，q0和 λ0可取上一步裂纹扩展后的平衡解，
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令 i=0。 
2) 由式(31)计算的不平衡力向量 Ri，由式(27)

计算
icoh

T )(K ， ( )i coh i
T T= +K K K 。 

3) 计算 1i i i
T

−∆ = −q K R 及 1 ext
0

i i
e T

−=q K f 。 

4) 由式(35)，求 iλ∆ ，并将 iλ∆ 代入式(33)求
得 i i i i

eλ∆ = ∆ + ∆q q q ，进而求得 1i+q 、 1iλ + 。 

5) 令 1i i= + ，回到步骤 2)，继续迭代直至平
衡条件得到满足。 
方案 3. 
该方案与方案1思路一致，区别仅在求解式(30)

的方法。由式(26)可见，方案 1对式(30)的求解涉及
到非对称雅可比矩阵的求逆，方案 3利用 Sherman- 
Morrison 定理[17]使得求解过程仅涉及对称雅可比

矩阵的求逆，由此给有限元编程带来的好处是显而

易见的。 
Sherman-Morrison 定理. 设 A 为一非奇异的 n

阶方阵，s、t是两个 n阶向量，如果 T 11 0−+ ≠t A s ，

则矩阵 T+A st 也非奇异，且有： 
1 T 1

T 1 1
T 1( )

1

− −
− −

−+ = −
+

A st AA st A
t A s

。 

为利用 Sherman-Morrison 定理，将式(26)的雅
可比矩阵做如下变换： 

T T ext
T0

0 0 0
T   − −   = + = +   

−      

K S S fΛ A st
S

 (36) 

其中： 
T

T ext

T

           
0

      
0

 (0 0 0 1)

T
  − =  

−   


  − =  
  

 =

K SA
S

S fs

t L

       (37) 

由式(27)~式(29)知 KT为对称矩阵，故 A 也为对称
矩阵。于是由 Sherman-Morrison定理可按如下方式
求解式(30)，为简单起见，略去变量的上角标： 

1 T 1( ) ( )
λ

− −∆ 
= − = − + = ∆ 

q
Λ R A st R  

1 T 1 1 T 1
1 1

T 1 T 1
( )[ ( )]

1 1 ( )

− − − −
− −

− −

 
− = − + + 

A st A A s t A RA R A R
t A s t A s

(38) 

由式(38)可见，此时求解过程仅涉及对称矩阵 A的
求逆。 
混凝土结构准静态裂纹扩展过程数值模拟步骤 

本文用扩展有限元法结合虚拟裂缝模型对二

维混凝土结构准静态裂纹扩展过程进行数值模拟

的步骤可概括如下： 
1) 初始裂纹为自由表面裂纹，令荷载因子

λ=1，计算外荷载向量 ext
0f 作用下线弹性裂纹问题应

力强度因子KI、KII，并采用下式计算裂纹扩展方向
[4]： 

2
I I

II
II II

12arctan sign( ) 8
4c

K KK
K K

θ
     = − +       

 

2) 令虚拟裂缝在θc方向扩展指定长度 Δa，计
算裂纹两侧富集节点的符号距离函数、Heaviside函
数及裂尖富集函数，由此计算开裂单元高斯积分点

的应变-位移矩阵，进而形成总体刚度矩阵 K。 
3) 采用上述 3 种方案之一求解非线性控制方

程，在此过程中一并确定断裂过程区范围。 
4) 计算当前外荷载向量作用下自由表面裂纹

问题应力强度因子，并按步骤 1)的方法计算新的裂
纹扩展方向θc。 

5) 到步骤 2)继续下一个裂纹扩展步的计算。 

5  数值算例——带初始边缘裂纹的
单向拉伸混凝土板 
考虑图 6 所示的混凝土板，板的几何尺寸为

b=150mm，l=600mm，厚度 t=b，板的下部边缘中
间有一条长度为 a0=15.1mm的初始裂纹，板的左侧
边缘约束 y方向的位移，为防止刚体位移，左下角
点同时约束 x方向位移。板的右侧受均布拉伸荷载
q0作用。与 Xiao Q Z等[18]相同，本文采用了双线性

软化律(图 4)，材料参数为 E=36.9GPa，ν =0.2，
ft=3.14MPa，σ1=0.455MPa，w1=0.0373mm，wc= 
0.279mm，Gf =0.122N/mm。混凝土虚拟裂缝区的本
构关系为： 

1
1

1

1
1

1

( )1 , 0

1 ,
( )

t
t

t
y

c
c

c c

w f ff w w
w f

f w w w w w
w w w

σ

  −
−  

  = 
  −  −  

� � 

� � 
。 

 
图 6  单向拉伸混凝土板 

Fig.6  Uniaxial tension concrete plate 
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图 7显示了本文计算采用的有限元网格，计算
网格共包含 39×59个四边形单元，网格在 x和 y方
向均匀分布，在计算过程中，裂纹每一步扩展长度

取为 5.1mm，混凝土板经过 25 个裂纹扩展步后完
全断裂。在文献[18]中，Xiao Q Z等对该算例采用
了两种网格进行计算，粗网格单元数为 50×100，细
网格单元数为 150×120，网格在 x 方向均匀分布，
在 y方向裂纹附近区域进行了加密，两种网格采取
的裂纹扩展步长分别取为 3mm和 1mm。 
 

y 

x 

 
图 7  有限元分析网格图 

Fig.7  The mesh for finite element analysis 

图8给出了右端拉伸载荷随q0右边缘中点A(如
图 6所示)处 y方向位移的变化曲线，图中横纵坐标
均进行了无量纲化处理。实际计算中，有限元网格

在 A点处并无节点存在，因此 A点位移取为右边缘
处上下相邻节点的平均位移。由图 8 可见，本文 3
种计算方案得到的结果完全一致，计算结果与 Xiao 
Q Z等采用细网格得到的结果完全吻合。 

 
图 8  混凝土板拉力与位移关系 

Fig.8  The load displacement curve of the concrete plate 

图 9 给出了 3 种计算方案断裂过程区长度 dc

随裂纹总长度 a的变化情况，图中的横纵坐标同样
进行了无量纲化处理。可以看出，3 种方案计算结 

果完全一致，给出的断裂过程区范围随裂纹扩展的

演化情况与 Xiao Q Z等的计算结果较为吻合。 
图 9 的结果还显示，在裂纹扩展的第 1 步~第

19步(第 19步虚拟裂缝扩展后，自由表面裂缝与虚
拟裂缝总长 a与板宽 b之比为 a/b=0.75)，断裂过程
区的虚拟裂缝张开位移w均位于σ -w双线性关系曲
线的第 1 段，即满足 10 w w< < ；从裂纹扩展的第

20步开始，部分虚拟裂缝张开位移进入双线性关系
曲线的第 2段，即满足 1 cw w w< < ，部分仍位于σ -w

双线性关系曲线的第 1段。 

 
图 9  混凝土板断裂过程区范围随裂纹扩展变化， 

(1)、(2)分别表示位于双线性软化曲线的第 1段和第 2段的 
断裂过程区范围 

Fig.9  Evolution of FPZ size with the crack propagation, (1) 
and (2) correspond to the first and second branches of the 

bilinear softening diagram 

本文计算结果与 Xiao Q Z 等计算结果的少许
差别是由于本文的计算网格较粗所致，采用本文方

法计算断裂过程区长度的最小“分辨率”为一个单

元内包含的虚拟裂缝长度，显然网格越粗，断裂过

程区长度的“分辨率“越低，这一点在虚拟裂缝张

开位移同时跨越双线性关系曲线的两段时影响更

加明显，图 9的结果也证明了这一点。 
表 1给出了 3种计算方案对应每一裂纹扩展步

达到平衡状态所需的迭代次数。可以看出，3 种计
算方案所需的迭代次数相差不大。理论上，方案 1
和方案 3各步所需的迭代次数应完全一致，实际计
算中所需的迭代次数仅在第 7、16、19、25步有少
许差异，而总的迭代次数仍然相同，这可能是由于 

表 1  3种计算方案各裂纹扩展步所需迭代次数(1步~25步) 
Table 1  Number of iterations required in each crack propagation step for the three solution schemes (step 1 ~ step 25) 

扩展步 
方案 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

迭代 
总次数 

方案 1 3 3 3 3 3 4 3 4 4 4 5 5 5 6 7 6 8 10 11 10 6 6 8 13 30 170 
方案 2 3 3 4 3 4 4 3 4 4 4 5 5 5 6 7 6 9 10 11 8 5 6 9 14 34 176 
方案 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5 6 7 7 8 10 10 10 6 6 8 13 29 170 
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数值计算误差所致。与方案 1和方案 3相比，方案 2
所需的迭代次数最多，在裂纹扩展的最后几步尤其

明显，这是因为当裂纹扩展到最后时，荷载位移曲

线越来越“平”(如图 8)，结构的切线刚度矩阵 KT

越来越接近奇异，而方案 1和方案 3计算采用的雅
可比矩阵式(26)，由于对虚拟裂缝尖端应力状态增
加了附加条件，即使在切线刚度矩阵 KT 奇异的时

候，仍然可以保持非奇异。 

6  结论 

本文将扩展有限元法应用于二维混凝土结构

准静态裂纹扩展问题的研究，采用虚拟裂缝模型描

述混凝土结构的断裂行为，推导了较为详细的有限

元列式。对非线性方程系统采用 3种方案进行求解，
并分析和讨论了计算结果。主要结果及分析如 下： 

(1) 本文采取的 3 种计算方案用于带初始边缘
裂纹的单向拉伸混凝土板裂纹扩展过程模拟均取

得了较好的结果，计算过程中无需对网格进行重新

剖分，显示了扩展有限元法在解决该类问题时的

优 势。 
(2) 计算网格粗细对断裂过程区范围有所影

响。要较为精确的计算断裂过程区的范围，可以采

用较细的计算网格，或者将断裂过程区单元内包含

的虚拟裂缝再进一步细分成若干段，对每一段分别

判断其是否位于断裂过程区，通过此种方式提高断

裂过程区长度的“分辨率”。 
(3) 本文讨论的 3 种计算方案均可用于二维混

凝土结构准静态裂纹扩展问题模拟研究。方案 1计
算采用的雅可比系数矩阵非对称，方案 2 和方案 3
计算过程均采用了对称的系数矩阵，从矩阵存储和

有限元编程角度考虑，不建议采用方案 1；从求解
线性代数方程组计算效率角度分析，方案 1每一步
迭代仅需求解一个线性代数方程组式(30)，方案 2
和方案 3 则需求解两个代数方程组，即式(33)中的

1 0
T
−K R 、 1 ext

0T
−K f 和式(38)中的 RA 1−

、 sA 1−
，虽

然如此，由于对系数矩阵 KT和 A仅需做一次分解，
由此增加的计算量并不是很大。综合上述两点，实

际计算中方案 2和方案 3均可采用。此外需注意的
是，方案 3的系数矩阵 A式(37)考虑虚拟裂缝尖端
应力状态附加条件引入了最后一行和最后一列，这

可能会使其系数矩阵带宽大于方案 3。 
本文考虑的算例以 I 型开裂为主，对于更复杂

的裂纹形态，3 种方案的计算效果如何尚需考察；

本文采用的虚拟裂缝模型也仅考虑了双线性软化

律，对于其他类型的软化率及不同的本构关系参

数，3种方案的计算效果如何也尚需研究。 
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5  结论 
本文提出了一种结构拓扑与内嵌构件布局联

合优化的新颖方法。这种方法突出的特点是利用水

平集函数隐式地描述不规则的构件形状，因此可以

非常方便地处理构件之间的互不覆盖约束条件。数

值算例表明：较之文献中已有的方法，本文算法能

够以更小的计算量有效地实现结构拓扑与内嵌构

件布局的联合优化。 
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