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基于失效概率偏导数的局部与 
全局混合灵敏度分析 

程  蕾，吕震宙，李璐祎 
(西北工业大学航空学院，西安 710072) 

摘  要：基于失效概率偏导数的局部灵敏度与矩独立的全局灵敏度定义了一种新的混合灵敏度指标，该灵敏度指

标不仅继承了传统的矩独立灵敏度的优点，而且反映了矩独立灵敏度和基于方差的灵敏度之间的内在联系。针对

该矩独立的混合灵敏度指标计算量大的问题，该文首先将其转化为基于方差的混合灵敏度指标，然后利用能够高

效计算条件矩的态相关参数(SDP)法进行求解。为了进一步提高计算效率，该文建立了基于重要抽样和截断重要

抽样的 SDP 方法。算例结果验证了该文所提指标的合理性及所提方法的准确性。 
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A MIXTURE OF LOCAL AND GLOBAL SENSITIVITY ANALYSIS BASED 
ON THE DERIVATIVE OF FAILURE PROBABILITY 

CHENG Lei , LÜ Zhen-zhou , LI Lu-yi 

(School of Aeronautics, Northwestern Ploytechnical University, Xi’an 710072, China) 

Abstract:  A new mixed-sensitivity index is proposed by combining the derivative based the local sensitivity of 

failure probability with the moment independent global sensitivity. The mixed-sensitivity index inherits the 

advantages of the traditional moment independent sensitivity, and it reflects the intrinsic relationship between the 

moment independent sensitivity and the variance based one. For solving the large computational cost, the 

proposed index is first transformed into the variance based mixed-sensitivity, then the high efficient state 

dependent parameter (SDP) method for the calculation of the conditional moments can be employed to calculate it 

efficiently. To further improve the computational efficiency, the importance sampling based SDP method and the 

truncated importance sampling based SDP method are proposed respectively. Several examples are employed to 

illustrate the reasonability of the proposed index and the accuracy of the proposed method. 

Key words:  derivative based local sensitivity; moment independent global sensitivity; mixed- sensitivity index; 

SDP method; importance sampling method; truncated importance sampling method 

 

研究与分析一个系统或模型的状态或输出响

应量对系统输入参数和周围条件的敏感程度称为

灵敏度分析[1]，通常包括局部灵敏度分析和全局灵

敏度分析[2―3]。局部灵敏度以各个输入变量取名义

值时的偏导数作为该变量的灵敏度，而全局灵敏度

则考察输入变量在其整个取值范围内变化时，对模

型输出响应不确定性的影响程度。目前对于随机不

确定性的全局灵敏度分析已经发展得比较成熟，如

Helton 、 Saltelli 等 分 别 提 出 的 非 参 数 方 法

(nonparametric technique)[4―5]，Sobol、Iman 和 Saltelli
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等分别提出的各自基于方差的全局灵敏度指标

(variance based global sensitivity)和求解方法 [6]，

Chun、Liu 和 Borgonovo 等各自提出的相应的矩独

立的全局灵敏度指标(基于密度的重要性测度指

标)(moment independent global sensitivity)[7―9]。其中

文献[9]中的矩独立重要性测度指标能够比较全面

地反映各输入变量的重要性差别，应用较多。但在

可靠性问题中，小失效概率的计算大多牵涉到功能

响应函数分布尾部的问题，因而输入变量对功能响

应函数分布的影响程度并不能完全等同于输入变

量对模型失效概率的影响程度。文献[10]建立了一

种矩独立的输入变量对失效概率的重要性测度指

标，以衡量各个输入随机变量对失效概率的影响程

度，可以直接为可靠性设计提供有用信息。但其中

对于矩独立重要性测度指标的求解还是依赖于相

应的概率密度函数求解方法，并且计算量依赖于变

量的维数。文献[11]在其基础上，建立了新的度量

输入变量对失效概率影响的矩独立重要性测度指

标，并将失效概率的矩独立重要性测度指标进行扩

展，定义了度量输入变量对响应量分布函数影响的

矩独立重要性测度指标。 

基于失效概率偏导数的局部可靠性灵敏度能

够有效地反映出输入变量分布参数对结构或者系

统可靠性影响的信息，在可靠性工程中应用广泛，

但其仍然存在局部性的限制。为了能够充分利用基

于失效概率偏导数的局部可靠性灵敏度所反映出

来的有效信息，并克服其局部性的缺陷，本文在已

有基于失效概率矩独立重要性测度指标的基础上

提出了一种新的衡量输入变量对失效概率偏导数

影响的矩独立全局灵敏度指标，即局部与全局混合

的灵敏度指标，并将其进行转化成基于方差的混合

灵敏度指标，建立了所提混合灵敏度求解的态相关

参数法(SDP)[12―14]。此外，针对小失效概率情况下

抽样效率低的问题，本文还将态相关参数法与重要

抽样法、截断重要抽样法相结合，从本质上提高了

抽样效率，也使得计算量不再依赖于变量维数，大

大提高了计算效率。 

1  基于失效概率偏导数的局部与全局

混合灵敏度指标 

对可靠性模型 ( )Y g x ，Y 为功能函数响应量，

1 2( , , , )nx x xx  为输入变量。局部灵敏度定义为失

效概率 fP 对随机变量 jx 的分布参数 ( ) ( 1,2, ,
j

k
x j    

; 1,2, , jn k m  ，其中 jm 为第 j 个变量 jx 的分布

参数的总数)的偏导数，记Y 的无条件局部灵敏度为
( )

f /
j

k
xP   ，记输入变量 ix 取其实现值时Y 的条件局

部灵敏度为 ( )
f / |

j

k
ixP x  。为了研究随机变量 ix 对

局部灵敏度(即失效概率偏导数)的影响程度，定义

了如下矩独立的局部与全局混合灵敏度： 

f

2

f f
( ) ( )

( )d
j j

P
I ik k

x x

P P
x f

 





    
  
 
 X x x      (1) 

其中， fP
I 反映了不确定随机变量对局部灵敏度的

影响程度。若随机变量 ix 对某失效概率偏导数影响

较大，则 fP
I 较大，反之则较小。 

由于失效概率可以改写成下式所示的失效域

指示函数 ( )FI x 的数学期望形式：  

f ( ) ( )d ( )
n F X FR

P I f E I  x x x       (2) 

式中：
1

( )
0F

F
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
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x
x

x
为失效域的指示函数； nR

为 n维变量空间； ( )E  为数学期望算子。 

则失效概率偏导数也可以表示成数学期望的

表达形式： 

f
( ) ( )
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( ) ( )d
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F Xk kR
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f 
 

    
  

x
x

x
 

( )

( ) ( )

( )
j

F X
k

X x

I f
E

f 

  
  

x x

x
                 (3) 

同样，条件失效概率偏导数也可以写成如下所

示的数学期望的形式： 

f
( ) ( )

( ) ( )

( )
j j

F X
i ik k

Xx x

P I f
x E x

f 
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将式(3)的局部灵敏度和式(4)的条件局部灵敏

度的表达式分别代入式(1)中，便可以得到矩独立的

混合灵敏度与相应的基于方差的混合灵敏度之间

的关系： 

f
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f f
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j j
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x x
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其中， ( )V  为方差算子。由式(5)可以看出，式(1)

定义的矩独立的混合灵敏度可以转化为相应的基

于方差的混合灵敏度。这样，就可以用基于方差的
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全局灵敏度分析方法来求解基于失效概率偏导数

的局部与全局混合灵敏度，也为矩独立的混合灵敏

度求解提供了一种新途径。 

2  混合灵敏度的求解方法 

2.1  传统的SDP方法 

用传统的 Monte Carlo 方法求解式(5)中的基于

方差的混合灵敏度需要双层抽样，而且该方法所需

样本量大，计算效率低，多用于理论方面作为检验

其他新方法的标准解。态相关参数(State Dependent 

Parameter)法是一种基于递归滤波和平滑估计的非

参数光滑方法，首先由 Young[15]提出，Ratto 等将

其应用到基于方差的全局灵敏度分析中，大大提高

了计算效率。SDP 方法实际上是一种代理模型法，

通过一定的排序将随机输入样本与相应的输出看

作时间序列模型中的信号输入输出，从而借助函数

的 高 维 模 型 表 示 (High Dimensional Model 

Representation, HDMR)建立起状态空间中的重要性

分析模型。其求解过程可简述如下： 

根据输入变量的联合概率密度函数采用一定

的抽样策略随机抽取 N 个样本点 ( 1,2, , )t t N x ，

并计算得到响应量Y 相应的输出值 ( 1,2, , )tY t N  。

考虑函数的一阶截断 HDMR， 

0 1 1, ,  ( )  ( ) ( )t t n n tY f f x f x o      xx   (6) 

其中： 0 ( )f E Y ， , 0( ) ( | )i i t if x E Y x f  ； ( )o xx

表示高阶截断误差； 1,2, ,t N  表示样本标号。 

近似式(6)中一阶项 ,( )( 1,2, , )i i tf x i n  ，也即

响应量条件期望 ( | )( 1,2, , )iE Y x i n  的态相关模

型可以表示为如下的形式： 
T

0t tY f e   t tx p  
2

1, 1, , , ; ~ (0, )t t n t n t t tp x p x e e N     (7) 

其中： te 为观测噪声； , ( 1, 2, , )i tp i n  为随相应的

状态变量 ( 1,2, , )ix i n  而变化的态相关参数； tY

为相应的有序输出。 

当采用 IRW(Integrated Random Walk)时，式(7)

可表示为状态空间的形式： 

观测方程： 
T

t tY e t tx p              (8) 

状态方程： 

, , 1 , 1 , , 1 ,,i t i t i t i t i t i tp p d d d           (9) 

其中： ,i te (观测噪声)和 ( 1, 2, , )i t i n  , (系统扰动)

分别为均值为零；方差为 2
i 和 2

i
 的高斯白噪声  

输入。 

有了式(8)和式(9)所示的 SDP 关系，应用递归

卡尔曼滤波(KF)以及相应的固定区间平滑(FIS)法

则来估计相应的状态相关参数 ,i tp ，接着利用

, , ,( )i i t i t i tf x p x 得到响应量函数的一阶 HDMR 模

型，即可以求解基于方差的混合灵敏度。 

2.2  基于重要抽样法的 SDP 方法 

针对 Monte Carlo 方法抽样效率低，且对小概

率问题需要抽取大量样本才能收敛的问题，可以采

用重要抽样法来提高抽样效率。因此，为了进一步

提高本文混合灵敏度指标求解的 SDP 方法的计算

效率，本文将基于重要抽样法对所提的混合灵敏度

指标进行转化。 

重要抽样法通过引入重要抽样密度函数，可将

失效概率积分变化成为如下形式： 

f

( )
( ) ( )d

( )n

X
F XR

X

f
P I h x

h
     

x
x x
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( )

( )
X

F
X

f
E I

h
 
 
 

x
x

x
               (10) 

其中： nR 为 n维变量空间； ( )Xf x 为随机变量的联

合概率密度函数； ( )Xh x 为重要抽样密度函数。因

此结合重要抽样法的基于方差的局部与全局混合

灵敏度 fP
I 为： 

f

( )

( ) ( )

( )
j

P F X
I ik

X x

I f
V E x

h




     
  

  

x x

x
     (11) 

在重要抽样法的基础上结合 SDP 法进行混合

灵敏度的求解，提高了抽样效率，减小了计算方差，

同时也减少了计算成本。 

2.3  基于截断重要抽样法的 SDP 方法 

同样，我们也可以基于截断重要抽样法对所提

的混合灵敏度指标进行转化。与重要抽样法相比，

截断重要抽样法可以在保证计算精度的同时更进

一步提高抽样效率。截断重要抽样法是通过建立 
球，并构造样本点落在球外的截断重要抽样函数，

就可以在传统重要抽样法的基础上进一步减少在

结构安全域内的抽样，提高抽样效率。 

截断重要抽样法可将失效概率的计算公式写

成如下形式： 

f
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其中，
2 2

2 2

0, || ||
( )

1, || ||
I





  


x
x

x ≥

为  超球区域内的

指示函数 ( )I x 。类似于式(11)，结合截断重要抽样

法的基于方差的局部与全局混合灵敏度 fP
I 可以表

示为如下形式： 

f

( )

( ) ( ) ( )

( )
j

FP X
I ik

X x

I I f
V E x

h




     
  

  

x x x

x
  (13) 

在截断重要抽样法进行抽样的基础上结合

SDP 法进行混合灵敏度的求解，比传统的重要抽样 

方法更进一步提高了计算效率。 

SDP 方法仅需要一组模型输入输出，就可以一

次性求得给定输入条件下的条件期望，进而求得本

文所建立的基于方差的混合灵敏度。该方法计算量

不依赖于变量维数，大大减少了矩独立灵敏度分析

的计算成本，简单灵活易于实现。此外，文中采用

重要抽样法、截断重要抽样法进行抽样，使得样本

更容易收敛，与传统的抽样方法相比大大提高了抽

样效率，与高效的 SDP 方法相结合，更进一步提高

了计算效率。表 1 对文中涉及的 6 种方法进行简述。 

表 1  几种方法的特性对比 

Table 1  A contrast of the characteristics of various methods 

方法 MC SDP+MC IS SDP+IS TS SDP+TS 

抽样密度函数 ( )Xf x  ( )Xf x  ( )Xh x  ( )Xh x  ( ) / ( )XI h x x  ( ) / ( )XI h x x  

样本数量级 410  410  310  310  310  310  

计算成本 N N k   N  N N k   N  N N k   N  
 

3  算例 

3.1  数值算例 

线性极限状态函数 1 2( ) 4g x x  x ，其中基

本变量 1x 和 2x 均服从独立的正态分布，即 ~ix  
2(1,3 )( 1,2)N i 。其混合灵敏度指标如图 1 所示。 
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

 
(图中 MC 表示 Monte Carlo 方法，SDP 表示态相关参数法，IS 表示重要

抽样法，SDPIS 表示重要抽样法与 SDP 法相结合，TS 表示截断重要抽

样法，SDPTS 表示截断重要抽样法与 SDP 法相结合) 

图 1  算例 1 的混合灵敏度结果 

Fig.1  Mixed sensitivity results for Example 1 

通过图 1 的结果可以看出，由于基于不同的样

本类型，基于 IS 和 TS 转化的混合灵敏度结果与基

于 MC 的混合灵敏度结果并不相同，但得到的输入

变量的排序却是一致的。采用基于 MC、IS 和 TS

的 SDP 方法求解的混合灵敏度结果分别与原 MC、

IS 和 TS 法结果吻合的很好，从而验证了 SDP 方法

求解混合灵敏度的有效性。由于 IS 和 TS 方法本身

可以提高抽样效率(本例中 MC 法抽样 20000 次收

敛、IS 法抽样 2000 次收敛、TS 法抽样 1000 次收

敛)，将其与 SDP 方法的高效性相结合，能够使混

合灵敏度求解的计算量大大减小。为了更形象表示

各种方法之间的差异，如表 2 说明。 

表 2  本例中 6 种方法的抽样次数及计算时间 

Table 2  Function evaluation and time consuming of six 

methods 

方法 MC SDP+MC IS SDP+IS TS SDP+TS

抽样次数 20000 10000 2000 2000 1000 1000 

计算时间/s 2034 179.4060 49.7486 16.6315 19.8589 5.7879
 

3.2  工程算例 

某内压圆筒形容器所用材料 15MnV，基本随机

变量取为内径 D 、内压强 P 、壁厚 t 及屈服极限 

s ，基本随机变量相互独立且服从正态分布，其分

布参数如表 3 所示。对于常见的内压圆筒形薄壁容

器受二向应力，即轴向应力 L 4

PD
S

t
 ，周向应力

t 2

PD
S

t
 ，径向应力 r 0S  。建立内压圆筒的极限

状态函数为： eqsg S  。其中 eqS 为等价应力，

选 用 第 一 强 度 理 论 确 定 的 等 价 应 力 eqS   

L tmax{ , }
2

PD
S S

t
 。其混合灵敏度如图 2、图 3    

所示。 
表 3  基本随机变量的分布参数 

Table 3  Distribution parameters of basic variables 

随机变量 x  均值 x  标准差 x  

/mmD  460 7 

/MPaP  20 2.4 

/mmt  19 0.8 

/MPas  300 31.4 
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图 2 结果表明，对于工程实际中的问题，采用

Monte Carlo 方法抽样的 SDP 方法与单独使用

Monte Carlo 方法得到的混合灵敏度排序与 Monte 

Carlo 方法相一致，同时，由图 3 也可以很明显的

看出，SDP 方法与 IS、TS 方法结合得到的混合灵

敏度排序也分别与单独使用 IS、TS 方法得到的排

序一致，这就再次说明 SDP 方法的适用性。另外，

可以计算出内压强 P 、屈服极限 s 对失效概率的

影响较大，壁厚 t 次之，内径 D最小。 
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图 2  算例 2 的混合灵敏度结果 

Fig.2  Mixed sensitivity results for Example 2 

f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP





f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP






D变量 P变量

t变量 s变量

f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP





f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP






f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP





f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP





f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP





f

D

P





f

P

P





f

t

P





s

fP






IS

SDPIS

TS

SDPTS

IS

SDPIS

TS

SDPTS

IS

SDPIS

TS

SDPTS

IS

SDPIS

TS

SDPTS

1.5

1.2

0.9

0.6

0.3

0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0

8.0

6.0

4.0

2.0

0

2.0

1.6

1.2

0.8

0.4

0

混
合

灵
敏

度
指

标
/(

×
10

-
8 )

f
P D

混
合

灵
敏

度
指

标
/(

×
10

-
7 )

f
P P

混
合

灵
敏
度

指
标

/(
×1

0-
6 )

f
P t

混
合
灵

敏
度
指

标
/(

×
10

-
7 )

f sP 

 

图 3  算例 2 中的 IS、SDPIS、TS、SDPTS 得到的结果 
Fig.3  Mixed sensitivity results of IS、SDPIS、TS、SDPTS for 

Example 2 

对于独立正态变量，其混合灵敏度指标可以写

为如下形式： 

f
( ) j

j

j j

j xP F
i

x x

xI
V E x




 

  
   
    

x
        (14) 

f

2

( )
1j

j

j j

j xP F
i

x x

xI
V E x




 

                     

x
 (15) 

由上式可知，所有变量对壁厚 t 、内压强 P 的

混合灵敏度应该较大，在图 2 中可以看到每个变量

对这两个变量参数的混合灵敏度都比较大，从而反

映了本文基于失效概率偏导数的混合灵敏度的有

效性。可见，在工程应用中，本文得到的随机变量

对失效概率偏导数的混合灵敏度可以对工程实际

提供有用的信息。 

4  结论 

本文建立了输入变量对失效概率偏导数的矩

独立的混合灵敏度指标，它可以有效分析输入变量

对失效概率偏导数的影响程度，从而得到有效的重

要性排序，为工程实践提供一定的指导作用。在得

到矩独立的混合灵敏度指标与基于方差的混合灵

敏度指标之间的关系后，本文建立的 SDP 方法，仅

需要一组输入输出，就可以一次性求得所有随机变

量基于失效概率偏导数的混合灵敏度，在保证计算

精度的同时大大提高了计算效率。同时，又将 SDP

法与重要抽样法、截断重要抽样法相结合，使得落

入失效域的样本点增多，进一步提高了抽样效率，

大大节约了计算成本，对线性、非线性、单模式、

多模式等的功能函数均适用。因此，具有广泛的适

用性。 
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