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不同离散化方法在正冻土水热耦合模型中的应用 

毛卫南，刘建坤 
(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：为了研究土体冻结过程中温度传导与水分迁移的变化，在不饱和土理查德斯方程的基础上考虑相变作用

建立了一维土体冻结过程的水热耦合模型。分别应用有限差分与有限元方法对模型进行离散化，得到两种方法各

自的数值计算程序。同时对土体室内单向冻结实验进行模拟，将两种数值方法得到的土体冻结深度、冻结速率与

温度变化分别与实验结果进行对比。结果表明：对于一维冻结问题，有限差分模拟更接近实验结果，有限元模拟

具有更高的计算稳定性。 
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DIFFERENT DISCRETIZATION METHOD USING IN COUPLED WATER 
AND HEAT TRANSPORT MODE FOR SOIL UNDER FREEZING 

CONDITIONS 

MAO Wei-nan , LIU Jian-kun 

(School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract:  A coupled water and heat transport mode is established, based on the Richards equation to study the 

water flow and heat transport in soil during a freezing process. Both the finite difference and finite element 

method are used in the discretization respectively. Two different computer programs are written and employed to 

simulate an indoor unidirectional frozen test. The freezing depth, freezing rate and temperature variation are 

compared among the real test, the finite difference calculation model simulation and the finite element calculation 

model simulation. The result shows that: the finite difference method has a better performance in freezing depth 

simulation and the finite element method has a better performance in one-dimensional freezing stability 

simulation. 
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土体的冻结过程是温度场、水分场及应力场相

互作用的极其复杂的热力学、物理化学和力学的综

合问题。在土体冻结的过程中，其中最主要的三种

现象：一是水分的迁移及水的相变(冰晶的形成)；

二是热量的传输；三是溶质含量的变化。这三者的

变化并不是独立的，而是相互制约、相互影响的，

是耦合变化的过程[1―2]。用于描述冻结过程中土壤

水热耦合运移的模型主要有两类[3]：基于多孔介质

中液态水分的粘性流动、热平衡原理的机理模型和

应用不可逆热力学原理描述土壤水热通量的热力

学模型。 

对于冻结过程中的温度场和水分场耦合分析

问题，早在 20 世纪 70 年代 Harlan 就提出水热耦合

的概念并给出了耦合数学计算模型[4]，其研究成果

至今仍被大量学者引用，并加以更近一步的研究。

Celia 等[5]提出了一种基于理查德斯方程的不饱和
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水热流动方程。刘晓燕和郭琳[6]分析了冻土地区土

壤水热迁移的影响因素，探讨了冻土水热迁移的研

究方法及成果。建立了考虑相变潜热及土壤冻结后

含冰量的土壤水热耦合温度场模型，并进行了数值

求解。另外，诸多学者在对土体冻结的现象的各种

研究中，也得到了大量的冻结土体中水热耦合迁移

的实验数据[7]，这为理论研究提供了良好的基础。 

在诸多有关计算一维土体冻结过程中的模型

的应用中，大多数学者都采用已有的计算软件对土

体的水热耦合变化过程进行计算。一个更适用于冻

土计算的数值程序还有待于提出。本文在深入研究

正冻土水热耦合迁移的机理及有限差分与有限元

数值算法的基础上，提出了一种基于不饱和土理查

德斯方程的一维水热耦合模型，同时应用有限元与

有限差分方法对其进行数值计算。应用两种数值模

型对土体的冻结实验进行了模拟。 

1  冻结过程中土体的水热耦合模型 

对于冻结土体中水分的迁移，假定土壤介质不

可压缩、均质各向同性，土中水分迁移规律与非饱

和土壤水运动规律类似。考虑微元体内在 t 时间内

未冻水含量的变化，采用含有相变项的理查德斯方

程表示[8―9](z 取向下为正)： 

w

( , ) ( , )u u i i
u uD z K z

t z z t

   
 


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式中： i /(cm3/cm3) 为含冰率； i 为冰密度

(0.917g/cm3)； w 为水密度(1g/cm3)；D/(cm2/s)为土

壤水分扩散系数；K/(cm/s)为土壤导水系数。 

对于冻结土体中温度的传导，考虑热量平衡，

采用将相变潜热作为内热源的传导方程： 
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式中：C/(J/cm3·K)为土壤的热容量；T/K 为温度；

 /(W/cm·K)为土壤热传导系数；L/(J/cm3)为冰的

溶解潜热。其中，C、的影响因素不仅为土中未

冻水含量，冰的含量也存在一定的影响，根据文  

献[6]的研究，在这里可以只考虑未冻水的部分。 

在式(1)、式(2)中各系数均为未冻水含量的函

数，要对方程进行求解需要提供另一联系关系，即

土壤中未冻水含量 u 和温度 T 的关系。对这一关

系，有很多学者做出了大量的研究。提出了许多关

系式[10]。有些学者给出了经验曲线。作者在参与砂

质粉土的大量冻结实验[7]的基础上，提出了正冻土

未冻水含量与温度值的一种经验关系模型。其中未

冻水的含量上限为目前诸多学者所公认，其下限为

根据大量实验[7]结果的分布，所给出的经验值。 

max max

1
( ) ( )

3 uT T  ≤ ≤       (3) 

2  有限差分数值模型 

由于土壤冻结过程中水热耦合运动方程的非

线性及初始条件、边界条件的复杂性，用解析法或

半解析法推求是非常困难的，目前常用的方法是数

值计算方法。雷志栋等[11]提出过一种差分格式对类

似形式的方程组进行了求解。但其采用的隐式差分

方法较为复杂，且在温度与水力梯度上对时间进行

差分没有明确的物理意义，而在计算精度上并没有

太大的提高。因此，本文在对式(1)、式(2)采取必要

的基本变形后，对空间、时间分别采用了不同的差

分方法进行离散化，得到了一种比较简单的差分方

程的形式。 

以温度传导方程为例，由于热传导系数与其

位置 x 有关。可以将式(2)改写成如下形式： 
2
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      (4) 

在空间坐标上采用中心差分，在时间坐标上采

用向前差分，对于任意点 i 在任意时间点 k，式(4)

可以写为： 
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其中：h 为相邻节点间的距离； t 为每个间隔的时

间步长。 

从而可以得到下一时刻的温度为： 
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其中： 
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i 为对应 k 时刻冰含量的变化大小。 

同理，可以得到下一时刻未冻水含量为： 
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其中： 
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i 为对应 k 时刻冰含量的变化大小。 

应用式(6)、式(10)还不能完全求出冻结过程中

的水热耦合变化，为此求解时需要补充一个条件，

即联系方程式(3)。每一时段迭代计算步骤可以按下

列程序： 

1) 先预报时段末的温度 Tk+1，可近似取时段初

的值 Tk。 

2) 由联系方程式(3)进行未冻水含水率校正。

若未冻水含量超过式(3)的允许值，超过部分即为本

时段末增加的结冰量。 

3) 求解水流方程组式(10)，得出时段末各结点

未冻水含水率。 

4) 求解热流方程组，得出时段末各结点的温度

值 Tk+1。此即本次迭代计算的校正值，下一次迭代

计算的预报值。 

5) 重复步骤 1) ~步骤 4)，直至前后两次计算所

得含水率之差和温度之差均小于规定的允许误差

为止。 

在得到下一个时间步的温度及含水量的值后

重新计算各个参数的值，然后重复进行步骤 1) ~步

骤 5)。直到得到需要的时间点为止。 

3  有限元数值模型 

在一维条件下，有限单元为线性单元，对于任

意点，温度值 xT 可以用形函数与节点值来表示： 

{ } { }xT N T                (14) 

将式(14)代入式(2)中： 
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采用 Galerkin 法对式(15)进行离散，可得： 
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其中， t 为计算的时间间隔。 

对式(16)整理后可得： 
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其中： 
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求解式(17)即可得到下一时刻的每个节点的温

度值。 

同理：可以得到有关水分计算的方程为： 
1

w w[ ] { } { }k
uK M           (18) 

结合式(17)、式(18)、式(3)即可进行每个时间

步内的迭代计算。整体计算可以采用第 2 部分中相

同的流程。 

4  实验模拟结果 

分别对两个计算模型编写各自的 fortran 语言

程序，对于粉质粘土的室内单向冻结实验[7]进行  

模拟。 

实验采用直径为 150mm，高度为 100mm 的土

柱进行单向冻结，实验初始试样温度为 1℃。进行

冻结后顶端施加温度为2.5℃，底端温度为 1℃。

试验用粉质粘土的初始含水率为 0.15，在试样底部

再用马氏补水瓶进行补水。 

根据在未冻时土的各个参数值可以得到土体

的导水系数与扩散系数[11]： 
8.4
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10.87
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其中， 为总的含水量。 

土的热参数[11]： 
0.46 0.38 0.6 0.12 0.5u iC w w       ， 

0.42 0.38 0.036 0.12 0.852 uw       ， 

i = 30.917g/cm ， w = 31g/cm ，L= 3335J/cm 。 

考虑到补水瓶通过联通试样底部的透水石与

滤纸对试样进行补水，下边界采用实验测得的最靠

近底端测量点的平均含水量(0.1)。 

冻结深度随时间的变化如图 1，在最终冻结深

度上(见图 1)，应用有限元方法模型得到的结果误差

比有限差分模型得到的结果大 0.5cm，差分结果与

试验值相差不到 0.3cm。在冻结速率方面(见图 2)

两种不同的方法得到的曲线基本相同在图 2 中趋于

重合，可以很好的模拟实验结果。 
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图 1  冻结深度变化 

Fig.1  Variation of freezing depth 
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图 2  冻结速率变化 

Fig.2  Variation of freezing rate 

图 3 为不同时刻温度随深度的变化，对于两种

不同的离散化方法得到的曲线大体相同，在图 3 中

重合。从模拟结果与实验结果的对比中可以看到土

样中温度在不同时刻的分布情况，分布曲线从实验

初期的指数型逐渐向二次抛物线过渡，实验后期温

度分布趋于稳定，接近于直线型。模拟结果在初期

(10h 内)较实验值小，试样在 20h 左右模拟结果与实

验基本重合，在这一时段得到的结果最为准确。在

实验后期模拟值比实验值较大，这与之前得到的偏

大的最终冻结深度的结果相吻合。 
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图 3  温度随深度变化图 

Fig.3  Variation of temperature 

5  结论 

土体冻结过程中，温度、水分之间的相互作用

是一个极其复杂的热力学、物理化学和力学的综合

问题。在充分考虑土体冻结过程中水分、温度之间

相互耦合作用的基础上建立了土壤水热耦合温度

场物理模型，利用不同的数值方法对模型进行离散

化，可以得到不同的土体冻结水热耦合计算程序。 

针对于模拟，对一维模型的研究结果为之后二

维模型建立提供了参考。对于不封闭系统的总吸水

量，还有待于提出边界条件的进一步取值方法，并

应用到相应的数值方法中以得到更精确的结果。在

模拟的准确度上，通过对土体单向冻结实验的模拟

结果表明，有限元与差分两种方法拥有各自的特

点，有限元方法在最终状态上偏差稍大，但在总体

的变化趋势上却能更好的反映实际变化，而且在对

于单元变形，不确定因素的处理方面，更加适合模

型后继的推广应用。 
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