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经典式 平台垂荡 纵摇耦合混沌运动研究

刘利琴，王  宾，张若瑜，唐友刚 
(天津大学水利工程仿真与安全国家重点实验室，天津 300072) 

摘  要：该文基于 Lyapunov指数研究经典式 Spar平台主体垂荡-纵摇非线性耦合的混沌运动。建立了规则波浪中

平台主体垂荡-纵摇耦合非线性微分方程，以经典式 Spar平台为例，数值计算了响应的最大 Lyapunov指数谱及分

岔图，在波高和波浪频率构成的平面上，计算了平台不稳定纵摇运动的参数域。结果表明，平台运动形式对波浪

激励频率非常敏感，随着波浪频率的改变，Spar平台发生 1/2亚谐运动、概周期运动，当波浪频率接近垂荡固有

频率时，发生混沌运动。 
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STUDY ON THE CHAOTIC MOTION OF COUPLED HEAVE AND PITCH 
OF CLASSIC SPAR PLATFORM 

LIU Li-qin , WANG Bin , ZHANG Ruo-yu , TANG You-gang 
(State Key Laboratory of Hydraulic Engineering Simulation and Safety, Tianjin University, Tianjin 300072, China) 

Abstract:  The chaotic motion of nonlinear coupled heave-pitch of the classic Spar platform hull is studied by 
the Lyapunov exponent in this paper. The nonlinear differential equation of the coupled heave-pitch of the 
platform hull is established in the regular wave. Taking the classic Spar as an example, the maximum Lyapunov 
exponent spectrum and the bifurcation diagrams are calculated and the parameter domain for unstable pitch 
motion is calculated. The results show that the platform motion is sensitive to wave frequency. With changing of 
wave frequency the platform exhibits 1/2 sub-harmonic motion and quasi-periodic motion. When the wave 
frequency approaches the natural frequency of heave, the platform exhibits chaotic motion. 
Key words:  classic Spar platform; coupled heave-pitch motion; bifurcation; chaos; Lyapunov exponent 
 

深海平台吃水较深，平台特征周期较长，其垂

荡和纵摇特征频率的比值接近于 2∶1。当波浪周期
较长或者遭遇涌浪时，平台运动存在响应跳跃、超

谐分岔、亚谐分岔等非线性运动形式[1―3]。Rho 和
Choi 研究了波浪激励频率接近平台固有频率时
Truss Spar平台的纵摇稳定性[1]，结果表明，大幅垂

荡运动最终导致不稳定纵摇运动，当波浪频率接近

垂荡固有频率时平台响应发生跳跃。Tao 等研究了
经典式 Spar平台的垂荡运动[2]，结果表明，在长周

期波浪作用下，平台响应发生垂荡共振及锁定现

象，这将导致纵摇幅值大幅增加。赵晶瑞针对经典

式 Spar平台，采用多尺度法研究了垂荡固有频率接
近 2倍纵摇固有频率时的垂荡-纵摇耦合运动；考虑
垂荡主共振，基于 Floquet 理论研究了系统的稳定
性，计算了不稳定运动的参数域[3―4]。混沌是海洋

平台可能发生的复杂运动形式之一，发生混沌后，

无法确切的预测平台的运动轨迹。Liaw研究了铰接
塔平台的非线性混沌运动，结果表明，当波浪激励

频率接近平台固有频率和系泊油轮横摇固有频率

之和时，系统发生混沌运动[5]。谢文会等研究了规
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则波浪中铰接塔-油轮系统的分岔和混沌，跟踪了响
应曲线及通向混沌的道路，计算了最大 Lyapunov
指数谱[6]。Chen 等基于最大 Lyapunov 指数研究了
张力腿平台的运动稳定性，分析了波浪频率对系统

运动的影响[7]。 
本文基于数值模拟的方法研究深海 Spar 平台

主体垂荡-纵摇耦合混沌运动，分析平台的不稳定运
动形式，确定平台纵摇不稳定运动参数域。 

1  平台垂荡-纵摇耦合运动方程建立 

考虑回复力(矩)、阻尼力(矩)和规则波浪激励力
(矩)，Spar平台主体垂荡-纵摇耦合的非线性运动方
程如下[8]： 

3 1 3 W 3( ) ( ) ( ) ( )m m t c t gA tξ ξ ρ ξ+ ∆ + + −&& &  

2
W g 5
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2
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其中： 3ξ 为垂荡位移； 5ξ 为纵摇角；m和 m∆ 分别

表示平台主体质量和附加质量；I 和 I∆ 分别表示纵
摇惯性矩和附加惯性矩； ( 1,3)ic i = 为辐射阻尼；ρ
为海水密度；∇为总排水量； WA 为平台主体的水

线面面积；GM 为纵摇初稳性高； gH 为静水面到

平台主体重心的垂直距离； F 和M 分别为垂荡波
浪激励力和纵摇波浪激励力矩；Ω 为波浪激励   
频率。 
式(1)两边同时除以 ( )m m+ ∆ ，式(2)两边同时

除以 ( )I I+ ∆ ，有： 
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式(3)和式(4)可进一步写为如下的一阶微分方
程组： 

1 2
2 2

2 3 1 1 2 2 3

3 4
2

4 5 3 3 4 4 1 3

2 cos( )

2 cos( )

x x

x x u x u x f t
x y

x x u x u x x h t

ω Ω

ω Ω

=


= − − + +
 =
 = − − + +

&

&
&

&

   (5) 

其中： 1 3x ξ= ； 2 3d / dx tξ= ； 3 5x ξ= ； 4 5d / dx tξ= 。 

2  Lyapunov指数计算 

Lyapunov 指数谱是衡量动力系统稳定性和混
沌的一个重要工具，它表征了系统在相空间中相邻

轨道间收敛或发散的平均指数率，负的 Lyapunov
指数意味着周期运动，正的 Lyapunov 指数意味着
非周期运动[9]。本文基于Wolf提出的 QR分解方法
计算最大 Lyapunov 指数[10]，即基于相空间系统运

动方程的切向量增长进行计算。式(5)写成如下的五
维自治系统： 
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  (6) 
其中： 1 1y x= ； 2 2 /y x Ω= ； 3 3y x= ； 4 4 /y x Ω= ；

5y τ= ， tτ Ω= 。 

式(6)对应的切空间流为： 
( )U Y U= ⋅J&               (7) 

其中： 1 2 5{ , , }Y y y y= L ； 1 2 5{ , , }U U U U= L 。

J 为式(6)对应的 Jacobi矩阵，具体形式如下： 
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对应式(6)的 Lyapunov特性指数谱为： 

0
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其中 0 0 0 0
1 2 5{ , , , }U U U U= L 为初始切向量。将

Lyapunov指数沿系统相轨作平均，有： 

0
1

1 1log , 1,2, ,5
kN j

j k
k j

U
j

N t U
λ

=

= =∑ L   (10) 

实际计算中，每一次迭代后采用 Gram-Schmidt
方法将切向量U 正交化，并将正交化后的切向量作
为下一次迭代的初始向量。由于 Jacobi矩阵的作用，
必将导致切向量U 趋于最大 Lyapunov 指数的方
向。本文仅计算最大 Lyapunov 指数，并采用四阶
Runge-Kutta方法进行数值积分。 

3  算例分析 
Hong 等在 Samsung 船舶模型实验水池中进行

了规则波浪中某 Spar 平台[11]的运动测试，该平台

垂荡、纵摇固有频率之比接近 2∶1 
[12]。本文采用

该平台模型，主要参数见表 1。 
表 1  平台主要参数[11] 

Table 1  Main parameters of platform 

名称 单位 取值 

长度 m 212.9 
(m+Δm) t 221269 
平台直径 m 37.2 
平台吃水 m 198.1 
水深 m 1018 
GM m 10.08 

垂荡固有频率 rad/s 0.214 
纵摇固有频率 rad/s 0.113 

考虑线性波浪力(力矩)，基于势流理论编制水
动力计算程序，本文应用已有的计算程序[13]，求得

单位波高作用下垂荡激励力和纵摇激励力矩随波

浪频率变化的关系曲线，如图 1和图 2所示。 

 
图 1  垂荡激励力 

Fig.1  Exciting force for heave 
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图 2  纵摇激励力矩 

Fig.2  Exciting moment for pitch 

以下计算平台垂荡 -纵摇耦合响应的最大
Lyapunov指数及分岔图。取波高 H=3m，改变波浪
激励频率，在平台垂荡固有频率附近计算得到响应

的最大 Lyapunov指数谱图及分岔图如图 3所示。 
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(a) 最大 Lyapunov指数 

   
(b) 垂荡分岔图 

 
(c) 纵摇分岔图 

图 3  最大 Lyapunov指数谱图和分岔图 
( 3mH = , [0.2, 0.23] rad/sΩ ∈ ) 

Fig.3  Maximum Lyapunov exponent and bifurcation diagram 
( 3mH = , [0.2, 0.23] rad/sΩ ∈ ) 

计算过程中，如果 iΩ 对应的响应幅值超过某一
临界值，则停止对该频率的计算，对下一个频率 1iΩ +

进行计算，同时将 iΩ 对应的最大 Lyapunov指数及
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响应值设为 NaN(空值)，对应于图 3(a)中的不连续
部分及图 3(b)和图 3(c)中随频率变化的空缺部分。 
以下进一步计算响应的庞加莱截面、功率谱及

历程曲线，分析不同波浪频率时平台的响应特性，

结果如图 4~图 6所示。 
对图 4~图 6分析如下： 0.210 rad/sΩ = 时，垂

荡、纵摇响应的庞加莱截面均为两个相点，垂荡、

纵摇运动频率均存在 1/2亚谐成份，其中垂荡频率
以波浪激励频率为主，纵摇频率以 1/2亚谐频率为
主，如图 4所示；当 0.215 rad/sΩ = 时，庞加莱截

面为一系列不规则分布的点，平台发生混沌运动，

如图 5所示。当 0.217 rad/sΩ = 时，庞加莱截面为

一条封闭曲线，平台运动为概周期运动，如图 6所
示。进一步概括平台响应特性如表 2所示。 

 
(a) 垂荡庞加莱截面 

 
(b) 纵摇庞加莱截面 

 
(c) 垂荡功率谱 

 
(d) 纵摇功率谱 

图 4  庞加莱截面及功率谱( 0.210 rad/sΩ = , 3mH = ) 
Fig.4  Poincare’ maps and power spectrums 

( 0.210 rad/sΩ = , 3mH = ) 

 
(a) 垂荡庞加莱截面 

 
(b) 纵摇庞加莱截面 

 
(c) 垂荡时间历程 

 
(d) 纵摇时间历程 

图 5  庞加莱截面及时间历程( 0.215 rad/sΩ = , 3mH = ) 
Fig.5  Poincare’ maps and time histories 

( 0.215 rad/sΩ = , 3mH = ) 
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(a) 垂荡庞加莱截面 

 
(b) 纵摇庞加莱截面 

 
(c) 垂荡时间历程 

 
(d) 纵摇时间历程 

图 6  庞加莱截面及时间历程( 0.217 rad/sΩ = , 3mH = ) 
Fig.6  Poincare’ maps and time histories 

( 0.217 rad/sΩ = , 3mH = ) 

表 2  平台运动分析( 3mH = , [0.2, 0.23] rad/sΩ ∈ ) 
Table 2  Platform motion analysis 
( 3mH = , [0.2, 0.23] rad/sΩ ∈ ) 

波浪频率/(rad/s) 平台运动 

0.202~0.213 
1/2 亚谐运动，其中垂荡频率以波浪激励频率为
主，纵摇频率以 1/2亚谐频率为主。 

0.214~0.217 混沌运动和概周期运动。 

0.218~0.23 
1/2亚谐运动，垂荡频率以波浪激励频率为主， 
纵摇频率以 1/2亚谐频率为主。 

由表 2可以看出，平台运动形式对波浪频率非
常敏感，改变波浪频率，平台发生 1/2 亚谐运动及
概周期运动，在波浪频率接近垂荡固有频率时，平

台发生混沌运动。进一步计算不同波浪参数时平台

响应，得到波高和波浪频率平面上平台纵摇不稳定

运动的参数域如图 7所示。 

 
图 7  纵摇稳定及不稳定运动参数域 

Fig.7  The parameter domain for the unstable pitch motion 

图 7 中，符号“〇”为稳定周期运动，即简谐

运动；符号“×”表示不稳定运动，即非简谐运动
形式，如超谐运动、亚谐运动等。图 7表明，随着
波高的增加，平台发生不稳定纵摇运动的波浪频率

范围逐渐增大。 

4  结论 
本文建立了规则波浪中 Spar 平台主体垂荡-纵

摇耦合的非线性运动方程，计算了最大 Lyapunov
指数谱，构造了响应的庞加莱截面及运动幅值随波

浪频率变化的分岔图，给出了纵摇不稳定运动的参

数域。研究表明，平台响应对波浪频率非常敏感，

随着波浪频率的改变，平台运动发生 1/2亚谐运动、
概周期运动及混沌运动；发生 1/2 亚谐运动时，垂
荡频率以波浪激励频率为主，纵摇频率以 1/2 亚谐
频率为主；在波浪频率接近垂荡固有频率的某些规

则波浪作用下，平台发生混沌运动。 
平台发生混沌运动时，运动轨迹非常复杂，对

初始条件和系统参数的微小变化极端敏感，造成平

台运动不规则的偏离周期轨迹，危及平台正常作

业。实际中，可通过调整系统参数避免混沌运动的

发生，如，调整平台固有周期，使平台垂荡固有周

期远离平台作业环境海浪能量集中的周期范围。 
(参考文献转第 304页) 
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