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空间范数在压电柔性结构振动控制中的应用研究 

徐亚兰，陈建军 
(西安电子科技大学机电工程学院，西安 710071) 

摘  要：在空间范数定义的基础上，推导出了结构模态空间范数的计算公式。考虑压电柔性结构振动控制中作动

器分布对结构建模与控制性能的影响，利用模态空间范数度量各个模态对结构动力响应的贡献，并对结构进行了

模态选择与模型降阶。利用所建立的降阶模型，设计了一个对受外部干扰结构进行振动抑制的动态输出反馈 H 振

动控制器，并与传统的直接截断方法进行了比较。结果表明，模态对系统动力响应的贡献意味着作动器对模态的

控制能力，在此基础上设计的结构振动控制器性能明显提高。 
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RESEARCH ON VIBRATION CONTROL OF PIEZOELECTRIC FLEXIBLE 
STRUCTURES BASED ON SPATIAL NORMS  

XU Ya-lan , CHEN Jian-jun 

(School of Electronic & Mechanical Engineering, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract:  Using the definition of a spatial norm, the calculation formulas of modal spatial norms for structures 

are derived. In order to investigate the influence of the location of piezoelectric actuators on modeling dynamic 

equations and designing controllers for piezoelectric flexible structures, modal spatial norms, which serve as the 

measure of the contribution of modes to the dynamic response of a system varying with the location of 

piezoelectric actuators, are used to pick up the modes included in the reduction model. Based on the reduction 

model and compared with the traditional direct modes-truncation method, a dynamic output feedback H-infinity 

control law is designed to suppress the vibration due to external disturbances. Simulation results show that the 

contribution of vibration modes to the dynamic response of a system means the ability of actuators to control 

vibration modes, based on which the performance of a controller is improved.  
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压电柔性结构由于模态频率低、阻尼小，所以

易受外界干扰产生长时间持续振动；而此类结构本

身又是具有无限自由度的分布参数系统，在其振动

主动控制中，必须进行模型降阶以便控制器的设计

与工程实现。高维柔性结构的模型降价在振动控制

过程中的负面影响是带来观察溢出与控制溢出，从

而分别导致残余模态的不稳定与控制性能的劣化。

如何利用有效的降阶方法来获取阶数较低、且又足

够精确的适合控制的模型，一直是困扰振动控制研

究者的主要问题[1―4]。系统模型降阶的方法有很  

多[5―8]，如：动力缩聚、模态截断法、动态子结构

法、模态综合法、平衡降阶法、代价分析法、最优

投影法等。但从柔性结构模态分析和模态控制的角

度来看，对系统进行直接模态截断可以在整个结构

建模与控制过程中保留模态的概念，是工程中常用

的一种方法。由于高频模态的截断对低阶系统的零

点是有影响的，所以高频模态可以用高频的直流响

应或通过对系统范数进行优化来补偿。但传统的系



2 工    程    力    学  

 

统范数只适用于集中参数系统的降阶，故文献[7]

提出了利用多输入、无限维空间分布输出系统的空

间范数对无限维分布参数系统的降阶模型进行补

偿值优化，从而为实现柔性结构的全局振动控制提

供了模型降阶的处理方法。不过，这种方法虽然考

虑了高频模态对低阶模型的影响，但也只是机械地

截取了低阶模态，并没有考虑到压电材料的因素。

对于带有压电作动器/传感器的柔性结构而言，由于

其作动器位置的改变将会改变各个模态对结构动

力响应的影响，直接模态截断方法在使用时存在很

大的局限性，因为这种方法没有考虑各模态对结构

动力响应的影响强度，也就意味着没有权衡所配置

的作动器对各个模态的控制能力，只是直接保留前

几阶模态，这将会影响结构的振动控制性能。 

本文将以带有压电作动器块的柔性结构为研

究对象，在结构振动控制中考虑作动器分布对结构

建模与控制性能的影响，利用模态空间范数，根据

模态对压电柔性梁结构动力响应贡献大小以及所

配置的作动器对各个模态的控制能力大小，对结构

进行模型降阶处理与振动控制设计，并与常规的模

态截断方法进行比较。 

1  系统空间范数 

系统 ( )G s 的 2H 范数的定义为： 

2 *
2

1
( ) (( ( j )) ( j ))d

2π
G s tr G G  




    (1) 

若单输入-单输出系统 ( )G s 的状态方程为： 

( ) ( ) ( ) , ( , ) ( )t t u t y x t t  x Ax B Cx    (2) 

则可通过下式求得其 2H 范数为： 
2 2T T

c o2 2
( ) ( ), ( ) ( )G s tr G s tr C CW BB W  (3) 

其中： *( ( j ))G  表示矩阵 ( j )G 的共轭转置； ( )tr 
表示矩阵的迹； cW 、 oW 分别为系统的可控

Gramian 阵及可测Gramian 阵。 cW 、 oW 可通过如

下Lyapunov 方程求解获得： 
T T T T

c c o o0 , 0     AW W A BB AW W A C C  

(4) 

2  压电柔性结构的建模 

以带有 k 个压电作动器块的 Euler-Bernoulli 梁

结构为研究对象，梁的几何尺寸为 b b bl w h  ，第 j

个作动器的几何尺寸为 a a aj j jl w h  。由于压电作动

器块的尺寸远远小于梁结构，忽略压电材料本身对

结构动力学的影响，则结构的横向振动方程为： 

24 2
a

4 2 2
1

( ( , ))( , ) ( , ) k
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j

M x ty x t y x t
EI A

x t x




 
 

    (5) 

其中： ( , )y x t 为结构的动力位移响应； EI 为抗弯

刚度；  、 A 分别为线密度和横截面。 ajM   

1 2 a( ( ) ( ))j j j jK H x x H x x v   为第 j 个作动器贡

献的弯矩， ajv 为其控制电压， 2 jx 、 1 jx 为其两端面

的位置坐标， ( )H  为 Heaviside 函数， jK 由梁结构

与压电材料的性能及几何参数所确定[9]。 

结构的响应可表示为： 

1

( , ) ( ) ( )i i
i

y x t x q t




            (6) 

其中： ( )i x 为结构的第 i 阶模态振型函数； ( )iq t 为

第 i 阶模态坐标下动力位移响应。 
利用 ( )i x 的正交性，结构的动力学方程为： 
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其中： i i 、 为第 i 阶模态频率与阻尼比； ( )  表

示对 x求一阶导数。 

以 T
a a1 a( ) [ ( ), , ( )]kt v t v tv  为输入，以 ( , )y x t

为输出，可得结构的传递函数为： 

2 2
1

( )
( , )

2
i i

i i i i

x
s x

s s


  






  F

G       (8) 

其 中 ， 1[ , , , , ], 1,2, ,i i ij ikF F F i  F    ；

2 1( ( ) ( )) , 1,2, ,ij j i j i jF K x x j k      。 

以 T
1 1( ) [ ( ), ( ), , ( ), ( ), ]i it q t q t q t q tx    为状态

变量，可得到结构的状态方程： 

a( ) ( ) ( ) , ( , ) ( )t t t y x t t  x Ax Bv Cx   (9) 

其中： 1diag{ , , , }iA A A  ， T
1[ , , , ]iB B B  ， 

2

0 1

2
i

i i i  
 

  
  

A ， 

1

0 0 0
i

i ij ikF F F

 
  
 

B
 
 

， 

1[ ( ),0, , ( ),0, ]ix x C   。 

3  压电柔性结构的模态空间范数 

结构式(8)的空间 2H 范数定义为： 

b2

2 0

1
( , ) (( ( j , )) ( j , ))d d

2π

l
s x tr x x x  

 


  G G G  

(10) 

利用模态的正交性，
2

2
( , )s xG 可表示为： 
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式中，
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为对应于第

i 阶模态的系统的传递函数分量，则第 i 阶模态空间

2H 范数
2

2
( , )i s xG 可定义为： 

2

2 0

1
( , ) ( ( j , )) ( j , )d d

2π
bl

i i is x tr x x x  
 


  G G G  

(12) 
由式(11)可见，柔性结构系统的空间 2H 范数可

表示为是各个独立模态的空间 2H 范数的叠加。从

系统范数的特性看，可以用各模态的空间 2H 范数

来表征该模态对系统动力响应贡献的强弱，所以柔

性结构空间模型降阶时，可以通过比较各模态的空

间 2H 范数的大小，保留对系统动力响应贡献相对

较大的模态，而去掉贡献相对较小的模态。 

利用正交条件
b

0
( ) ( )d 1

l

i ix A x x    ，结构第 i

阶模态的空间 2H 范数可表示为： 

2 22

2 2 2
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s x G s x A g s
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其中：
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为第 j 个作动器

通过第 i 阶模态映射到结构空间分布输出的传递函

数分量；
2

2
( , )ijG s x 为其 2H 范数；而

2

2
( )ijg s 则可

看成是单输入 - 单输出系统传递函数 ( )ijg s   

2 22
ij

i i i

F

s s   
的 2H 范数，它可通过关系式(2)~

式(4)来求解。由此可见，多输入独立模态的空间 2H

范数可以看成是单输入的该模态的空间 2H 范数的

叠加，考虑到舍去模态对降阶模型零点及模型误差

对控制鲁棒性的影响，对高频残余模态进行补偿，

可获得压电柔性结构的降阶模型为： 

2 2

( )
( , ) RE

2
i i

M
i U i i i

F x
s x

s s


  

 
 G     (14) 

其中：U 为所挑选的模态集合；RE 为对高频模态

的补偿，可用高频模态的直流响应表示，即：

2

( )
RE i i

i Q i

F x


 ( Q 为高频模态集合)或利用系统

范数的优化
2

2
min{ ( , ) ( , ) }N Ms x s xG G 获得。因柔

性结构的阻尼很小，高频模态的补偿部分可近似表

示为 c

1 c c

1
RE ln ( )

2
i

i i
i Q i

x
 


   

 
   
 F ， c 为最

高截止频率[7]。 

4  空间范数在振动控制中的应用 

利用本文方法，对一个压电柔性简支梁进行空

间模型降阶处理与振动主动控制仿真，并与直接模

态截断方法进行比较。该梁的几何尺寸为：长 0.5m，

高 0.01m，宽 0.05m；弹性模量 70GPa，模态阻尼

比 i 均取 0.01；结构的体密度为 2500kg/m3；作动

器/压电传感器与梁同宽，其厚为 2×104m，弹性模

量 63GPa；压电系数 d31=120×1012m/V，传感器的

参数为 g31=1.15×102Vm/N，Cp=1.05×107F。 

图 1 和 图 2 为 压 电 作 动 器 位 于 梁 上

b b0.23 0.49l l 处 ， 以 位 于 梁 上 不 同 位 置

( 0.04mx  和 0.18mx  )的位移响应为输出的系统

频率响应函数仿真结果。通过对各个模态的空间

2H 范数计算，选取空间 2H 范数相对较大的前 7 个

模态，结果为应保留第 1 阶~第 6 阶和第 9 阶模态，

而舍去第 7 阶~第 8 阶和第 10 阶~第 20 阶模态。从

图中可以看出，在作动器的配置位置相同的情况

下，以梁结构上不同位置的位移响应为输出的系统

降阶模型中被保留的模态是相同的，可见本文降阶 
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图 1  系统降阶前后的频率响应 

Fig.1  Frequency responses of original and reduced systems 
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图 2  系统降阶前后的频率响应 

Fig.2  Frequency responses of original and reduced systems 
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方法是对整个结构空间意义上的处理。图中曲线 A

为降阶前系统(20 个模态)的频响。B 为通过直接截

取前 7 阶模态，高频模态用直流响应补偿后得到的

降阶模型的频响。C 为用文中方法进行降阶后系统

的频响。D 为利用文献[7]方法得到的系统频响。 
图 3 为压电作动器位于梁上的 b b0.1 0.14l l

处，以在梁 0.04mx  处的位移响应为输出的系统

频响仿真结果。这时由于作动器位置的变化，所应

在 降 阶 模 型 中 保 留 的 模 态 与 作 动 器 位 于

b b0.23 0.49l l 处的情况是不一样的。实际上，根

据各模态的空间 2H 范数，在降阶模型中应保留第 1

阶~第 3 阶和第 5 阶~第 8 阶模态。图 3 中各条曲线

的含义与图 1 和图 2 是一样的。 
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图 3  系统降阶前后的频率响应 

Fig.3  Frequency responses of original and reduced systems 

为了验证模态选择对振动主动控制效果的影

响，这里以距简支梁一端 0.04m 处的挠度为被控输

出，压电作动器/传感器位于梁的 b b0.1 0.14l l ( bl

为梁的长度)，外部扰动通过作动器作用于柔性梁，

则结构的开环系统状态方程式(9)可变为： 

a( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( )

t t t w t

y t t z t t

  

 

x Ax BV B

Cx Cx


        (15) 

其中： B B ； ( )w t 为外部干扰； ( )y t 为被控输出；

( )z t 为测量输出，测量输出矩阵C 取决于模态振型

及压电传感器在结构中的配置。 

为了计算方便且不失一般性，这里对保留前四

阶模态(直接模态截断)以及保留第 1阶~第 3阶和第

5 阶模态(本文降阶方法)的两种情况利用线性矩阵

不等式方法设计了进行振动控制的低阶动态输出

反馈 H 控制器，即：设计如下控制器使结构闭环

系统的 H 范数最小[10―11]。控制器的状态空间表 

示为： 

k k( ) ( ) ( )t t z t ζ A ζ B ， 

a k k( ) ( ) ( )t t z t V C ζ D           (16) 

其中： ( )tζ 为控制器的状态变量； kA 、 kB 、 kC 、

kD 为待定的控制器参数。 

这里，利用这个控制器对高阶模型进行了振动

控制仿真实验。图 4 与图 5 分别给出了使用两种方

法，被控结构闭环系统的脉冲响应曲线与频率响应

函数曲线。从图中可以看出，在模型降阶处理中考

虑所配置的作动器对各个模态的控制能力，将会提

高压电柔性结构振动主动控制的控制效果。 

本文降阶方法
直接截断方法
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图 4  受控结构的脉冲响应曲线 

Fig.4  Impulse responses for controlled structure  
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图 5  受控结构在两种方法下的频率响应曲线 

Fig.5  Frequency responses for controlled structure  

5  结论 

(1) 随着作动器的配置位置不同，结构的降阶

模型中应保留的模态也会随之发生变化。常规模态

截断法只是直接截取低阶模态，而利用本文给出的

方法获得的降阶模型保留了相对较重要的模态。显

然它比常规方法获得的降阶模型将更逼近原系统。 

(2) 根据模态对系统动力响应的贡献来进行模

型降阶处理，意味着考虑了所配置的作动器对各个

模态的控制能力，这将会提高压电柔性结构振动主

动控制的控制效果。 
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